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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 83 (1958), Praha

O NEKTERYCH VLASTNOSTECH HOMOGENNI LINEARNI
DIFERENCIALNT ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Bmo DT:517.941
(Doslo dne 29. biezna 1957)

V préci jsou odvozeny dva kanonické tvary homogenni linedrni
diferencidlni rovnice 4. f4du, které mohou byt uZiteéné pii studiu
oscilaénich a asymptotickych vlastnosti. P¥i odvozeni obou kano-
nickyeh tvara hraji podstatnou tlohu funkee w, ®,, ®,, z nichZ prvni
jo diferencidlnfm invariantem a ostatni jsou diferencidlnimi semi-
invarianty.

Necht je ddna diferencidlni rovnice

Y + dagy” + bayy’ + day + ay = 0. (LY)
Poznamka 1,1. O kazdé linearni diferencidlni rovnici a tedy i o rovnici
- (1,1) budeme vZdy predpoklidat, Ze jeji koeficienty jsou spojitymi funkcemi

proménné x v jistém intervalu {a, by = J, p¥i ¢emZ v ptipad8 b = oo je inter-
val J zprava otevieny.

G. SANSONE, viz [8], odvozuje za predpokladu, ze funkce ay, a, jsou v J spo-
jité, typicky tvar rovnice (1,1)

[Py — [0yl — QY +dy=0, (1,2)
kde
By =¥ P9 = _288,, Q= —28,I, B = ayd,,
S = 3“2 - a.; - 2a§ )

I=4a:+6asa;—6aaa’2+a;—'3a;+2a’13 (173)
kterého pouZivéa pii studiu n8kterych oscila¥nich a asymptotickych vlastnosti.
Poznédmka 1,2. Funkee (1,3) je Halphentiv invariant diferencidlni rovnice

(1,1), viz HarpaEN [2], Sansone 1. c.
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Poznamka 1,3. V této praci odvodime jiné tvary rovnice (1,1), jeZ nazveme
kanonickymi. Téchto tvart jsme pouzili v préaci [4] {[3]} ke studiu oscilaénich
{asymptotickych} vlastnosti diferencialni rovnice (1,1).

Poznamka 1,4. V celé této praci vylouéime ze svych tGvah trividlni feseni.

2
Iteraci homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého fidu
Liy] = 1'éoa,,g/(”) =90 (2,1)
obdrzime homogenni linedrni diferencidlni rovnici 2n-tého ¥adu
Lily] = LIZIyll = 3 a{Zly)o = 0. 2.2

Pozndmka 2,1. O koeficientech a, (» = 0, 1, ..., n) pfedpokliddme, Ze
maji v J spojité derivace, které se v rovnici (2,2) vyskytuji.

Plati tyto jednoduché pomocné véty:

Lemma 1. Ka#dé reSent rovnice (2,1) je FeSenim rovnice (2,2).

Lemma 2. Neckf Y(x) [n(z)] je FeSent rovnice (2,1) [L{y] = Y(z)]. Potom
7(x) je FeSent rovnice (2,2).

Pozndmka 2,2. Platnost pomocnych vét 1 a 2 se snadno rozii¥i na diferen-
cialni rovnici L*[y] = 0, k > 2 piirozené.

Definice 1. Iterovanou rovnici nazveme kazdou homogenni linedrni diferen-
cidlni rovnici n-tého ¥addu, kterd vznikne z-nisobnou iteraci homogenni li-
neérni diferencidlni rovnice prvniho fddu

Plyl = Ay + Ay =0, 4, +0. (2,3)
JestliZe y,(z) je YeSeni rovnice (2,3), pak podle pomocnych vét 1, 2 funkce
i-1
y,-(x)=y1(x).[f—1— dx] L i=12 .0, (2,4)
4,

ol f 0 [ 0]
[ 2o 3T )}

vyhovuji iterované rovnici n-tého ¥adu

Pry] = 0. (2,5)

Integraly (2,4) jsou linedrn& nezavislé. Nebot v opaéném pi¥ipadé by platila
pro viechna z e J identita

' 1 1 T NN
y](x)(c1+czle“ldx+ca[fzdx]‘f‘---‘l‘cn[fzdx] )-=0:
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kde aspofi jedno z &isel ¢, (v = 1, 2, ..., n) je rtizné od nuly. Aviak tato iden-
tita je nemoZna, nebot y,(z) je netrividlni integral rovnice (2,3) a wronskien
funkei, které se vyskytuji uvnité kulaté zdvorky, se rovna

AP 4 0,

3
- Predpoklidejme, Ze v rovnici (1,1) jsou koeficienty g, a; spojitymi funkeemi
v intervalu J.

Véta 1. Diferencidlni rovnice (1,1) vznikne iteract diferencidlni rovnice (2,3)s
kdyZ a jen kdyZz plati pro viechna x e J identity

I = 408 + 6a,a, — 6a,a, + as — 3ay + 2a, = 0, (3,1)

I, = 44af + 288aja; + 140a,a; + 84a,” + 200y -+ 12aja, — 3.2)

— 150a,a, + 12aia, — 81a2 — 45ay + 25a, = 0. ’

Dukaz této véty neni obtiZny, ale je pracny. Uvedeme pouze jeho hlavni
- mySlenky.
Je Pi(y) = Aly"" + AN64; + 44,) y” + ANTA? + 44,4, + 12414, +

+ 64,4, + 645) y” + A\(44, 4147 + ATA] + AP + 44774, +

+ 44,474, + 104,414, + 4474, + 64147 + 124, 4,4, + 447) y' +

+ (A A A + AJATAG + SATA Ay + 44 A 44, + 3ATAS +

+ 44i4,4; + ATAY + 64,454, + A7) y.
Dosadime-li do (3,1), (3,2)

4 4, W
+ 4 —— =
63 4,A1 da,,
LA AL 'A 2
‘412-}-4 1+1° ° 46 ;’LaA‘;:saz,
JAA A7 Ap A'ZA A4 AlA;
S il Wil ik b Tl i ok Ut
1 !  (3.3)
Al A'Ag ?AA{,_L A}
4_14__“3 A 1200 4A1_4a1,
A24, A4l AlAG ’Avo Ag
s A20+3 o tAiTa T3t
ADA AY A4y AS
+ 4 [ _0 _L_ 6 0<+0 “e =a,,
A3 4, A3 4 7 J

pak zjistime, Zze I = I, = 0. Je tedy podminka (3,1), (3,2) nutni.
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Necht naopak plati (3,1), (3,2). M4-li rovnice (1,1) vzniknout iteraci rovnice
(2,3), pak musi funkce 4,, 4, vyhovovat systému diferencidlnich rovnic (3,3).
Ukézeme, Ze pii splnéni nageho pfedpokladu existuje vZdy feSeni systému (3,3).

Z prvni rovnice (3,3) vychdzi

Ay =azA, — 34;. (3,4)

Dosadime-li (3,4) do druhé, tfeti a étvrté rovnice (3,3), obdrzime po tGpravé

diferencidlni rovnice

Al A2 12 -

-fi’“z%%:?(“g%-%_“z)a (3,5)
AV A4 AP A7 A\ 4 .
PR R S

(3,6)

A7 A”’A; 17T 7472 7 ;)2 27 A’* Ay
4, T4 Ttz a4 T2 ( A3 [ (
A4 g » 2 s
DB b 4] e ®
+ dayay + 3a,2 + ag’ — a,)] . :

System (3,3) mé feSeni tehdy, kdyZ diferencidlni rovnice (3,5), (3,6), (3,7)
maji spoleéné ¥eSeni. Tato otdzka souvisi s pojmem reducibility dlferencla]nlch
rovnic (3,6), (3,7) — viz KONIGSBERGER [5] —, takZe ndm staédi najit podminku,
kdy rovnice (3,5) je integrdlem diferencidlnich rovnic (3,6), (3,7). Tato pod-
minka je I = 0, I, = 0.

V pozndmkéch 3,1—3,4 ptedpoklddame, Ze rovnice (1,1) je iterované.

Pozndmka 3,1. Jestlize rovnice (1,1) vznikla iteraci (2,3), pak miZzeme

» psét jeji obecny integral ve tvaru

= flo fl el el o] oo

viz lemma 1, 2.

Poznamka 3,2. Necht u, je partikuldrni integral rovnice
w = §(a5 + az — ax)u, ' (3,9)

pak funkce u1 je 1ntegralem rovnice (3,5). Klademe-li v (3, 8) s ohledem na
(3,4) A, = uy, A, = au} — 3u,u,, dostdvame vzorec

iy 1\ 1 1 "
y(x) = ude™ dx[cl +f(02 + f(c3 + c4f@dz) %dx)u—%dx] . (3,10)

Poznadmka 3,3. Necht w; je partikuldrni integrdl rovnice

2,2 ’
2w’+w2=—%(a3+a3—az),
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pak funkce €% je integrilem rovnice (3,5). Klademe-li v (3,8) s ohledem
na (3,4) ’
Al — e[wldz , Ao — aaefw,dan _ %wle_[w,dm ,
obdrZime vzorec
y(x) = eH(wl-?ﬂ;)dx[cl o= f(cz s f(ca + C‘Je—fwldw dzx) o~ Jwnde dz) o~ wnde dz] .
Pozndmka 3,4. Necht u,, %, jsou nezavislé integrily rovnice (3,9). Podle
(3,10) jsou funkece :
uleIndz - gSp-tadn (3,11)
(g = wy)® €I (3,12)
Ye¥enimi diferencidlni rovnice (1,1). Z (3,12) vyplyvé, Ze i funkce
UWuge 1% | g yle I ' (3,13)
jsou Fefenimi diferencidlni rovnice (1,1). Funkece (3,11), (3,13) jsou lineidrné
nezavislé, nebot

’ W[u:’ ug, ’Ufiua; ulugl = 12W [uls '“fz]e =|= 0.

Necht je dédna diferencidlni rovnice
n

> (:’) ay® =0, m =3 piirozené, a, = 1. (4,1)

v=0
O koeficientech @, (v =0, 1, ..., — 1) pfedpoklddéme, %e maji v intervalu
J viechny derivace, které budeme potiebovat.

Je znadmo (viz Sansone [10], str. 81), e nejobecn¥jsi bodovs transformace,
* ktera prevadi rovnici (4,1) ¥4du n > 3 v rovnici téhoz typu, je tvaru

y=tx)w, (4,2)
&= §=). (4,3)

Oznaéme symbolem )
I(ay, ay, ..., @,_,) ‘ (4,4)

libovolnou funkei koeficientii rovnice (4,1) a jejich derivaci.

Pozniamka 4,1. Rikdme, Ze funkce (4,4) je absolutné, resp. relativné inva-
riantni vzhledem k transformaci (4,2), jestlize plati rovnice
| I(ag, @y, .oy @p_y) = I(Bgy by, - nvy bpy)

Tesp.
I(ay, @y, -..s @y_y) = f(x) I(by by «- -y byy) »

kde b; (1t =1,2,...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,12) a f(z) je n&jaka
funkce prom&nné z.
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Rikédme, %e funkce (4,4) je absolutn¥ resp. relativng invariantni vzhledem -
k transformaci (4,3), jestlize plati rovnice

I(“o’ Qs oney a’n-—l) = I(dm dl: sim &5 &n—l)
resp.
I(aO! Qs -2 a’n—l) = f(x) I(‘_‘o, 6’19 siwey dn—l) ’
kde a; 1 = 1,2, ...,n — 1) jsou koeficienty rovnice (4,14) a f(z) je né&jaks
funkce proménné x.

Nazveme funkei (4,4) prvnim [druhym] absolutnim semiinvariantem rovnice
(4,1), jestlize je absolutné invariantni vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) prvnim [druhym] relativnim semiinvariantem —
kratéeji semiinvariantem — rovnice (4,1), jestlize je relativné invariantni
vzhledem k transformaci (4,2) [(4,3)].

Nazveme funkeci (4,4) absolutnim invariantem [relativnim invariantem —
kratdeji invariantem] rovnice (4,1),jestlize je absolutné [relativné] invariantni
vzhledem k obéma transformacim (4,2), (4,3). '

Podle této definice je napi. funkece (4,4) invariantem rovnice (4,1), jestlize
vzhledem k jedné z transformaci (4,2), (4,3) je absolutng invariantni a
vzhledem k druhé je relativné invariantni.

Transformace ’
T~y =e 18y (4,5)

prevéadi (4,1) na polokanonicky tvar

2 [n
2 ('p) Au», 4,=1, 4,,= 0. . (4,6)
v=0

Koeficienty 4, (» =0, 1,...,n — 2) jsou prvnimi absolutnimi semiinva-
rianty rovnice (4,6), nebof plati nasledujici véta:

Jestlize pousijeme v rovnics (4,1) transformace (4,2) a transformovanou rovnici
prevedeme pomocs transformace T ~ h(z)v na polokanowicky tvar

n

z (":) va(y) =0, Bn =1, Bn—l =0, (4:7)

v=0
pak
A,=B,, »=1,2,...n—2. (4,8)
Viz Sansone [10], str. 81.
Poznimka 4,2. Pismenem T budeme zﬁaéit ka%dou transformaci tvaru

(4,2) ktera pievadi danou linedrni diferencidlni rovnici na polokanonicky tvar.
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Poznimka 4,3. Mezi koeficienty rovnic (4,1), (4,6) plati vztahy:

Apy=0p— d:—1 — 1, (4,9)

A, g =0, 3 — 30, 10y + 207 ; — Gpoy > (4,10)
Apy=Cp g — 40, 10, 5 — 6arls—1an—2 + 603 18,y — 305y + ('4 11)
+ 6240y + 342, — @, . ’

Lemma 3. JestliZe funkce (4,4) je absolutné invariantni vzhledem k tramsfor-

maci T, pak je také absolutné invarianini vzhledem k libovolné tramsformaci
tvaru (4,2).

Dtukaz. Jestlize pouzijeme v (4,1) transformace (4,2), obdrZzime rovnici

n

> (’:) bu» =0, b,=1, _ (4,12)

v=0

kterou mtizeme pomoci transformace
T~u=e 18y
pievést na (4,7). Vzhledem k piedpokladu a (4,8) plati
T{Bgs By o5 bpz) == J(Byy By, vey Bra) = LAy Ays v ooy Agg) =

= I(ay, @1y vy By_y) -

Poznadmka 4,4. Mezi koeficienty rovnic (4,12), (4,1) plati vztahy
1 n—yp n—y .
b’ = aim z % Qe t(n—r-k) , V= ]., 2, ey M. (4313)
t =0

Transformaci (4,3) prejde (4,1) v rovnici

g < [n) _ d - @, _
SMaf acs acn e
kde
_ n—y Kn_'- -
(7:) (E')n Ay = ‘_20 (7;.) Qp—; 'T" n VE 0: 1: 2; ey N (4515)

Pomoci znamych hodnot
Km,m = m!(f')m > Km,l =&m™, m=1,2,...,

(5——":1"_;)‘! = (1:?) (=2 + 3 (T) (EPEm, m=4,5,...
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jsou vyéisleny v Sansonové knize [10], str. 84 koeficienty

] ) e :. :
Up—y = ? [n 9 i—l + a’n—l] ) (4:16)

1 Lo &  n—28&  (n—2)@n—3) (&Y

Qpey = (S')z [a"n"‘l — (n 2) Ap—y EI + 3 5/ + —_4:—'- (S&I) ] G
S (4,17)

Jestlize vypodteme jesté

Km.m-— " -— 14
e = s e Sl s

obdrzime podle (4,15)

i L [n—36" (n—3)(n—4) ¢ (n—3)n—4n— 5)( ")“
an—a - (61)3{ 4 EI + 2 (51)2 + 8 5/ +
" n\2 "
tan]o-95+in—9n—9 (5)] s 50— 3 F +a,._3}
(4,18)
Jestlize
= .g(— 1)t (n N ) o'y, »=0,1,..,n—1, (4,19)
pak rovnice
o [n
je adjungovand s rovnici (4,1).
5
Véta 2. Funkce
I = I(an—b an-z: a’n—a) = 4’“:—1 + 6a’n—1a‘rlt—1 S 6a’n—1an—-2 + (5,1)

+ a;:—l = 3“:;—2 + 2a,_4
je invariantem rovnice (4,1) a md tyto vlastnosti:

1. I(bn—l’ bn—z, bn—a) = I(a'n—l: a2, an—s) s

- - - dz\®
2' I(an-—p a’n—2’ an—s) e (df) I(an—p 'm—23 n-—3) 3
3. I(D‘n—l’ Kp—gs Kp—, 3) - I(a’n—l’ n—2y @ —3)

Dikaz je velmi snadny a spodivd v podstaté ve verifikaci vlastnosti
1, 2, 3, kterou zde vzhledem:k jeji zdlouhavosti nebudeme providét. Po-

209



znamenejme pouze, ¥e k verifikaci vlastnosti 1 miZeme pouzit lemmy 3 a
vzored (4,9), (4,10), k verifikaci vlastnosti 2 vzoreil (4,16), (4,17), (4,18),
k verifikaci vlastnosti 3 vztahu (4,19).

Poznimka 5,1. Podle vlastnosti 3 soudime, Ze

I(a'n—ls Ap—9; an—s) =0 (5s2)
je nutnou podminkou pro to, aby rovnice (4,1) byla samoadjungovand. Jestlize
n = 3, 4, pak podminka (5,2) je i postadujici.

Poznimka 5,2. Pro n = 3, 4 jsou vlastnosti funkee (5,1) v literatuie zni-
mé. Pro n = 3 je funkce (5,1) nazyvdna Laguerrovym invariantem — viz
na p¥. Sansone [9], Laguerre [6] —, pron = 4 obdrZime Halpheniyv invariant —
viz (1,3).

Véta 3. Funkce I, = Iy(as, ay, 0y, a) — Viz (3,2) — je druhym semirnvarian-
tem rovnice (1,1) a md tyto vlastnosti:

/ 4
1. I2(d3, dz, dl’ do) == (‘az) Iz(aa, az, al, ao) »

tl
2. Iy(bg, by, by, by) = 50 7 I(ay, ay, a;) + Iy(as, ay, ay, a,) ,

3. Iz(“as Oy Ky, 0‘0) = Iz(“a: @y, a’ls ao) - 501/(“3: Ao, al)'

Dikaz lze snadno provést verifikaci. Je
I (A4, Ay, Ay, A)) = — 156as — 12a3a; + 90a,0; + 84ay® + 20a; -+
4+ 812a3a, + 12050, — 100a,0, — 8la’ — 45a; + 25a, = (5,3)
= I,(ay, @y, @y, @) = I, .
Srovname-li funkee (3,2) a (5,3), tj. I, a I,, snadno podle lemmy 3 dojdeme
k zdvéru, Ze funkce I,(as, ay, ay, @) je prontm absolutnim semiinvariantem rov-
nice (1,1). Funkee I, I;, I, pro n = 4 jsou vazdny vztahem
Iy(as, ay, @y, ay) = 50asl(as, ay, a;) + I;(as, a,, a4, @) ,

odkud (vzhledem k vlastnostem funkei I, I,) odvodime, Ze

5”

F I(a,, a,, a;)] :
PiSeme-li v (5,3) ay_y, @y, @4, @,_, misto a,, @y, a,, a,, miZeme se opdt

verifikaci presvédéit [pomoct lemmy 3 a vzorct (4,9), (4,10), (4,11)], %e funkee

L(an_y, Wpg, Gp_g, @y_y) e pronim absolutnim semiinvariantem rovnice (4,1) pro
'n =4a mé tyto vlastnosti:

dx 4
1,(@s, @y, a,, G,) = (d'_é) [Il(as, @y, @y, Gy) — 75

1. Il(bn—ls bn—z: bn—aa bn—d.) = Il(a’n—la Ay —g; O3, au—A) ’

2. Il(‘xn—la K25 On—gs Kn—g) s Il(a'n—p Ay g, Ay, 3, aﬂ;l) - 501’(“11—19 @y —g5 “n-s) .
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6

PouZijeme vlastnosti funkef I, I), I, k odvozeni dvou kanonickych tvari
homogenni linedrni diferencidlni rovnice &tvrtého ¥4du.

Nechf v rovnici
Y™ + 4a,Y" + 6ayY" + 40, Y’ + a,Y = 0 (6,1)

jsou funkee ay, a, spojité v intervalu J a necht I, I,, I, jsou funkce koeficientit
rovnice (6,1), definované vzorei (5,1), (5,3), (3,2).

Transformaci 7' ~ Y = ™%y mizeme (6,1) pfevést na tvar
Y+ 6Ay" + 44y + Ay =0, (6,2)
kde Ay = ay — a3 — a5, 44, = 64; + 2I, A, = 2143 + 34, + 7%,
Zavedenim novyoch oznadeni
A=34,, =20, o, =2}l (6,3)
obdrzime prvni kanonicky tvar rovnice (6,1) |
Y7+ 104y" 4+ (104 + 0)y + [BBA + A" + 0]y =0,  (6,4)
kde vzhledem k predpokladu jsou funkee 4, w, w, spojité v intervalu J.
V ptipadé @ = 0 pro viechna z ¢ J je ‘
y"" + (104y)" + [3(34* + 4") + w,]y = 0 (6,5)
samoadjungovand rovnice.
Rovnice
Y + (104y') + 334 + A"y = 0 (6,6)

je podle véty 1 iterovanou rovniei a podle poznimky 3,4 tvolf jeji fundamen-
talni systém funkee u®, u*v, uv?, v3, jestlie u, v jsou linedrné nezdvisld YeSeni
diferencidlnf rovnice

w4 Au = 0. (6,7)

Jestlize pouZijeme v (6,2) postupnd transformaci y = tv, § = £(x), dosta-
neme rovniei

déy dsy d* dv :

@-¥4Pa@+6pa@+4pla-§+poy=o, (6,8)
3 ” I 1 tléll . 25”/ 5,,

kde py = E[{&— ] p,=5,2[ +A2+2t5,+35,+ (5)]
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