#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Article
Jahr: 1958
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?31311157X_0083 | log80

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

éasopis pro péstoviani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

*

POZNAMKA K CHARAKTERISTICKE VLASTNOSTI
LAPLACEOVA OBRAZU FUNKCE A K PREVRACENI
JISTYCH PODMNOZIN LAPLACEOVYCH OBRAZU
DISTRIBUCT V HILBERTOVY PROSTORY

JINDRICH NECAS, Praha DT:517.63
(Doslo dne 25. inora 1957) ’

V tomto pojedndni je definovéna Laplaceova transformace jisté
t¥idy distribuci, v niZ jsou zahrnuty laplaceovsky transformovatelné
funkeé. Je podéna nutnd a postadujici podminka pro to, aby dany
obraz byl obrazem funkce. MnoZina Laplaceovych obrazi distribuci-

==} Lol
se d4 psit jako > > Hy, kde Hy, jsou Hilbertovy prostory.
E=0 1=0 :

1. Zakladni definice a vztahy

Nejdiive poddme definici distribuce ¥ddu nejvyse k = 0, 1, 2, ..., rastu
nejvyse [ =0, 1, 2, .... Ostatni b&Zné definice z teorie Laplaceovy transformace,

pokud je neuvedeme, jsou obSa,ieny v knize G. DoETsCHE [1] v tom zndni,
jak jich budeme uZivat.

Definice 1. MnoZina D se sklddd z funkci @, defmo'va,nych v B,, nekoneinékrdt
derwvovatelnijch, rovnijch nule vné koneéného intervalu.

Definice 2. MnoZina hy; se sklddd z funkciondli‘t h, definovangch na D (distri-
buct), které maji tyto viastnosti: h je v hy,, jestliZe existuje funkce definovand
v 0, c0), absolutné spojitd v kazdém koneéném intervalu z {0, o) a takovd, Ze

[f#)] = Mev (M je konstanta), f(0) = 0, [ |f(£)[2 e~ dt < o0, h(p) = (— 1)*+1.
© 0

- [ 1(t) () dt. :

1]
Dokazeme nyni tuto jednoduchou vétu:

Vé&ta 1. Bud hehy,; a hehy,. Pledpoklddejme, %e ki < k,. Bud f,(t) resp.
fo(t) funkce uréujic dzstmbucz h podle defmwe 2. Potom f{17%2(t) = f,(t). Zde

) = L), f776) = f/‘1(8)<ls A7) = ff‘ 1)(8)6:9 atd.
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Dikaz. h(p) = (— 1)’“1“}0 f1(8) (2) de, A(g) = (— 1)+t fm fa®) g2 D(F) - 2.
Integrujeme-li v prvém irftegrélu per partes, dostaneme: 0h(cp) = (—1)ktl,
. }o fE=Ea)(t) @k 1)(¢) df, a tedy fw [f1®1—*2)(f) — fo(t)] p*2+1(t) dt = O pro @ e D. Po-
lc(:ime f@&) = fE"D @) — fo(t); f(ot) je spojité v €0, oo), f(0) = 0. Pf¥edpoklddejme,
Ze pro néjaké t; > 0 je f(t;) + 0. Najdéme ¥ ¢ D takovou, Ze oj'o f@) ¥(t) dt > 0.

Takové funkce vidy existuje. Snadno se dé ukazat, Ze existuje funkce X (¢) e D
takové, Ze pro t = 0 je X(*a*1)(f) = W(¢). Vskutku, poloZzme

W) = [ [FE) — P+ A dt,

kde A4, je tak veliké, %e ¥(¢) = 0, je-li { non € {(— }4,, 34,>. JestliZe jiz bu-
deme mit zkonstruovdnu funkei ¥, (t), potom

W) = [ [0 — Piltt+ 4] &,

kde A4, je tak veliké, Ze Wi(f) =0, je-li tnone<d— }4,;, 34,)>. Ziejms
¥ri(t) €D a ,‘c’;’:ll)(t) = ¥(¢). To vede oviem ke sporu

Definice 3. Funkce h(t) definovand skoro véude v <0, 00) se nazyvd laplaceov-
sky transformovatelnd nebo origindlem, jestlize plati:

1. v ka#dém koneéném intervalu 0 < a < b < oo je integrabilni podle Le-
besguea, '

A .
2. existuje komplexni &islo p tak, Ze im [ e~?*h(t) d¢ je komelné &islo. Lapla-

A—>xo 0
ceovym obrazem fumkce h(t) nazyvime potom H(p) = [e?%h(t) dt. MnoZinu
(1}
laplaceovsky transformovatelnyjch funkci budeme znalit m.

Definice 4. Laplaceiv obraz H(p) distribuce he by, je H(p) = p*+* [ e~?(t) dt
0
a je definovdn pro p, pro néZ Re p > 1.

Poznamenejme nejd¥ive, Ze obraz distribuce nezavisi na funkei f definujici ji
jako funkciondl v D. To plyne snadno z v&ty 1 a znamého faktu, Ze Laplacetiv

i
obraz funkce [ f(s) ds je Fj(op ) , kde f(s) je original a F(p) je jeho-obraz.
P :

UkaZme nyni, 76 mnoZina vSech origindli ve smyslu definice 3 je alge-
braicky isomorfni s mnoZinou vSech distribuci ¥ddu nula a ristu I = 0. To
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=}
umo?ni psit m = > hy,. Navic ukaZme, e definice 4 je zobecnénim definice 3.
1=0

Na tyto otazky odi)ovidé
véta 2. Funkce h patii do m a integrdl f e~?th(t).dt konverguje pro Re p > o =
0 "

= 0 tehdy a jenom tehdy, existuje-li funkce hi(t) definovand v {0, o), absolutné

spojitd v kaZdém kometném intervalu z {0, ©) a pro niz plati: h,(0) =0,

[hy(t)| < M(z) €, kde M(7) zdvisi pouze na v a7t > o =0. Plitom hy(t) =
= h(t). Je-li h e m, potom H(p) = pH,(p).

L] i
Dukaz. Nutnost. Polozme k,(t) = [ A(u) du. Bud z > o. Je hy(t) = [ h(u) du=
(1} ’ 0

t u t u
= [ h(u) e2uex du = e [ h(s) e==* ds]; — = [([ h(s) e=2* ds) e** du. Vzhledem
o 0 00
k tomu, Ze lim [ A(s) e=** ds je kone¥né &islo, dostavime

yt)] = M(x) e=* . (1) -

Postatitelnost. Bud h(t) = hy(t) a k,(t) necht spliuje predpoklady véty 1.
Bud Re p > 6. Zvolme ¢ < z < Re p.

4 4
[h(E) e?t di = hy(A) e™®* 4 p [ hy(t) et dt .
0 0

Protoze |k (A4)| < M(x) ™, dostévame odtud, Ze integral [ h(t) e~*t df konver-
0
guje pro Re p > ¢ a navic H(p) = pH,(p). Tim je diikaz v&ty 2 hotov.
Jestlize tedy funkei % e m pfifadime distribuci
ot ' )
h(p) = _of (Jh('s) ds) ¢’(¢) dt Elzohoz

a naopak distribuci z > Ay, h(p) = — [ /(t) ¢/(t) & ptifadime funkei f'(:),
10 1}

dostdvdme vySe zminény algebraicky isomorfismus. Z v&ty 2 bezprostiedné
plyne, ze definice 4 je zobecn&nim definice 3. )

2. Zavedeni prostort H_,;
Definice 5. h_,; je mnoZina funket h(t) absoluiné spojitych v kaidém koneéném
intervalu z {0, o), pro kieré ddle plati h(0) = 0, [h(t)| = Me®, [ |h(t)] e24 df <
0
< 0. H_y; je mnozina Laplaceovijch obrazi, funkct z h_y,.
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H_,; je zfejmé& linedrni prostor. P¥i zavedeni skaldrniho soudinu v H_,; a
doplnéni na tplny prostor se budeme opirat o zndmou vétu z teorie Laplaceovy
transformace.

Véta 3. Podminka

sup fw [F(o + tr)pdr < ' (2

o>y — @
je nutnd a stati k tomu, aby funkce F(p), reguldrni v poloroviné Re p > v, byla
Laplaceovym obrazem funkce f(t), pro kterow plati [ |[f(£)P e dt < 0. Je-li
0

podminka (2) splnéna, potom

sup fw[F(a —i— )2 dr = f{F(y A 7;-,)[2 dr = 2”flf(t)[2 =27t df . (3)

F(y + it) je funkce, pro ni

f [Py + it)Pdr < o0, lim fw]F(o‘ +it) — F(y + t)Pdr = 0.
0'>'3’ -

Tato limita funkct F(o + it) v uvedeném smyslu vidy existuje.

Duakaz viz [1], str. 422.

o>l -

Jestlize heh_y;, potom [ |h(f)[2 et df < oo, a tedy sup - [ [H(o 4 17)[? dr << 0.
0

Zavedme skalarni souéin a normu v linedrnim prostoru H_,; takto:
Definice 6. Je-li F(p) a G(p) v H_,;, potom skaldrni soutin funkci F(p) a
G(p) je (F, @)= [ F(l + it) Gl + ir) dv. Normu pro funkci F(p) definujeme

takto: |F| = [ [|F(l + )2 dz]*.

Zavedme nyni do nafich divah mnozZiny funkei P, I =0,1, ..., s témito
vlastnostmi: ’

Definice 7. Bud P, (I = 0, 1, ...) mnoZina funkct F(p), pro niZ plati:

1. F(p) je reguldrni v poloroviné Re p > I, -

2. sup [ |F(o + 7))Pdr < oo.
o>l -~

V P, definujeme skaldrni souéin funkci F(p) a G(p) rovnict

(F, G) = fw F(l + i) G + ir) dz .
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Z véty 3 plyne téméf bezprostiedns:

Véta 4. P, je Hilbertiw prostor a P, = H_,;.

Diikaz. Jde v podstat o to, dokédzat, Ze a) P, je tiplny, b) |[F| = 0= F = 0.

Dikaz platnosti ostatnich axiomt Hilbertova prostoru je zcela jednoduchy.

a) Bud tedy F, cauchyovské posloupnost funkei z P;. Z tuplnosti prostoru
L,(0, o) plyne existence f(t) takové, Ze

Hin of Falt) — fO)P e dt = 0 .

n—-co

F(p) viak lezi v P; a je opét podle (3) nutné

lim f]F,,(l +it) — F(l 4+ 47)[Pdr = 0.

n—0 - oo

b) Necht tedy |F| = 0. Podle (3) viak [ |F(c + i7)[> dz = 0 pro ¢ > [, coZ
vzhledem k regulirnosti F(p) mé za nisledek, e F(p) = 0. Rovnost P, =
= H,; plyne bezprostiednd z (3).

V dal§im budeme pottebovat nisledujici vétu z teorie Laplaceovy trans- -
formace:

o

| — : 1 ]
Véta 5. Nechi F e H_,;. Potom pro o >1 je f(t) = et lLim 5 fe“* .

. F(o + i7) dz, cof znamend

0 @
lim [ |f @) e 4t [1f) — fu@P e di = 0.
Zida Hadane .08 = -2-1; f ¢ P (o + it) dv .

-

Dikaz viz [1], str. 423.
Uvedme nyni charakteristiku t&ch F(p), které jsou v H_;;.

Véta 6. Necht F « H_,,. Nutnd a postalujici podninka pro to, aby F € H_y;, je:

T+ico

: —_ : 5 ; ?
1. imtegrdl i f F(p) er* dp je nezdvisly na x (zde se integruje po pFimce

Re p = x> 1 ve smyslu hlavni hodnoty),
Z+7c0
1
2. @) = e f F(p) e™?t dp je absolutné spojitd funkce v kaZdém omeze-

z—iwm

ném intervalu z <0, o0), ¢(0) = 0,
3. |g(t)| = Me', kde M je néjakd konstanta.
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Dikaz. Nutnost.Je-li F e H_,;, potom [ [f(t)| e~ df < oo pro z > I, jak ply-
0

ne z odhadu [f(¢)] < Me'. Ze zndmé véty o inversnim integrdlu (viz [1],
str. 212) plynou podminky 1, 2, 3.
Postacitelnost. Necht plati podminky 1, 2, 3. Podle véty 5 je

[ -

1
— pot ] 3 — izt )
(&) = e lml_)f!ol o e#F(g + i7) dv.
Z mnoziny funkei f,(t) vybereme posloupnost konvergujici skoro viude k f(t).
Tato limita se vSak vzhledem k podmince 1 véty 6 skoro viude rovné ¢(t). Tim
je dikaz proveden.

Z konvergence v prostoru H_;; plynou nékteré témé&f samoziejmé vysledky.
Véta7. Necht F, jev H_;; a F,— 0 v prostoru H_;;. Potom na kaZdé omezené
oblasti Q, jejt¥ uzdvér le#i mapravo od primky Re p =1, F? — 0 stejnomérné
bodové (k= 0, 1,2, ..., F® jsou derivace).
Dukaz plyne bezprostiednd z faktu, Ze existuje obdélnik £, jenZ leii
napravo od pHmky Re p = [ a ptitom 2’ > Q. Ziejms plati [|F.(p)]2dR2— o0,
ar

coZ je podminka postadujici pro platnost nasi véty. (Viz [3], str. 431.)

3. UiZiti prostora H_,,

Hilberttiv prostor H_;; ndm mi%e prokizat velmi platné sluzby pii dikaze
existence a unicity YeSeni parcidlnich diferencialnich rovnic. UkdZ%eme to na
jednoduchém, ale typickém piikladé:

Hiedejme rozdélent teploty v koneéné ty&i délky 2, je-li poldtecni teplota rovna
nule a jsou-li oba jeji konce udrioviny na konstantni teploté 1.

Na feseni budeme klést tyto podminky:

1. u(t, z), %? (¢, z), %—; (¢, x), Oa%' (¢, ) jsou spojité funkce v oblasti 2
O<t<oo, —1<z<]),

2
e
hodnoté < M(e)etprot >0a —1 +e=2x=1—¢,

3. u(t, z) je spojité prodluZitelnd k nule, kdyzi—> 0a — 1 <z <1,

2. existuje M tak, Ze u(t, x), OE_’L: (t, ), %% ¢, x) ((, ) jsou v absolutni

4. lim [[1 — u(t,z)]e?*dt =0, : (4)
2—>41 0
%u  ou e
A '872- = B_t uvnitr .Q



Jestlize budeme postupovat obvyklym zpisobem (viz napt. [4]), potom pro
obraz U(p, ) = [wu(f, z) e-?* dt definovany pro Rep > 1 dostaneme oby-

: p ‘
dejnou diferencidlni rovnici

ﬂ% —pU(p2)=0. (8)

Jeji obecné Fefeni je

U(p, ) = A(p) ch Vp x -+ B(p) sh Vpx

@

Z podminky lim sup f

z—+1 o>1

2
U(o + it, ) — dr = 0, kterd.je ekvi-

1
6 + it
valentni podmince (4), a z véty 7 plyne, %e pro Rep >1 je A(p)ch VEJ_ +
+ B(p) sh Vp_ —;— Odtud plyne, Ze Ap = £ B(p) = 0. Je tedy

P hl/”’
Ulp, z) = l‘inlpfx (7)
: P ch Vp
Jestlize U(p, z) je obrazem s poZadovanymi vlastnostmi, potom
o+1im0 ’
ult, ©) = )—1— f 3 Memdp. (8)
=TT e P ch Vp

Tento integral bereme ve smyslu hlavni hodnoty (o > 1). Funkce u(t, ) de-
finované v (8) nyni spliiuje zfejmé vlastnost, 1, a vzhledem k tomu, Ze plati
ch V'p x
ch Vp
u(t, ) je 7. Protoze u(t, ) je spojité prodluzitelnd pro ¢ — 0, musi toto spojité
prodlouZeni byt rovno nule, jak plyne z rovnice (6). Tim jsme dokézali existenci
feSeni. Unicitu ve t¥idé funkei splnu]mlch podminky 1, 2, 3, 4, 5 bychom
dokézali Gplné stejnym zpisobem.

Iz
< Me~ 3 V-kD dostavdme 2. Déle plati z¥ejms 4 a 5. Obraz

4. VySetFovani prostort H,,

Nyni budeme vySetfovat linedrni prostor H; a obecné linedrni prostory Hy;.

Definice 8. H,, je mnofina Laplaceovych obrazé distribuct z by, (k = 0, 1, 2, .
1=0,1,2,...). Jeli F(p) a G(p) v Hy,;, potom definujeme skaldrnt soulin

rovnosts
-}

[ P+ @It
(¥, &) = f (I 4 9r)*+1 (I — ag)*t? o

—
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Zcela analogicky, jako jsme to uginili v oddile 3, se d4 ukazat, %e H,, je Hil-
bertiv prostor se skaldrnim soudinem zavedeném v definici 8.

‘Snadno se té% nahlédne, e H,, se sklad4 ze v8ech funkei s vlastnosti

Fo + i) [? _ |
w [ o i
F(p) je regularni v poloroving Re p > 1. (10)

Zobrazme nyni prostor H_y; na H,, takto: Prvku F ¢ H_,, piitadime p**1F(p) e
€ H,,. Toto zobrazeni je isometricky isomorfni. Symbolicky piseme: Z(F) =
= pFriF,

Zabjvejme se nyni prostory Hy,. Z konstrukee je z¥ejmé, % mno¥ina Hy, je
hustd v H,;. (Je snadné ukéizat, e H,, je hustd v Hy,, kde £k = 0,1, 2,....)
Jest Hy, + H,. To plyne ze zfejmého faktu, Ze H_,, + H_,,. Napiiklad
v Hy, lezi 1, coz odpovidé distribuci, kterd je prvkem h,, -a k ni% piisluini
absolutné spojitd funkce je f(f) = ¢. Tato distribuce se nazyvid Diracova
funkee dy(t). Jak jsou tedy charakterisovdny ty obrazy, jejich# originily jsou
z hy, a tedy funkce?

Véta 8. Nuind a postadujict podminka, aby F e Hy, je, aby

O. F € EOZ’

. ,, 1 F(p) . P ) : : g
1. integrdl i = e?t dp byl nezdvisly na x (zde se integruje po primce
&-i

Re p = 2 > 1 ve smyslu hlavni hodnoty),

x+iw

f FLPP) e?* dp byla absolutné spojitd funkce v kazdém koneéném
wntervalu z <0, ), ¢(0) = 0,
3. |p)| = Me*, kde M je néjakd konstanta.

1

% (p(t) 12:’1:1«

Dukaz. Nutnost. Je-li F € H,, potom F;p) € H_;, a tedy podle véty 6 plati
podminky 1, 2, 3.

Postaditelnost. Plati-li podminky 0, 1, 2, 3, potom podle v&ty 6 plati, Ze
F(p)

P

eH_,,, atedy F(p) e

Jiz d¥ive bylo poznamendno, Ze m = Z hy. Véta 8 dava tedy tdplnou cha-
rakteristiku Laplaceovych obrazi funkcl Chara.k‘benstlku La,pla.ceovych ob-
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razi podal R1cARDO SaN Juan Lrosa v [5]. Nafe charakteristika se lisi od jeho
hlavné proto, Ze vychodiskem pro diitkaz véty 6 byla véta 3.

Parafrazi véty 8 pro prostory H,, je véta nisledujici:

Véta 9. Nuind a postadujict podminka k tomu aby FeH,,, k=0,1,2,.
je, aby

0. F € Elcl’

X+ ic0

1 . - - v
1. integrdl 5ot f I;g))l e?t dp byl nezdvisly ma x (integruje se po primce

Re p = « > | ve smyslu hlavni hodnoty)
2+100
2. mtegra,l Fz:,(cf) ertdp byla absolutné spojitd funkce v kazdém ko-

neéném intervalu z <O,oo), @(0) = 0,
3. |p(t)| = Me't, kde M je néjakd konstanta.

Poznamenejme, ¥e konvergenci v prostoru H,, odpovidé v prostoru origi-

F(p)

—21t
p"“ s vahou e—2!.

nald konvergence v priméru originild puslusnych k —

To znamena, Ze
F,—>F= [e2t|g,(t) —gt)zdt—0.
: 0

Funkce g(t) nazveme (k + 1)-krat integrované distribuce.
Definice 9. Je-li distribuce b dand funkciondlem podle definice 2, tedy

ko) = (— 1) "“ff ¢ d

potom g(t) = f'(t) je k-krdt integrovand distribuce h.

Hilbertovy prostory H,, mohou byt zikladnou prd dikaz existence a
unicity FeSeni nékterych parcidlnich diferencidlnich rovnic. Tak ptiklad uve-
deny v oddile 3 mZeme pozménit tak, Ze misto teploty 1 na koncich tyde
budeme uvazZovat teplotu rovnou Diracové funkei §,(), tedy distribuci. Pod-
minky 1, 2, 3 a 5 ptikladu zlstanou nezménény, pouze podminka 4 bude:

lim fe-"‘{l — fu('t z)dzPdi = 0.
z—>+1 0

p.z;

—Vp-.

Obraz jediného FeSeni v tomto piipadé _]e —
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