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ZUR THEORIE DER GRAPHEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingelangt am 25. VIII. 1956)

Die Theorie der Graphen, die in der Monographie von D. KoON1a
[5] enthalten ist, ist mit den modernen algebraischen Theorien nicht
gleichwertig. Ihre Reichhaltigkeit ist durch die Mannigfaltigkeit
der untersuchten Eigenschaften der Graphen bewirkt. Die Definition
des Graphen als einer Menge, auf der eine binére Relation definiert ist
(siehe z. B. R. D. Luce: Networks satisfying minimality conditions,
Amer. Jour. Math. 75 (1953), 825—838 oder P. TuriAx [12], O. OrE
[10] u. a.), ermoglicht auf einfache und natiirliche Weise nicht nur
die bekannten Grundbegriffe der Graphentheorie (Teilgraph, Isomor-
phismus, Summe und Zusammenhang), aber auch die tibriggebliebe-
nen Grundbegriffe einer algebraischen Theorie (Homomorphismus,
Einfachheit, direktes Produkt, Faktorgraph u. a.) einzufiithren. Da-
durch wird die Theorie der Graphen in die modernen algebraischen
Theorien eingereiht. Z. B. die Theorie der nichtgerichteten Graphen
wird als eine beigeordnete Theorie den Theorien der verschiedenartig
geordneten Mengen gleichgestellt. Die erste kann als die Theorie der
Mengen mit symmetrischer und die anderen als die Theorien der
Mengen mit transitiven Relationen betrachtet werden. Alle diese
Theorien sind der Theorie der (allgemeinen) Graphen untergeordnet,
die sich in einigen Punkten (Einfachheit, direktes Produkt) von der
Theorie der Relationen unterscheidet, wie diese in der mathemarti-
schen Logik gebildet wurde (siehe A. MosTowskl [6] bzw. A.
Tarski [11]).

In folgenden Abschnitten werden algebraische Grundbegriffe der

(allgemeinen) Graphentheorie (analogisch z. B. zur Gruppentheorie)
eingefiihrt. Zwischen diesen Grundbegriffen werden einige Bezie-
hungen abgeleitet. Durch Spezialisierung der Graphenbedingungen
entstehen einige neue Grundbegriffe (Homomorphismus, Einfach-
heit u. a.) und S&tze der Theorie der quasi- bzw. auch der teilweise-
geordneten Mengen und der anderen #hnlichen Gebilde (vgl. G.
Brrrmorr [1], M. RicEarRDSON [8], R. D. LUuck u. a.).
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Einleitung

Die zahlreichen Fragen iiber Graphen, Konfigurationen, endliche Geometrien,
iiber die Mengen mit spezieller Relation und die verschiedenartigen Fragen
kombinatorischen Charakters, die heute in gewissem Masse getrennt unter-
sucht werden, lassen sich mindestens in den Hauptrichtungen mit Hilfe der
algebraischen Methoden beschreiben und durch die Theorie der Mengen mit
einer bindren Relation vereinigen.

Die wichtigsten der bekannten Eigenschaften der binéren Relation sind die
Reflexivitit, die Symmetrie und die Transitivitit, die wir mit den Anfangs-
buchstaben R-, S- und T- bezeichnen werden. Von diesen Eigenschaften sind
durch verschiedenartige Abidnderungen weitere Eigenschaften der Relationen
gebildet worden, z. B. die Areflexivitit — aR (siehe auch die Irreflexivitét
bei M. RICHARDSON [9]), Antisymmetrie — antiS, Asymmetrie — a$ (siche M.
Richardson [8]) und andere (siche G. BIRKEOFF [1]). Am hiufigsten studiert
wurden die Mengen mit RT-Relationen, etwa noch mit weiteren Eigenschaften,
denen auch die Monographie von G. Birkhoff [1] gewidmet ist. Fiir das Studium
der nichtgerichteten Graphen, der Konfigurationen und der verschieden-
artigen Fragen der kombinatorischen Geometrie und Topologie sind die S-Re-
lationen wichtig. Vor allem ist die Inzidenz eine S-Relation, die in der Geo-
metrie, entweder als RS-Relation (siehe S. GorN: On incidence geometry, Bull.
Amer. Math. Soc. 46 (1940)), oder als aRS-Relation (siehe D. HILBERT: Grund-
lagen der Geometrie, 7. Aufl.) auftreten kann. Von speziellen Gesichtspunkten
aus wurden auch allgemeinere Relationen, bzw. Mengen mit diesen Relationen
untersucht (siehe z. B. die Disjunktion und die Polaritit bei G. Birkhoff [1],
allgemeine aR-Relation bei M. Richardson [9] bzw. schon bei J. v. NEUMANN-
O.MomeENSTERN: Theory of games and economic behavior, allgemeine R-Relation
bei M. M. Day: Arithmetic of ordered systems, Trans. Amer. Math. Soc. 58
(1945), 1—43 und hauptsichlich die ,,gerichteten‘* Graphen bei O. OrE [10]).

Zum Unterschied von der Theorie der Relationen der mathematischen Logik
interessieren uns die Beschreibung, die Eigenschaften und die Beziehungen
~ zwischen den Mengen selbst (auf denen eine binire Relation definiert ist),
obwohl der Zusammenhang zwischen der Theorie der Mengen mit Relation und
Theorie der Relationen (mit ihren Feldern) selbst natiirlich sehr eng sein
muss. Den Begriff der Relation halten wir hier fiir keinen Grundbegriff.

Eine binidre Relation g, die auf der Menge F + ¢ definiert ist, ist eine Teil-
menge des kartesischen Produktes F X F,also o c F X F.Dan kann man iiber
die charakteristische Funktion f der Relation ¢ (beziiglich F X F) sprechen.
Be gilt also (z,y)ep<>zoy<flz,y] = 1. Weiter werden wir diese
bequemere und mehr iibersichtlichere Funktionausdrucksweise zur Be-
schreibung der Relation auf der gegebenen Menge beniitzen. Wir wollen
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auch nicht zwischen der charakteristischen Funktion einer Relation und der
Relation selbst (auf gegebener Menge) unterscheiden. Mit dem Symbol F(f)
bezeichnen wir also die Menge F, auf der eine Relation (bzw. ihre charakte- .
ristische Funktion) f definiert ist. Es ist klar, dass das Feld der Relation
f (siehe A. MosTowskKI [6], S. 130) nur eine Teilmenge der Menge F ist. Zum
Wortausdruck des Umstandes f[z, y] = 1 wollen wir sagen ,,x bindet y* (statt
der Benennung ,,dominates’, die bei M. Richardson [9] beniitzt wird und in
der man mehr transitive und asymmetrische Bedeutung fiihlt).

1. Begriff des Graphen

Unter einem Graphen F(f) verstehen wir eine nichtleere Menge F mit einer
bindren Relation (bzw. mit ihrer charakteristischen Funktion) f. Wir sagen,
dass auf der Menge F ein Graph F(f) mit der Relation f definiert wird. Die leere
Menge ¢ nennen wir den leeren Graphen. Soweit nichts anders gesagt wird,
versteht man unter einem Graphen immer einen nichtleeren Graphen. Die
Machtigkeit kard F der Menge F heisst die Mdchtigkeit des Graphen F(f).

Ein Graph mit einer S- bzw. mit einet antiS-Relation heisst ein nichige-
richteter bzw. gerichterer Graph (zum Unterschied von O. Ore [10], der unter ei-
nem gerichteten Graphen unseren allgemeinen Graphen versteht). Ein Graph
mit RT-Relation bzw. mit aS-Relation heisst quasi- bzw. schwach-geordnete
Menge. Ein Graph mit R antiST-Relation bzw. mit aST-Relation ist eine
teilweise geordnete Menge im Sinne G. Birkhoff’s bzw. B. DusaNIK’S und E.
W. MizLer's. Ein Graph mit aR-Relation wird bei D. K6N16 [5] als ein Graph
im engeren Sinne bezeichnet u. s. w.

Die Elemente der Menge F des Graphen F(f) heissen Knoten des Graphen
F(f). Ein geordnetes Paar (z, y), # & y bzw. = y, der Knoten aus F(f), von
denen der erste Knoten 2 den zweiten y in F(f) bindet, d. h. es gilt flz,y] =1,
heisst eine Kante bzw. eine Schlinge des Graphen F(f). In unserer Auffassung
des Graphenbegriffes sind beide Begriffe die der Kante und die der Schlinge
entbehrlich, weil sie nicht mehr in die Grungbegriffe der Graphentheorie
fallen. Diese Vereinfachung (siehe auch z. B. G. A. Drrac: The structure of
k-chromatic graphs, Fund. Math. 40 (1953), P. TurAx [12], O. Ore [10], u. a.)
bedeutet aber, dass man sich nur auf Graphen in der Auffassung von D. Konig
beschrinkt, die folgende. Bedingung erfilllen miissen: zu jedem geordneten
Paare der Knoten z,y gibt es hochstens eine Kante oder Schlinge (z,y). Man
sieht aber sofort, dass die iibriggeblieben ,,Konigschen‘* Graphen mit Hilfe
der oben definierten Graphen auch beschrieben werden koénnen und zwar
so, dass jeder Kante und jeder Schlinge eines geeignet gewihlten Graphen eine
geeignete Michtigkeit (wie die Multiplizitat dieser Kante bzw. Schlinge)
zugeordnet wird.
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- Ein Knoten = des Graphen F(f) heisst isoliert, wenn flz, y] = fly, 2] = 0
fiir jeden y e F, y + =, gilt. Es gibt also zwei Arten von isolierten Knoten,
u. zw. isolierte Knoten x mit Schlinge (tir f[z, ] = 1) und isolierte Knoten ohne
Schlinge (fir f[z, 2] = 0). Den Graphen, der keine isolierten Knoten enthilt,
bezeichnen wir als den Konigschen Graphent). Endlich wollen wir die Graphen,
deren Michtigkeit gleich 1 ist, und den leeren Graphen, ¢riviale Graphen nen-
nen. Der triviale Graph, der einen einzigen Knoten mit Schlinge enthalt,
heisst Einselgraph. .

Es sei a ein Knoten des Graphen F(f). Die Menge L(a) bzw. R(a) aller Kno-
ten x + a, fir die f[z,a] = 1 bzw. f[a,z] = 1, nennen wir die linke bzw.
rechte Umgebung des Knoten ¢ in F(f) und die Machtigkeit kard L(a) bzw.
kard R(a) nennen wir den linken bzw. rechten Grad dieses Knoten in F(f).
Die Vereinigung L(4) u R(A) heisst die Umgebung und die Summe kard L(a) +
+ kard R(a) heisst der Grad des Knoten @ in F(f). Bei den nichtgerichteten
Graphen ist es iiblich nur die Halfte dieses Grades als den Grad des Knoten
zu betrachten. Ahnliche Begriffe kann man auch allgemein fiir jede Teilmenge
A c F einfiithren (vgl. O. Ore [10]).

1.1. Definition. Eine Abbildung ¢ eines Graphen F(f) auf einen Graphen
G(9), die die Bedingung

z,y e F = glo(x), p(y)] = fl=, y] (1)

erfullt, heisst ein Homomorphismus.2) Der Graph F(f) bzw. G(g) heisst das
homomorphe Vorbild bzw. Bild des Graphen G(g) bzw. F(f) in der Abbildung
@, was man mit F(f)— G(g) bezeichnet. Wenn die Abbildung ¢ schlicht ist, so
heisst sie Isomorphismus und man schreibt F(f) —— G(g).

Die Relation — ist reflexiv und transitiv und die Relation «<— ist eine

Aquivalenzrelation, sodass wir iiber Klassen der paarweise isomorphen Graphen
sprechen kénnen.

Zwei Graphen F(f) und F(f*) nennen wir zueinander komplementir, wenn
fiir ihre Relationen f[z, y] + f*[x, y] fiir alle z, y ¢ F gilt. Den Graphen, in dem
jeder Knoten z jeden anderen Knoten y, ¥ + x bindet, nennen wir vollstindig

und seinen komplementiren Graphen frei. Der Graph F(f) heisst der konverse

Graph zu F(f), wenn seine Relation folgendermassen definiert ist: flz, y] =
= fly, «] fur alle z, y € F.3)

') Diese Bedingung driickt den Inhalt des einzigen Konigschen Axioms (siehe D. Ko6nig -
[5], S. 2) aus. Im Falle eines ,,K6nigschen Graphen‘‘ F(f) ist die Menge F mit dem Feld
der Relation f identisch (siehe A. Mostowski [6], S. 130).

_ %) Dieser Homomorphismus ist stirker als der bei A. Mostowski [6], S. 197 und auch als
der ibliche Homomorphismus in der Algebra.

) Uber weitere Eigenschaften der komplementiren und konversen Graphen siehe
A. Mostowski [6], S. 97, 119 u. f. Im Falle einer teilweise geordneten Menge wurde von
G. Birkhoff [1], S. 19 der konverse Graph dualer Graph benannt.
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Durch eine Realisation des Graphen F(f) verstehen wir jeden Graphen
G(g), der isomorph mit F(f) ist und dessen Knoten und auch dessen Relation
in irgendeiner speziellen Weise gegeben sind. Zur Veranschaulichung der
Graphen, die genug kleine Michtigkeit haben, dienen uns die iiblichen Ebene-
realisationen.t) .

Bei den endlichen Graphen fithrt uns der Begriff der Inzidenzmatrix des
Graphen zu einer niitzlichen Representation. Die Relation f des Graphen F(f),
kard F = n (wo n eine natiirliche Zahl ist), ist ndmlich durch eine n-reihige
Quadratmatrix A™ = ||a;|, wo a;; = f[z;, %;], z;, ;¢ F, fiiralle 4, = 1,2, ...,
..., 7, bestimmt. Jede solche Matrix heisst die Inzidenzmatriz des Graphen
F(f). Jede Quadratmatrix A™ = |ja;||, die nur von Nullen und Einsern ge-
bildet ist, ist also eine Representation eines endlichen Graphen F(f), dessen
jeder Knoten gerade einer Reihe und zugleich der gleichnamigen Spalte ent-
spricht, sodass die Relation f durch Beziehung f[z;, ;] = a,; bestimmt ist.
Jede zwei Inzidenzmatrizen desselben Graphen unterscheiden sich nur in der
Anordnung ihrer Reihen und Spalten, aber in solcher Weise, dass bei dem
Wechsel der i-ten mit der j-ten Reihe zugleich auch die i-te mit “der j-ten
Spalte umgewechselt werden muss und umgekehrt. Zwei Matrizen 4™, B™),
deren eine aus der anderen durch vorige Abdnderung gebildet werden kann,
heissen vollstindig dquivalent und man schreibt 4™ = BM.

Es ist klar, dass die Inzidenzmatrizen der isomorphen endlichen Graphen
vollsténdig &dquivalent sind, sodass den Klassen isomorpher Graphen die
Klassen vollstindig dquivalenter Inzidenzmatrizen eindeutig entsprechen.
Die Anzahl der nichtisomorphen endlichen Graphen kann mit Hilfe der ent-
sprechen den Inzidenzmatrizen bestimmt werden. An der Inzidenzmatrix kann
man leicht erkennen, welche Eigenschaften die Relation des entsprechenden
Graphen besitzt.

1.2. Satz. Bezeichnet X- eine der Eigenschaften R-, aR-, S-, aS-, T- der Re-
lation, so ist ein homomorphes Bild und Vorbild eines X-Graphen wieder ein
X-Graph. Ein homomorphes Bild eines antiS-Graphen ist auch ein antiS-Graph.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 1.1.

Es ist klar, dass ein homomorphes Vorbild eines antiS-Graphen kein antiS-
Graph sein muss. Aus 1.2 folgt, dass ein homomorphes Bild und Vorbild eines
nichtgerichteten Graphen wieder ein nichtgerichteter Graph ist und dasselbe
gilt auch fiir die quasi- und schwach-geordneten Mengen. Betrachten wir die

4) Fir verschiedene Knoten z,y wihlen wir verschiedene Punkte der Ebene; zwei
Punkte verbindet man mit einem einfachen Jordanschen Bogen dann und nur dann,
wenn fir die entsprechenden Knoten 2, y die Behauptung entweder z bindet y oder
y bindet z gilt. Im ersten Falle bezeichnen wir den Bogen (in seiner Mitte) mit einem
Pfeil, der von z nach y gerichtet ist und umgekehrt im zweiten Falle. Wenn beide Félle
zusammenzutreffen, lassen wir den Bogen ohne Pfeil.

137



teilweise Ordnung als eine aST-Relation, so gilt die vorige Behauptung auch

fiir die teilweise-geordneten Mengen (anderenfalls gilt sie nur iiber die homo-
-morphen Bilder).

1.3. Definition. Bin Graph G(g) heisst Teilgraph (oder Subgraph) des Graphen
F(f), wenn er die Bedingungen

GcF und z,9ye¢G= gz, y] = flz, y] (2)

erfallt. Der Teilgraph G(g) heisst sait, wenn in (2) stets das Qleichheitszeichen
gilt. )

Durch jede Untermenge der Knoten eines gegebenen Graphen wird ein
einziger satter Teilgraph, aber im allgemeinen mehrere Teilgraphen bestimms,
wobei die gewiihite Untermenge die Menge aller seiner Knoten ist. Eine In-
zidenzmatrix des satten Teilgraphen ist vollstindig dquivalent mit einer
bestimmten Submatrix der Inzidenzmatrix des gegebenen (endlichen) Gra-
phen. Im Falle einer nichtsatten Teilgraphen (mit denselben Knoten) muss

man in dieser Submatrix einige Einser durch Nullen ersetzen, um eine Inzidenz-
matrix des betreffenden Teilgraphen zu bilden.

Man kann annehmen, dass der leere Graph ein Teilgraph jedes Graphen ist.
Das System aller satten Teilgraphen eines gegebenen Graphen bildet eine
Boolesche Algebra mit Verbandsordnung ,.ein satter Teilgraph sein®, die
isomorph mit der Algebra aller Untermengen einer Menge ist. Das System
aller Teilgraphen mit Verbandsordnung ,.ein Teilgraph sein< bildet auch eine
Boolesche Algebra, die die vorige als eine Subalgebra enthalt.’) Die Boolesche
" Algebra aller Teilgraphen des Graphen F(f) enthilt die Boolesche Subalgebra
aller Teilgraphen der Form F(g), die im Falle ,dass F(f) ein vollstandiger Graph
mit R-Relation ist, mit der ,,proper relation algebra* (siehe A. TARSKI [11])
identisch ist. Damit ist der Zusammenhang zwischen der Theorie der Graphen
und der Theorie der biniren Relationen beschrieben. !

2. Einfachheit

Unter einer Zerlegung ' eines Graphen F(f) verstehen wir immer eine Zer-
legung auf der Menge aller seiner Knoten.®)

5) Beim Supremum bzw. Infimum bildet man neben der mengentheoretischen Verei-
nigung bzw. des Durchschnittes der zugegérigen Mengen von Knoten noch die kleinste
Erweiterung bzw. die grosste Parti ion der zugehdrigen charakteristischen Funk-
tionen (der Relationen) der betreffenden Teilgraphen (siehe A. A. MosTovski- K. Ku-
RATOWSKI [7], S. 58).

¢) Die Bezeichnungen und die Terminologie aus der Theorie der Zerlegungen auf der
Menge beniitzen wir nach O. Bortvra [2].
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Wenn der Graph G(g) das homomorphe Bild des Graphen F(f) im Homo-
morphismus g ist, so wird die sogenannte erzeugende Zerlegung F des Graphen
F(f) durch folgende Aquivalenz

z,yeF = {x ~y<=o9) =qy)} (3)

definiert. Auf jedem (nichtleeren) Graphen existiert mindestens eine erzeu-
gende Zerlegung, namlich die Minimalzerlegung (d h. die Zerlegung F, fiir
die z e F = {z} ¢ F gilt).

2.1. Satz. Eine Zerlegung F des Graphen F(f) ist dann und nur dann seine
erzeugende Zerlegung, wenn folgende Bedingung erfullt ist:

X,Y ¢ F = fz, y] = Konst fiir jedes ze¢ X,ye Y . (4)

Beweis. Die Notwendigkeit der- Bedingung (4) folgt unmittelbar aus (3)
und (1). Sei also eine Zerlegung ¥ des Graphen F(f) gegeben die die Bed.mgung
(4) erfiillt. Auf dieser Zerlegung kann man einen Graphen F(f) folgendermassen
definieren '

X, YeF=fX,Y]=flx,y] wo zeX,yeY. - (5)

Wir definieren nun die Abblldung @ der Menge F auf die Menge ¥ durch die
Beziehung

reX,XeF=>9gx)=X, dh zecp). (6)

Dann gilt offenbar f[qa(;'c), py)] = ?[X , Y] = flz, y] fur alle. z, y e F', sodass
nach (1) die Abbildung ¢ ein Homomorphismus ist. '

Den Graphen F(f), der auf der erzeugenden Zerlegung F des Graphen F(f)
durch die Bedingung (5) deﬁmert ist, nennen wir den Faktorgraphen des
Graphen F(f).

2.2. Folgerung. Ein Graph ist das homomorphe Vorbild jedes seiner Falktor-
graphen und jedes homomorphe Bild eines Graphen ist mat einem seiner Faktor-
graphen tsomorph.

Beweis. Im ersten Teil wird der gesuchte Homomorphismus durch die
Bedingung (6) definiert und im zweiten Teil wird der gesuchte Faktorgraph
auf der Zerlegung (3) definiert.

Aus 2.2 folgt, dass es bei der Untersuchung der homomorphen Bilder eines
Graphen geniigt, sich auf seine Faktorgraphen zu beschrinken. Zur Beschrei-
bung dieser Faktorgraphen kann man die spezialen Homomorphismen (6)
‘ausniitzen. :

Ein Graph heisst einfach, wenn auf ihm nur elne einzige erzeugende Zer-
legung definiert werden kann.
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2.3. Satz. Der Graph F(f) ist dann und nur dann einfach, wenn folgende Be-
dingung erfullt wird:

x,yeF,xz + y = es existiert ein solbher ze F, der mindestens (7
eine der Ungleichheiten [z, 2] + [y, 2], flz, #] + flz, y] erfullt.

Beweis. I. Sei F(f) ein einfacher Graph und sei weiter vorausgesetzt, dass
(7) nicht erfiillt ist, d. h. es existieren z, y € F, x + ¥, sodass f[z, 2] = f[¥, 2]
und auch f[z, 2] = f[z, y] fiir jeden Knoten z ¢ F gilt. Dann ist die Zerlegung
F, die aus der Minimalzerlegung so gebildet ist, dass man die Elemente {x},
{y} vereinigt und alle iibrigen Elemente ohne Anderung bleiben, offenbar

erzeugend und verschieden von der Minimalzerlegung, was aber der Einfach-
heit des Graphen F(f) widerspricht.

II. Sei nun umgekehrt die Bedingung (7) fiir den Graphen F/( f) erfiillt und
sel weiter vorausgesetzt, dass F(f) nicht einfach ist, d. h. dass mindestens eine
erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) existiert, die folgende Eigenschaft
hat: es existiert M ¢ F der Michtigkeit kard M = 2. Dann existieren also

z,yeM, x + y, fur die (beziiglich des entsprechenden Faktorgraphen F(f)

nach (5) die Gleichheiten [z, z] = f[M, Z] = fly, 2] und f[z, z] = f[Z, M] =

= f[z, y] fiir alle z ¢ Z und jede Z ¢ F gelten, was in Widerspruch mit (7) ist.
Fiir einen endlichen Graphen folgt aus der Bedingung (7), dass er dann und

nur dann einfach ist, wenn seine Inzidenzmatrix folgende Eigenschaft besitzt:

die i-te und j-te Reihe bzw. Spalte, i + §, sind gleich = die i-te und (7"

j-te Spalte bzw. Reihe sind wverschieden (im Sinne der Matrizen-
gleichheit).

Der vollsténdige Graph mit R-Relation ist offenbar dann und nur dann
einfach, wenn er ein Einselgraph ist, wahrend der vollstandige Graph mit
aR-Relation immer einfach ist. Bei den freien Graphen ist das umgekehrt.

2.4. Satz. Ein Faktorgraph f(}) des Graphen F(f) ist dann und nur dann

einfach, wenn die Zerlegung F die kleinste Deckung des Systems aller erzeugengen
Zerlegungen des Graphen F(f) ist.

Beweis. 1. Es sei F(f) ein einfacher Faktorgraph und F (]‘1) ein beliebiger
Faktorgraph des Graphen F(f). Es sei nun Y ¢ F, und es sei weiter vorausge-
setzt, dass mindestens zwei solche Elemente der Zerlegung F, und zwar
X', X"eF, X' + X', existieren, dass X' n Y + ¢ + X" n Y gilt. Es gllffz
also auch Knoten 2’ e X" n Y, 2"¢ X" n Y, 2’ &+ z’, und zu jedem X e F
kann man ein Z ¢ F, finden, sodass ein Knoten ze¢ X n Z existiert. Dann aber

git nach (5) X', X] = flz’,2] = Y, 2] = fz', 2] = /IX", X] und
fIX, X'] = f[X, X"] fiir jedes Element X ¢ F, sodass nach 2.3 der Faktor-
graph F(f) nicht einfach sein kann, was ein Widerspruch ist. Es muss also zu
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jedem Y e F; gerade ein Element X ¢ F der Eigenschaft X n Y + 0 existieren
und fiir dieses gilt dann X c ¥. Damit wird gezeigt, dass F eine Deckung der
Zerlegung F, ist und weil F' selbst eine erzeugende Zerlegung ist,ist sie auch
das Supremum des Systems aller erzeugenden Zerlegungen. Daraus folgt nach
einem Satze von O. Bortivka [2], S. 18, dass ¥ die kleinste Deckung des be-
treffenden Systems ist.

II. Es sei nun umgekehrt ¥ die kleinste Deckung des Systems aller erzeu-
genden Zerlegungen des Graphen F(f). Aus der Konstruktion der kleinsten
Deckung eines Systems (siehe O. Bortivka [2], S. 16) geht unmittelbar hervor,
dass F wieder eine erzeugende Zerlegung ist. Wenn wir nun voraussetzen, dass
F(f) nicht einfach ist, d. h. dass nach (7) zwei solche Elemente X', X" ¢ 7,
X’ + X”, existieren, dass f[X'. X] = f[X", X] und zugleich f[X, X'] = f[X, X"]
fiir jedes X e F gilt, kann man aus der Zerlegung F eine neue Zerlegung F, fol-
gendermassen konstruieren: F, = E{X eF, X' + X + X"} v {(X' u X")}.

X

Die Zerlegung F, ist wieder erzeugend, aber F ist keine Deckung derselben,
was ein Widerspruch ist.

2.5. Folgerung. Jeder Grdph F(f) besttzt einen einzigen einfachen Faktor-
graphen. Die entsprechende erzeugende Zerlegung ist durch folgende Agquivalenz
bestimmi, . '

x ~y<flx,2] = fly,z], wobei gleichzeitig f[z, ] = f[z, y] (8)
fiir jeden z e F' gilt.

2.6. Folgerung. Der einfache Faktorgraph ist das homomorphe Bild jedes
Faktorgraphen des gegebenen Graphen.

2.7. Satz. Jeder Graph ist das homomorphe Vorbild eines einzigen (bis auf die
Isomorphismen) einfachen Graphen.

Beweis. Der Satz folgt aus 2.2 und 2.5.

Im Sinne des Satzes 2.7 konnen wir sagen, dass jedem Graphen F(f) sein
einfacher Graph zugehort. Nach 2.5 ist es moglich, einen einfachen Faktor-

graphen F(f) fiir diesen zu wihlen und jedem Knoten X, ¢ F' desselben die .
Machtigkeit kard X, = «, zuzuordnen. Das System (nicht die Menge) {«,}
te I, aller dieser Méchtigkeiten mit der Zuordnung derselben zu den Knoten
eines beliebigen seiner einfachen Graphen (die Zuordnung wird durch beliebige
Isomorphismen unter den einfachen Graphen des gegebenen Graphen ver-
mittelt) heisst die homomorphe Charakteristik des Graphen F(f).

Es sei nun ein einfacher Graph G(g) gegeben und es seien Knoten y, € G,
ve I, irgendwelche Michtigkeiten «, zugeordnet. Man kann nun leicht den
Graphen F(f) mit dieser homomorphen Charakteristik konstruieren. Zu die-
sem Zwecke, geniigt es ein System der paarweise disjunkten Mengen Z,,

141

'



kard Z, = «,, fiir jedes ¢ ¢ I zu wihlen und den Graphen F(f) folgendermassen
zu definieren: F = U Z, und z e Z,, y € Z, = f[z, y] = g[z,, 2,]. Dann ist das

el
System der Mengen Z, eine erzeugende Zerlegung F des Graphen F(f) und
zwar gerade die, die durch die Aquivalenz (8) bestimmt wird. Der entspre-
chende Faktorgraph F(f) ist offenbar einfach und mit G(g) in verlangter

Weise isomorph, sodass F(f) die vorher gegebene homomorphe Charakteristik
besitzt. :

In shnlicher Weise kann man auch homomorphe Vorbilder eines beliegigen
{nicht nur einfachen) Graphen konstruieren.

2.8. Satz. Es sei {«,} bzw. {f,} die homomorphe Charakteristik des Graphen
F(f) bzw. Q(g). Dann gilt: der Graph G(g) ist ein homomorphes Bild des Graphen
F(f) dann und nur dann, wenn folgende Bedingung erfullt vst:

den Graphen F(f), G(g) gehort derselbe einfache Graph H(h) zuw, zw ]
dessen Knoten z,e¢ H die Machtigkeiten «,, f, so zugeordnet werden (9)
konnen, dass die Ungleichheit «, = B, fir alle ¢ gilt. J

Beweis. I. Es sei vor allem F(f)—~ G(g). Ist H(k) der einfache Graph des
Graphen G(g), so folgt aus der Transitivitit des Homomorphismus und aus 2.7,
dass H(k) der einfache Graph auch des Graphen F(f) ist. Ist nun H(h) der ein-
fache Graph, der dem Graphen F(f) zugehért, so gilt F(f)— H(h) und nach
2.2 gibt es solche Faktorgraphen F,(f,), F,(f,) des Graphen F(f), dass #y(f,) <
« H(h) und Fy(f,) < G(g) gilt. Aber F,(f,) ist einfach, sodass aus 2.6 die
Beziehung F,(f,) - Fy(f;) oder G(g)—~ H(h) folgt und dann muss nach 2.7
der einfache Graph H(k) auch dem Graphen G(g) zugehéren. Damit ist also
gezeigt, dass der gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen F(f)
und G(g) existiert, auf dessen Knoten z, ¢ H die Michtigkeiten «, und B,
(durch entsprechende Isomorphismen) bezogen werden. Es gilt also F(f)— .
— Q(9), G(g)—~ H(h) und ¢,y seien die entsprechenden Homomorphismen.
Dann ist auch y = yg ein Homomorphismus, der F(f) auf H(h) abbildet. Die
angefiilhrten Homomorphismen bestimmen durch die Aquivalenz (3) ent-
sprechende erzeugende Zerlegungen, deren Elemente von folgender Gestalt
sind: ¥, = 13 {ye@, yly) =2,2 eH}und X, = ]:.;{xeF, 1) =2,2 € H} =

=E{ZeF, ) =1y,yeY,}. Die betreffenden Zerlegung sind nach 2.5 ge-
x

rade die, die durch die Aquiva.lenz (8) bestimmt werden, sodass kard X, =

=, kard Y, = #,. Aus der Gestalt der Elementen X, folgt, dass x, = B,
fiir jedes ¢ gilt.

II. Erfiilllen nun beide Graphen F(f) und G(g) die Bedingung (9) und be-
zeichnen wir mit X, bzw. ¥, die Mengen aller Knoten des Graphen F(f) bzw.
G(g), die auf denselben Knoten z, ¢ H des Graphen H(k) abgebildet werden,
so folgt unmittelbar aus (9) und (4), dass jedes X, auf ¥, abgebildet werden
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kann und dass die dadurch definierte Abbildung des Graphen F(f) auf den
Graphen G(g) ein Homomorphismus ist.

2.9. Folgerung. Zu allen homomorphen Vorbildern und auch Bilderndes ge-
gebenen Graphen gehort ein einziger (bis auf Isomorphismen) einfacher Graph.

2.10. Satz. Es sei F(f)— G(g) und seien {«,} und {B,} die homomorphen Cha-
rakteristiken der Graphen F(f) und G(g), die die Bedingung (9) erfillen. Dann
gilt:

&y

B.
) die Machtigkeit des Systems aller Unter-

~a) es existieren mindestens H( ) = 1 Subgraphen des Graphen F(f), die

&,

B.

1wsomorph mit G(g) sind, wenn (
mengen der Mdachtigkest 8, auf der M énge der M dchtigkeit «, bezeichnet und

b) es existieren mindestens Iy, = 1 Faktorgraphen F(f), die isomorph mit

G(g) sind, wenn y, die Mchtigkeit des Systems aller Zerlegungen der Michtigheit
B. auf der Menge der Michtigkeit «, ist.

Beweis. Beide Behauptungen folgen aus 2.8.

2.11. Satz. Es sei Graph F(f) mit der homomorphen Chamlcteristik.{oc,} ge-
geben. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent :

a) F(f) st esnfach,

b) F(f)— &g) = F(f) —~ G(g).

¢) o, = 1 far jedes t.

Beweis. Die Implikation a)= b) folgt direkt aus 2.2 und aus b) nach
2.2 folgt F(f) <~ F(f) fir jeden Faktorgraphen F(f) des Graphen F(f), also
auch fiir seinen einfachen Faktorgraphen, was aber heisst, dass F(f) auch
einfach sein muss. Dies beweist die Implikation b) = a) und die Aquivalenz
a) <= c) folgt aus der Definition der homomorphen Charakteristik.

2.12. Satz. Es ¢ili
F(f)— &), G@)— F(f) <= F(f)~— G(g) .

Beweis. Ist die linke Seite der Aquivalenz giiltig, so folgt aus 2.8, dass der
gemeinsame einfache Graph H(h) der beiden Graphen existiert und dass auf
seine Knoten z, ¢ H die Méichtigkeiten der homomorphen Charakteristiken
{o,} und {f,} der Graphen F(f) und G(g) bezogen werden. Nach (9) gilt also
o, = B, fiir jedes «. Ist weiter F(f) bzw. G(g) der einfache Faktorgraph des
Graphen F(f) bzw. G(g), so gibt es (nach der Definition der homomorphen
Charakteristik) Isomorphismen, die dem Knoten z, < H den Knoten X, ¢ F
bzw. Y, ¢ @ auf solche Weise zuordnen, dass kard X, = «, bzw. kard Y, = 8,
fiir jedes ¢ ist. Aus x, = B, folgt aber, dass X, immer auf Y, schlicht abgebildet
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werden kann, sodass die entstehende Abbildung des Graphen F(f) auf den
Graphen G(g) nach (5) ein Isomorphismus ist. Die umgekehrte Implikation ist
trivial.

. Wenn wir die Relation ,,ein homomorphes Bild sein‘ in natiirlicher Weise”)
auf das System der Klassen der isomorphen Graphen iibertragen, so wird
nach 2.12 eine teilweise Anordnung dieses Systems entstehen. Wenn wir die
Relation ,,ein satter Teilgraph sein* oder ,,ein Teilgraph sein* auf das System
der Klassen von isomorphen Graphen iibertragen, so wird nur eine Quasi-
Anordnung entstehen. Es ist nimlich moglich drei (unendlichew) Graphen
F(f), G(g), H(h) auf solche Weise zu definieren, dass F(f) ein satter Teilgraph
von G(g) und G(g) ein satter Teilgraph von H(h)ist und dabei F(f) «~— H(k), aber
nicht F(f) «~ G(g) gilt. Bs sei z. B. H = {ay, a,, a,, ...}, hla, a;] =1 fir
t=1,2, ..., hl@g;1, Ggiye] = 1 fiir = 0, 1, 2, ... und in allen anderen Fallen
gilt Afa;, a;] = 0. Beide iibriggebliebenen Graphen sind durch die Mengen aller
ihrer Knoten G = {a,, ay, a,, ...}, F = {ay, a5, a4, ...} als satte Teilgraphen
eindeutig bestimmt.

2.13. Satz. Jeder R antiS-Graph ist einfach.

Beweis. Setzen wir voraus, dass ein RantiS-Graph F(f) nicht einfach ist.
Nach 2.3 gibt es die Knoten z,y ¢ F, = + y, fir die f[z, 2] = f[y,2] und
flz, 2] = flz, y] fir alle ze F gilt. Aber f[x, 2] = fly,y] = 1, sodass auch
flz, y] = fly, 2] = 1 sein muss, was der Voraussetzung der Antisymmetrie
widerspricht. '

Aus 2.13 folgt, dass auch jede teilweise geordnete Menge einfach ist, soweit
sie als ein R antiST-Graph betrachtet wird. Betrachten wir die teilweise
Ordnung als eine aST-Relation, braucht eine teilweise geordnete Menge nicht
einfach zu sein und alle Sitze dieses Abschnittes sind benutzbar und fithren

zu einer, offenbar nicht sehr tiefen, Klassifikation der teilweise geordneten
Mengen.

2.14. Satz. Die komplementdren Graphen haben folgende Eigenschaften

a) F(f)— G(g) < F(f*)—> G(g*),

b) F(f) ist einfach <> F(f*) ist einfach,

¢) Der einfache Graph G(g) bzw. H(h) gehort dem Graphen F(f) bzw. F(f*)
zu <= G(g) — H(r*),

d) Die Graphen F(f), F(f*) besitzen dieselben Mdchtigkeiten der homomorphen
Charakteristik.

Beweis. a) folgt direkt aus 1.1 und b) aus 2.3. Die beiden letzen Behauptun-
gen folgen aus den vorigen.

7) D. h., dass wir eine Relation ¢ unter den Klassen {F(f)}, {G(g)} foldendermasseﬁ
definieren: {F(f)} o {G(9)} <> es gibt einen solchen H(h) ¢ {G(g)}, dass er ein homo-
morphes Bild des Graphen F(f) ist. Ahnlich definieren wir eine Relation o folgendermassen:

{F(f)} 0 {G(g)} <= es gibt einen solchen H(k) ¢ {F(f)}, dass er ein satter Teilgraph des
Graphen G(g) ist. .
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3. Zusammenhang

Beziiglich der gegebenen Definition des Graphen braucht man einige all-
gemeinere Begriffe iiber die Knotenfolgen als die, die bei D. Kénig [5] bzw.
bei G. Birkhoff [1] eingefithrt werden.

Eine endliche Folge {z;}? ,, d = 2, der Knoten des Graphen F(f), deren
Elemente folgende Bedingung

ol , 1=i<d=> flx, Zig] + flXig, v] =1 (10)

erfiillen, heisst die gebundene Folge von z, nach z; in F(f). Gilt noch mehr
fl®y, 4] + flxe, 2] = 1 bzw. = 0, so heisst sie die geschlossene bzw. offene
gebundene Folge. Ist die gebundene Folge {z;}¢_, schlicht (beziiglich ihrer
Knoten), d. h. gilt z; #+ «; fir alle ¢ + §, 1 <4, § = d, so heisst sie Zug und
d heisst seine Linge. Es ist klar, was man unter einem geschlossenen bzw.
offenen Zuge versteht. Endlich jeden Knoten halten wir fiir die sog. triviale
gebundene Folge bzw. fiir den trivialen Zug.

Ist {z;}¢_, ein Zug in F(f), der alle Knoten aus F enthalt (d. h. F = {@y, %, ...,
.-, Z}) und wenn weiter :

flz;, ;] =0 furjedes 4 +4,/+ L7 —1L1=1=d,

gilt, dann nennen wir auch den Graphen F(f) selbst einen Zug. Man kann zu
keinen Missverstddnissen kommen, wenn wir Ziige einmal als Folgen, ander-
mal als Graphen ansehen, weil der Zusammenhang zwischen diesen zwei Be-
griffen eineindeutig ist.

" Erfiillt die gebundene Folge {;}?_, in F(f) eine schirfere Bedingung
Ty eF,1 Si<d= flo, 2] =1, (10)

80 heisst sie eine monoton-gebundene Folge. Gilt noch weiter f[z,, x,] = 1 bzw.
= 0, so spricht man von einer geschlossenen bzw. offenen monoton-gebundenen
Folge. Analog ist das mit dem monotonen Zuge. ‘

Erfiillt die gebundene Folge {z,}7_; in F(f) eine noch schirfere Bedingung
T, T e F, 1Si<d= flo, 2] = flos, 2] =1, (10”)

so heisst sie eine wvoll-gebundene Folge. Gilt auch flz,, ;] + flzg #,] = 2
bzw. < 2, so heisst sie geschlossene bzw. offene voll-gebundene Folge. Wieder
kann man von einem wollen Zuge sprechen, der offenbar entweder geschlossen
oder offen sein kann.

Durch vorige Definitionen werden auch einige weitere spezielle Graphen
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auf eine dhnliche Weise wie der Zug eingefiihrt, ndmlich ein monotoner bzw.
voller Zug, der entweder offen oder geschlossen sein kann.®)

Wir werden sagen, dass zwei verschiedene Elemente z,, z; € F' zusammen-
hingen (bzw. monoton-zusammenhingen bzw. wvoll-zusammenhingen) in F(f),
falls es eine gebundene Folge (bzw. monoton-gebundene bzw. voll-gebundene
Folge) {z;}¢_, von z, nach z; (bzw. auch eine von z, nach z,) in F(f) gibt.
Gilt dieses fiir jedes Paar von verschiedenen Knoten des Graphen F(f), so sagen
wir, dass der Graph F(f) zusammenhingend (bzw. monoton-zusammenhingend

bzw. voll-zusammenhingend) ist. Also ist jeder triviale Graph zusammenhangend
(ja sogar voll-zusammenhéngend).

Fiir die nichtgerichteten Graphen sind alle drei At4en des Zusammenhanges
dquivalent, aber ein nichttrivialer grichteter Graph muss nicht voll-zusammen-
héngend und die nichttriviale teilweise geordnete Menge muss nicht monoton-
zusammenhéngend sein. Ein Graph ist dann und nur dann monoton-zusammen-
hingend, wenn je zwei verschiedene Knoten seiner Knoten auf einem geschlos-
senen und monotonen Zuge liegen. Es ist endlich klar, dass aus dem vollen
Zusammenhange der monotone und aus diesem der (gewdhnliche) Zusammen-
hang folgt.

Ein Homomorphismus bildet eine gebundene Folge auf eine gebundene

Folge ab, wobei alle erwiahnten Eigenschaften der gebundenen Folgen bei-
behalten werden.

3.1. Satz. Ein homomorphes Vorbild und Bild eines zusammenhingenden wnd
wichttrivialen Graphen ist wieder zusammenhingend. Dasselbe gilt fir den mono-
tonen bzw. vollen Zusammenhang. Ein homomorphes Vorbild eines Einsel-
graphen ist voll-zusammenhingend.

Beweis. Es sei F(f) ein nichttrivialer und zusammenhingender Graph, der
ein homomorphes Bild im Homomorphismus ¢ eines Graphen G(g) ist. Sind
nun ¥’ + y” zwei beliebige Knoten aus G, so gibt es zwei Moglichkeiten. Ist
@(¥') + (y"), so gibt es eine gebundene Folge {z;}{_ ;, d = 2 in F(f) von
@(y') = %, nach ¢(y”) = z,;. Es existieren weiter die Knoten y; ¢ G, fiir die
Py) =2, 1 <4 <d, gilt, wobei 9, =9, y,=9". Nach 1.1 ist {y.}i.
wieder eine gebundene Folge in G(g) von ¥’ nach y”. Gilt nun ¢(y’) = @(¥"),
so gibt es einen Knoten z € F, z- + ¢(y') und auch y € G, ¢(y) = . Dann muss
aber y' + y = y" sein, sodass fiir die Paare y', y und y, y” die vorigen Bedin-
gungen erfiillt sind. Also gibt es eine gebundene Folge in G(g) von ¥’ nach y und
eine von y nach y”. Aus diesen zwei Folgen kann man offenbar eine gebundene
Folge in G(g) von g’ nach y” konstruieren.

8) Es ist klar, dass bei D. KXonig [5] ein offener bzw. geschlossenei' monotoner Zug
eine Bahn bzw. ein Zyklus gensnnt wird und dhnlich ein offener bzw. gechlossener voller

Zug heisst ein Weg bzw. ein Kreis. Statt des Ausdrucks ,,monoton‘‘ beniitzt D. Kénig
snkontinuierlich gerichtet ‘.
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Auf eine dhnliche Weise fiihrt man den Beweis fiir beide weiteren Arten des
Zusammenhanges durch.

Fiir die homomorphen Bilder ist die Behauptung klar. Endlich ist ein homo-
morphes Vorbild eines Einselgraphen immer vollstindig, also auch voll-
zusammenhéngend.

Die Relation des Zusammenhingens (bzw. des monotorien bzw. vollen
Zusammenhingens) auf der Menge F eines Graphen F(f) ist eine Aquivalenz-
relation und darum definiert sie eine Zerlegung F

v, ye M, MeF <2,y zusammenhingenin F(f). (11)

In speziellen Untersuchungen ist es angebracht iiber die gebundene Folge
{z}?_, in F(f) zu sprechen, die schlicht beziiglich der Kanten (z;, x;,,), 1 <1 < d
ist, d. h. fiir die z; = #;, ¢ + § = 2;,, + 2,4, gilt (vgl. den Begriff des Kanten-
zuges bei D. Konig [1]).

Wir wollen noch bemerken, dass auch unendliche gebundene Folgen aller
erwihnten Arten und auch entsprechende unendliche Zige eingefithrt werden
konnen. Bei unendlichen gebundenen Folgen unterscheiden sich drei Ordnungs-
typen und zwar w-, o*- und w* + w-Folgen.

‘4, Kardinalsumme

Unter Kardinalsumme der Graphen verstehen wir einen Graphen, der bis
auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. Bei dieser Definition setzt man
stillschweigend voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt
sind.?)

4.1. Definition. Es seien Graphen F,(f,), ¢ € I, gegeben. Der Graph F(f), wo
F= H F, und f die Bedingung

zyeF, > flo,y] = [5y] wnd zeF,yel, 4 %> flz,4] =0
(12)
erfullt, heisst die Kardinalsumme 3 F(f,) der Graphen F.(}.). Ist die Indizen-
el

menge I endlich, bezeichnen wir die Operation der Kardinalsumme mit dem
Symbol +.

4.2. Satz. Die, Kardinalsumme der Gmphen'ist allgemein kommautativ und
assoziativ.

4.3. Folgerung. Es set A bzw. B™ eine Inzidenzmatriz des endlichen Gra-
phen F(f) bzw. G(g). Dann ist jede Inzidenzmatriz S® der Kardinalsumme

9) Siehe G. Birkhoff [1], S. 25. Die Kardinalsumme kann selbstverstéindlich als ein
Spezialfall der Summe der Relationen eingefiihrt werden (siche A. Mostowski [6], S. 96).
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F(f) + G(g) wollstindig dquivalent mit der direkten Summe beider Inzidenz-
matrizen A, B™, d. h. es gilt

S & Aem) | Bm 10 , (13)

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Eigen-
schaften der Inzidenzmatrizen der isomorphen Graphen.

Die Rolle der Null bei der Kardinalsumme der Graphen spielt der leere
Graph.

Eine Zerlegung F des Graphen F(f) wollen wir als eine Reduktionszerlegung
bezeichnen, wenn sie folgende Bedingung erfiillt:

X, YeFP,X+Y = fla,y] =fly, 2] =0 firjede zxeX,yelY . (14)

Offenbar ist die Maximalzerlegung F (d.h. wenn F ¢ F') immer eine Reduktions-
zerlegung, denn die Bedingung (14) wird leer befriedigt.

4.4. Lemma. Die grosste Verfeinerung des Systems aller Reduktionszerlegungen
des gegebenen Graphen F(f) ist die Zerlegung F, die durch die Aquivalenz (11)
bestimmt wird.

Beweis. Es seien also F,, 1< alle Reduktionszerlegungen des Graphen
F(f) und es sei F die grosste Verfeinerung dieses Systems. Ist £ die Maximal-
zerlegung, so ist F auch eine Reduktionszerlegung. Ist # die Maximalzerle-
gung nicht, so miissen mindestens zwei Eleniente X, Y ¢ F, X = Y, existieren.
Dann folgt aus der Konstruktion der gréssten Verfeinerung (siehe O. Bortivka
[1], 8. 19), dass X = n X,Y = n Y, wo X,, Y, e F, alle solche Elemente

sind, fir die X, n X # 0+Y, n Y gilt. Daraus aber folgt, dass F' die Be-
dingung (14) erfiilllt. Damit wird gezeigt, dass F eine Reduktionszerlegung
ist. Es sei nun F’ die Zerlegung (11) auf dem gegebenen Graphen F(f). Wir be-
weisen vor allem, dass auch F’' eine Reduktionszerlegung sein muss. Sind
namlich X', Y’gF', X' % Y', zwei beliebige Elemente, so konnen keine
Knoten ze X', yeY' in F(f) zusammenhingen, also muss immer f[z, y]

= fly, «] = 0 gelten, was aber die Bedingung (14) ist.

Es sei endlich X ¢ F, X' ¢ F' und X n X’ + §. Aus vorigen Uberlegungen
folgt X c X'. Setzen wir weiter voraus, dass es einen Knoten ye X' rn Y,
YeF, Y + X, gibt. Es existiert auch 2¢ X n X', z + y, sodass nach (11)
beide Knoten z,y in F(f) zusammenhiingen, in anderen Worten es existiert
eine Kette {2}, d =2, 2, =2, 2z, = = y. Dann gibt es zwei benachbarte
Knoten z;, 2,4, 1 £ j < d, fiir die z; ¢ X, 2;,, non ¢ X gilt, wds aber in Wider-
spruch mit (14) ist. Es muss also X = X’ und darum auch F= F gelten.

10
WAL Orony i) dpains B Bl e S Msirizan bessinboet (sishe A I

tativ. Aus 4.2 und 4.3 folgt die Kommutativitdt der direkten Summe der Inzidenz.

m%g:ﬁgr,nai}llztezber fiir die Gleichheit, sondern nur fiir die vollstédndige Aquivalenz der
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4.5. Satz. Fir den Graphen F(f) sind folgende Bedingungen dquivalent:
a) F(f) ist keine Kardinalsumme von mindestens zwei (nichtleeren) Graphen,

b) Auf F(f) existiert nur eine einzige Reduktionszerlegung, und zwar die M azxi-
malzerlegunyg,
) F(f) ist 2usammenhingend.

Beweis. Die Implikationen a) <= b) = ¢) sind klar. Aus c¢) aber folgt,
dass die Zerlegung (11) die maximale Zerlegung des Graphen F(f) ist und nach
4.4 ist sie die einzige Reduktionszerlegung des gegebenen Graphen.

Aus 4.5 folgt, dass mit einem Zusammenhange, der bei J. HasmimoTo
(4] eingefiihrt wurde, der hier definierte Zusammenhang fiir teilweise geord-
nete Mengen #quivalent ist.

4.6. Folgerung. Der zusammenhingende Graph ist entweder trivial oder ein
Konigscher Graph.

4.7. Satz. Jeden (nichtleeren) Graphen F(f) kann man auf eine einzige Weise
als Kardinalsumme seiner nichtleeren zusammenhingenden Teilgraphen F,(f,), .
1 e I ausdritcken. Dabei sind die Mengen F,, 1 e I, die Elemente der Zerlegung
(11).

Beweis. Aus (11) folgt, dass jeder Teilgraph F(f,), ¢ € I, zusammenhéingend
ist und aus 4.4 folgt weiter, dass > F,(f,) = F(f) ist. Wire nun > G.(g,) =

el cel

= F(f), so miissten ,, « ¢ K Elemente einer Reduk tionszerlegung F’ gein
Ist ¥ die Zerlegung (11), so ist nach 4.4 F’ eine Deckung derselben, d. h. fiir
F eF, G ¢F' F, n @, + 0gilt F, c G,, sodass nach 4.5 auch @, = F, gelten
muss (weil die @, (g,) zusammenhiingend sind), also ist F' = F.11)

4.8. Satz. Die Kardinalsumme von einfachen Graphen F (f,), cel, ist ewn
einfacher Graph dann und nur dann, wenn héchstens ein einziger der Graphen
F.(f,) einen isolierten Knoten ohne Schlinge enthalt.

Beweis. Ist der Graph z F,(f) einfach, so enthilt er hdchstens einen

isolierten Knoten ohne Sohmgo, sodass nach 4.1 und 2.3 die angefiihrte
Bedingung notwendig ist. Ist nun diese Bedingung erfiillt, so enthélt auch die
Kardinalsumme Z'F (f.) hochstens einen isolierten Knoten ohne Schlinge.

Es seien nun z, y € Z;F (f) und z # y. Ist mindestens einer von diesen ein

isolierter Knoten, so ist die Bedingung (7) aus 2.3 erfiillt (fiir die betreffenden
zwei Knoten) und ist weiter keiner der beiden ein isolierter Knoten, 8o sind
zwei Fille moglich. Entweder x,y e F,, sodass (7) wieder erfiillt ist, oder
xel, yeF, 1+ x was aber bedeutet, dass mindestens ein ze F,, z =* x,

1) Einige dieser Erﬁebmsse {iber den Zusammenhang sind wohl bekannt (siehe D.
K6m [5]). Sie werden hier nur fiir den allgemeinen Fall unserer Auffassung des Graphen-
iffs, also auch fiir die quasi- bzw. teilweise geordneten Mengen abgeleitet.
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existiert, fiir den die Gleichheit f[z, z] + f[z,«] = 1 erfiillt ist. Dann gilt
nach 4.1 f[y, z] = f[2, y] = 0, womit die Bedingung (7) fiir jedes Paar der
Knoten z, y bewiesen wird. Also muss nach 2.3 > F,(f,) einfach sein.

vel

4.9. Folgerung. Die Kardinalsumme der einfachen Kénigschen Graphen ist
wieder emn einfacher Kémigscher Graph.

4.10. Satz. Die Kardinalsumme der homomorphen Bilder G,(g,) der Graphen
F (f.),¢ € I ist ein homomorphes Bild der Kardinalsumme > F(f,), d. h.

cel

F(f)— G(g,) fiuralle cel = ZIFL(]‘L)—> ZI G.(g.) - (15)

Beweis. Es sei ¢,, tel, der entsprechende Homomorphismus, der F,(f,)
auf G,(g,) abbildet. Dann ist die Abbildung ¢ der Menge UIF‘ auf die Menge

U @G,, die durch die Beziehung z ¢ F, = ¢(z) = ¢,(x) definiert ist, nach 4.1
ein Homomorphismus, der den Graphen z F(f,) auf z G.(g.) abblldet

4.11. Satz. Es ser G,(g,) ein einfacher Gmpk der dem Kémigschen G’mphen
‘F(f,) fur el angehort. Dan ist die Kardinalsumme 3 G,(g,) ein einfacher
lGI K

Graph, der der Kardinalsumme 3 F(f,) angehort.

vel

Beweis. Die Behauptung folgt aus 4.9, 4.10, und 2.7.

4.12. Folgerung. Die homomorphe Charakteristik der Kardinalsumme von
Konigschen Graphen ist eine blosse Zusammenfassung der homomorphen Cha-
rakteristiken einzelner Graphen.

4.13. Satz. Es seien F,(f,), G (q.), tel, » e K zusammenhingende Graphen.
Dann gilt
> F(f)— > Gg9,) = es gibt eine schlichte Abbildung ¢ der
tel xeK

Indizenmenge I auf K, sodass F (f,)— G )(g,) fir alle « € I gilt.
Beweis. Ist v ein Homomorphismus, der zF (f.) auf z G, (g,) abbildet

so muss nach 3.1, 4.7 und nach der Vora,ussetzung wWF (f, )} = G, (g,) fur ein
geeignet gewahltes » ¢ K gelten. Damit ist eine schlichte Abbildung ¢ der
Indizenmenge I auf K bestimmt, weil die Kardinalsumme von mindestens
zwel (nichtleeren) Graphen nach 4.5 nicht zusammenhéingend sein kann.

Nach 4.7 kann man jeden Graphen F(f) in der Form > F,(f,) ausdriicken,
1

wo F,(f,) zusammenhangende Graphen sind. Wenn wir also in (16) auf der
linken Seite statt des Homomorphismus den Isomorphismus voraussetzen
werden, so folgt aus 4.13 die Eindeutigkeit der Zerlegung in zusammen-

hangende Summanden der Kardinalsumme (bis auf Isomorphismus zwischen
den Summanden).
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4.14. Satz. Es sei X- eine der Eigenschaften der Relation R-, aR-, S-, antiS-,
aS- und T-. Dann ist die Kardinalsumme der X-Graphen wieder ein X-Graph.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus 4.1 und aus den Definitionen
der einzelnen Eigenschfaten.

5. Kardinalprodukt

Unter dem Kardinalprodukt der Graphen verstehen wir einen Graphen, der
bis auf Isomorphismus eindeutig bestimmt ist. In der folgenden Definition
setzen wir voraus, dass die betreffenden Graphen paarweise disjunkt sind.

5.1. Definition. Es seien die Graphen F,(f), vel, gegeben. Den Graphen
F(f), wo F =P F, und f folgende Bedingung erfiillt
vel

(oioios @iz n el o cos s w50 ) € T = L[y Bip 5mds (o vis Yis 50)] =1 <>
< flz,y] =1 firjedes tel,
nennen wir das Kardinalprodukt P F (f,) dgr Graphen F(f,), te I. Ist die Indi-

vel

zenmenge I endlich, bezeichnen wir die Operation des Kardinalproduktes mit dem
Symbol X .

(17)

m
Im endlichen Falle des Kardinalproduktes P F,(f;), kann man seine Relation
t=1
f durch die Bedingung
m
f[(xly xZ’ seey xn)) (y1> yz, " '." xn)] = Hft[xza y:] (18)

definieren.

5.2. Satz. Das Kardinalprodukt der Graphen ist allgemein kommutativ und
assoziativ und mit der Kardinalsumme auch vollstindig distributiv, d. h. es gilt

Pl sz sy e J] == 2¢ [PF, ox(fp)] (19)

el xyel, - @ed el
wo I, die Menge aller zweiten Indizen x, in Paaren , », ist und @ ist die Menge
aller eindeutigen Funktionen @, die jedem ¢ e I irgendein (i) e I, zuordnen.'?)

Beweis. Die Kommutativitdt und die Assoziativitdt des Kardinalproduktes
folgt unmittelbar aus der Definition 5.1. Wir wollen nur die Formel (19)
beweisen. Es sei F(f) bzw. G(g) der Graph, der auf der linken bzw. rechten
Seite in (19) steht. Nach der Voraussetzung, dass die Graphen F, ,(f,,) paar-

weise disjunkt sind, kénnen wir F = G voraussetzen. Ist nun =,y ¢ F, d. h.
= (e By o)y Y= Yp--)y WO 2, €F .. Yy eF,,, so gilb
flz,y] = 1 dann und nur dann, wenn %, = 1, und f,,[2,,,¥.,]=1 fir
jedes ¢ e I gilt (nach 4.1 und 5.1). Dann gibt es aber eine Funktion ¢ ¢ @, fiir

12) Uber die vollstandige Distributivitét siehe G. Birkhoff [1], S. 233 bzw. 208.
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die @(t) = %,, vel, gilt, sodass f, () [Z, o) Y. 0] = 1 fiir jedes cel, d. h.
glz, y] = 1 gelten muss und auch umgekehrt.
Die Rolle der Einser bei dem Kardinalprodukt spielt der Einselgraph.

5.3. Folgerung. Es set A™) bzw. B™ eine Inzidenzmatriz des endlichen
Graphen F(f) bzw. G(g). Dann st jede Inzidenzmatriz P® des Kardinalproduktes

F(f) x Q(g) vollstindig dquivalent mit dem direkten (KRONECKERSCHEN) Pro-
‘dukte beider Inzidenzmatrizen A™, B™, d. h. es ¢ilt

P®) &~ Am) X B™ , wo p=mn.13) . ) (20)

Beweis. Die Behauptung folgt nach 5.1 aus der Definition des Kronecker-
schen Produktes und aus der vollsténdigen Aquivalenz der Inzidenzmatrizen
der isomorphen Graphen.

Aus 5.3 folgt unmittelbar, dass ein endlicher Graph beziiglich des Kardinal-
produktes dann und nur dann wunzerlegbar ist, wenn keine seiner Inzidenz-
matrizen als direktes Produkt von mindestens zwei Inzidenzmatrizen des
Grades >1 betrachtet werden kénnen. Also jeder Graph, dessen Méchtigkeit
eine Primzahl ist, ist unzerlegbar. /

Es ist weiter klar, dass man jeden (endlichen) Graphen als Kardinalpro-
dukt von unzerlegbaren Graphen ausdriicken kann. Zum Unterschied von
der analogen Zerlegung beziiglich der Kardinalsumme, ist die Zerlegung
beziiglich des Kardinalproduktes im allgemeinen nicht eindeutig (bis auf

Isomorphismus der entsprechenden Faktoren) bestimmt, was aus folgendem
Beispiele folgt:

110 110 14)
110 x| 3 8l =000 x|}
000 000

5.4. Satz. Das Kardinalprodukt der homomorphen Bilder G ,(g,) der Graphen
F(f), vel, ist das homomorphe Bild des Kardinalproduktes P F (f,), d. h. es

vel
gilt
Fi(f.)—~ G.g) furjedes cel = PF(f)— PGg) - (21)

tel tel

Beweis. Es seien ¢,, ¢ ] die Homomorphismen, die F,(f,) auf G, (g,) ab;
bilden, und es sei ¢ die Abbildung der Menge P F, auf die Menge P @,, die

tel el

1%) Durch das Symbol x wird das direkte (Kroneckersche) Produkt der Matrizen
bezeichnet (siehe A. I. Malcev: Osnovy linejnoj algebry, S. 209). Das direkte Produkt der
Maitrizen ist nicht kommutativ. Fir die Inzidenzmatrizen folgt aus 5.2 die Kommuta-

tivitédt des direkten Produktes beziiglich der vollstéindigen Aquivalenz statt der Gleich-
heit der Inzidenzmatrizen.

14) In diesem Punkte unterscheidet sich das Kardinalprodukt vom Produkte der
Graphen im Sabidussischen Sinne (siehe G. O. SaBpUssI: On a multiplication of graphs,
S. 49, Bull. Amer. Math. Soc. 62 (1956)), trotzdem die Menge der nichtisomorphen
Grapben F(f), kard F < ¥,) auch einen kommutativen ,,Semiring*‘ mit Null- und Einsel-

element, beziiglich der Operationen der Kardinalsumme und des Kardinalproduktes,
bildet (vgl. weiter J. HasrT™MOTO [4]).
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folgendermassen definiert ist: ¢(...;z,,...) = (..., @.(2,), ...), Wo z, ¢ F, und
(--sy @, ...) e P F, Ist nun f bzw. g die Relation des Kardinalproduktes P ¥,

el el

bzw. P G, so gilt nach 5.1 und 1.1

el
.f["'; Ly "'): ("': Y "')] =1 ¢>'ft[xz, ?/;] =1= g;[%(%) ) <Pz(:'/‘)]
fir jedes ce I <= g[(...,p.(2), -..), (-e0s @(¥), --)] =1.

Daraus folgt sofort f[(..., ,, -..), (vves #is o+)] = Gl@(evos Zis o22)s Pleens Yo -.2)]
fir jede (..., 2, ...), (.-, Y., .-.) € P F,, d. h. ¢ ist ein Homomorphismus.
I

5.5. Satz. Es seien F, (f,), ¢ € I einfache Graphen, fir deren Knoten gilt, dass
. weder thr linker noch ihr rechter Grad gleich Null ist. Dann ist das Kardinal-
produkt P F (f,) ein einfacher Graph.

vel

Beweis. Setzen wir umgekehrt voraus, dass das Kardinalprodukt F(f) =
= P F(f,) nicht einfach ist, d. h. dass es nach 2.3 zwei solche Knoten a =

el
= (o0 @, ...), b=1(...,b,,...), a £ b, des Kardinalproduktes F(f) gibt, dass
fla, 2] = f[b, ] und auch f[z, a] = f[=, b] fiir alle z € F gilt. Dann gibt es einen
Index ¢e I, fiir den @, + b, ist. Aus der Einfachheit des Graphen F(j,) folgt
nach 2.3 die Existenz des Knoten ¢, e F,, fiir den mindestens eine der folgen-
den Ungleichheiten f,[a,, c¢,] * f,[b,, ¢.], f.lc., @1 # f.[c., b,] gilt. Wir kénnen
annehmen, dass z. B. f,[a,,¢] = 1 und f,[b, ¢,] = 0 gilt. Dann gibt es zwei
Mboglichkeiten: entweder gibt es zu dem Index x e I, » =+ i, einen Knoten
c,eF,, fir den f,[a,, c,] = 1 ist, sodass auch fla,c]=1, woc = (...,¢,...),
gilt, was aber ein Widerspruch ist, denn es muss f[b, ¢] = 0 sein; oder gibt es
einen Index » € I, » = u, fiir den f [a,, y,] = 0 fiir alle 5, € F,, gilt, was unserer
Voraussetzung iiber die Graphen F,(f,) widerspricht. Ahnlich kommen wir
zu einem Widerspruch auch in den iibrigen Fillen. Also muss das Kardinal-
produkt einfach sein. i
Es sei nun mit I(x) bzw. mit 7(z) der linke bzw. der rechte Grad des Knoten
z der Graphen F(f) bezeichnet. Dann nennen wir den Graphen F(f) halb-
reguldr bzw. regulir, wenn die Grade seiner Kmnoten folgende Bedingung
erfiillen j : (
z,yeF = l(») = Uy) und r(x) = r(y) (23)
bzw. :
z,yeF > Uz) = Uy) = r(@) = r(y) . (23)

5.6. Satz. Fir die Grade der Knoten des Kardinalproduktes P F,(f,) der
C el
Graphen F (f,), te I, gilt ‘ ' -
2=(...%,...)ePF(f), 2, e F, = lz) =[] Uz),, r(x) =T[rlz.). (24)
; . : el

el el

5.7. Folgerung. Das Kardinalprodukt der halbreguliren bzw. der reguldren
Graphen ist wieder ein halbregulirer bziw. regulirer Graph.
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