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AUTOMORPHISMEN GEORDNETER MENGEN

FRANTISEK SIK, Brno DT:519.52
(Bingelangt 9. Juni 1956)

In dem Artikel werden Gruppen der Automorphismen einer einfach
geordneten Menge M untersucht und es wird festgestellt, wie die
Eigenschaften der Automorphismengruppe die Struktur der Menge
beeinflussen und umgekehrt.

Einleitung

Ist eine einfach geordnete Menge I gegeben, dann versteht man unter
einem Automorphismus auf ¥ eine &hnliche Abbildung von M auf M. Die
Menge & aller Automorphismen auf MM bildet in bezug auf die natiirliche
Ordnung eine Verbandsgruppe (eine I-Gruppe). In der Regel untersuchen
wir nicht die Gruppe &, sondern irgendeine ihrer Untergruppen I” und aus den
vorausgesetzten Higenschaften dieser Untergruppe leiten wir Eigenschaften
der Menge I und die Struktur der Untergruppe I ab.

In § 1 werden die Beziehungen der Eigenschaften der Gruppe I" ohne Riick-
sicht auf die Struktur der Menge M studiert.

Ist e M, f e I, dann heisst die Vereinigung aller Intervalle mit den End-
punkten f(z), f~(x) (iiber alle natiirlichen n) ein Zyklus des Automorphismus f.
Der Zyklus heisst echt, wenn er mindestens zwei Elemente enthilt. Die Gruppe
I" ist monozyklisch, wenn jedes Element f ¢ I' hochstens einen echten Zyklus
besitzt. Unter IM(I") versteht man die Vereinigung aller echten Zyklen aller
feI. Hat ein f einen echten Zyklus 4, dann heisst der Automorphismus g,
der g(z) = f(z) fiir x ¢ A und g(z) = z fiir € A definiert ist, eine Phase des
Automorphismus f. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft («), wenn sie mit jedem
Element f, f + e, eine von Null verschiedene Potenz mindestens einer seiner
Phasen enthilt. Die Gruppe I heisst divergent, wenn zu den beliebigen Ele-
menten z, y e M(I"), z < y, ein solches f ¢ I' existiert, dass f(z) = y. Auf der
I-Gruppe I"sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:



a) I' ist monozyklisch, b) I' ist archimedisch geordnet und divergent,
c) M) ist ein Zyklus jedes Automorphismus =+ e aus I, d) I” ist einfach
geordnet und hat die Eigenschaft («) (Satz 3).

In § 2 beschiftigen wir uns vor allem mit den transitiven Gruppen der
Automorphismen. Gegenstand der Betrachtungen ist besonders die Struktur
der Menge M. Ist I eine transitive monozyklische Gruppe der Automorphismen
auf M und enthilt M mindestens zwei KElemente, dann ist I" dhnlich mit N
und je nach dem M einen Sprung oder keinen Sprung und keine Liicke enthilt,
ist I' isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen oder aller reellen Zahlen (Satz 8).

In § 3 werden die intransitiven Automorphismengruppen studiert. Ist 7'
ein System der Transitivitit der Gruppe I’, dann bedeutet I, die Gruppe
aller Autcmorphismen auf 7', die auf 7' durch die Automorphismen der Gruppe
I' induziert sind und I'* bedeutet die Gruppe aller Automorphismen aus /[,
die die Elemente ausserhalb 7' fix lassen.

I' sei eine archimedisch geordnete Gruppe der Automorphismen auf 9.
Dann sind alle echten Systeme der Transitivitit 7' der Gruppe I” untereinander
und mit der einfach geordneten Menge I" &hnlich und jede einfach geordnete
Gruppe I'; (fiir die echten 7') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I
(Satz 12). :

Ist I' eine archimedische I-Gruppe, die genau zwei echte Systeme der
‘Transitivitdit T, S besitzt, dann ist I" dann und nur dann einfach geordnet,
wenn I'" = (e) = I'S (Satz 14).

Zum Schluss dieser Einleitung méchte ich den Herrn L. R1EGER und M. SE-
KANINA danken, die bei der definitiven Redaktion dieser Arbeit durch ihre

Hinweise zur Vervollkomnung der Form und des Inhaltes derselben beige-
tragen haben °).

1

Die in dieser Arbeit beniitzten Begriffe der Theorie der I-Gruppen sind
gelidufig und insgesamt in [1], Kap. XIV, enthalten.

Unter M verstehen wir immer eine einfach geordnete Menge, unter einem
Automorphismus immer einen Automorphismus auf M und unter I" eine
Gruppe der Automorphismen auf M. Die Elemente der Menge MM nennen wir
Punkte. Die Verbandsoperationen und die Ordnung in M und in & (in der
I-Gruppe aller Automorphismen auf 9) bezeichnet man ohne Gefahr eines
Missversténdnisses gleich: V, A, <. Anstatt der Benennung ,.eine archi-

medisch einfach geordnete Gruppe beniitzen wir die kiirzere ,.eine archi-
medisch geordnete Gruppe®.

%) Siehe Anaterkung ') zum Satze 3 und Anmerkung 3) zum Satze 6.
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Definition. Unter einem Zyklus des Automorphismus f auf der Menge IN
18t die folgendermassen definierte Menge A c I zu verstehen: man wihlt ein

zeM;
a) Ist f(x) = «, dann A = (x);

n - -

b) Ist f(z) > x, dann A = G Elf1x) =y < f**Y=z); y ¢ M];
@« Y

c) Ist f(x) < z, dann A = G Elfvz) =y < f*Hx); y e M).

ne—w Y

Es ist klar, dass fiir ein beliebiges z ¢ A im Falle b) f(z) > z, ¢) f(z) < =
gilt und dass der Zyklus, der durch die oben eingefiihrte Methode mit Hilfe
des Elementes z ¢ 4 erzuegt wird, wiederum gleich A ist. Weiter ist offenbar,
dass das System aller Zyklen des Automorphismus f eine Zerlegung auf M
bildet. Daraus folgt f(4) = A.

Wie bekannt, ist die Menge ® aller Automorphismen der einfach geordneten
Menge M eine I-Gruppe ([1], XIV, § 2, Auf. 4). Die teilweise Ordnung ist
auf @ folgendermassen definiert f < g<=f(x) < g(x) fiir alle x ¢ M. Fiir die
Verbandsoperationen gilt also (fvg)(z) = f(z) Vv g(=), (f A g)(x) = f(x) A g(x).

Wenn im Weiteren von der Ordnung einer Gruppe der Automorphismen
auf M gesprochen wird, werden wir darunter immer die oben eingefiihrte
natiirliche Ordnung verstehen.

Der Buchstabe & wird in der ganzen Arbeit fiir die Gruppe aller Auto-
morphismen auf I vorbehalten. '

In den folgenden Betrachtungen beschiftigen wir uns stets mit den Unter-
gruppen der Gruppe &. Unter einer I-Gruppe I" der Automorphismen versteht
man immer eine [-Untergruppe in &, d. h. eine solche Untergruppe in &, fiir
die gilt: f,gel'=>fvgel,fagel.

I sei eine Gruppe der Automorphismen auf M.

Definition. Jeden Punkt xe M, der ein Fizpunkt jedes Automorphismus
aus I' ist, wollen wir als einen stabilen Punkt der Menge MM (vn Bezug auf I)
bezeichnen.

Die um die stabilen Punkte (in bezug zu I") verkleinerte Menge I bezeichnet
man M(I"). Wir bemerken, dass M(I") entweder leer ist oder wenigstens zwei
Punkte enthalt. '

Definition. Die Gruppe I ist tramsitiv auf der Menge Q c M, wenn 2u jedem
x, Y € Q ein f e I existiert, so dass f(x) = y.
Die Gruppe ist transitiv, wenn sie transitiv auf N vst.

Wir bemerken, dass die Menge TR keine stabilen Punkte in bezug auf I”
besitzt, wenn I transitiv (auf M) und I" =+ (e) ist.

Definition. Zwei Automorphismen f, g sind gleich orientiert, wenn fir ein
beliebiges x € M gili: f(x) > = = g(x) = =; 9(x) > z = f(x) = =.



Satz 1. Die Gruppe I" der Automorphisimen set tramsetiv aef INIL). I 2st dann
und nur nur dann einfach geordnet, wenn die konjugierten Elemente aws I" gleich
orientiert sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es seif, g € I”, ¢ ein solcher Punkt
aus M, fir den f(z) > g(x). Bs geniigt zu zeigen, dass fir ein beliebiges
ye M) fly) = g(y) ist. Es gilt g~ f(z) > 2. Weil z kein stabiler Punkt ist,
existiert ein % e I, so dass hA(z) = y. Da das Element A'g-'fh gleich orientiert
mit dem Elemente g-'f ist, gilt A-'g~fh(z) = x. Also fi(a) = gh(x), weiter
f(y) = g(y) und endlich f > g¢. Eine dhnliche Erwigung gilt fir f(x) < g(z).

Notwendigkeit der Bedingung. Es sei fe I Fiir ein 2 ¢ M sei f(2) > 2.
Es ist zu beweisen, dass fiir ein beliebiges g ¢ I" g7'fg(x) == gilt. Da f > e
(e = das Einheitselement der Gruppe I'), gilt f(y) = y firr alle z7¢ M. Daher
fir y = g(z) gilt g7fg(z) = g7'g(x) = =.

Es sei g~'fg(x) > x fiir ein 2 ¢ M. Dann ist flg(x)] > gla). Wei I' einfach
geordnet ist, gilt f > e, also f(z) > =.

Korollar. Die abelsche awf (I) transitive Gruppe I ist eznfack geordnet.

Satz 2. Ist die Gruppe I' einfach geordmet, dann sind zwez thre Elemente
dann und dann gleich orientiert, wenn beide = e oder beide < e sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es seif, g € I",f = ¢, g = e. Daher
flx) = x, g(x) = x fir alle x ¢ M. f und ¢ sind also gleich orientiert. Ist f < e,
g = e, dann f(x) =<z, g(z) < z fiir alle x € M. Offenbar sind f und ¢ wieder
gleich orientiert.

Notwendigkeit der Bedingung. Es seien f, ge I' gleich orientiert.

1. Es sei f > e. Es ist zu beweisen, dass g =e. Ist hingegen ¢ < e, dann
existiert ein y € M, so dass g(y) < y. Dabei f(y) = v, denn teils
f>e= fly) =y, teils f(y) > y= g(y) = y. Bezeichnen wir mit B den das
Element y enthaltenden Zyklus des Automorphismus g.

Fiir das Element & = gf gilt: es existiert ein Punkt 2z e I2, so dass f(z) > «;
daher f[f(x)] > f(z); da f und g gleich orientiert sind, gilt g[f(2)] = f(z); also
h(z) > « und daher k > e. Fiir den erwihnten Punkt y gilt h(y) = ¢[f(¥)] =
=4g(y) <y, also h<e, was einen Widerspruch beinhaltet. Also g = e.

2. Essei f <e. Dann g > e= [ = e, was ein Widerspruch ist. Der Beweis
ist ahnlich dem vorigen.

3. Ist f = e, so ist die Richtigkeit der Behauptung offenbar.

Definition. Der Automorphismus f auf M heisst monoeyklisch, wenn er hich-
stens einen echten Zyklus besitzt.

Die Gruppe I' heisst monozyklisch, wenn jeder Automorphismus f ¢ " mono-
zyklisch ist.

Wir bemerken, dass die Menge A aller monozyklischen Automorphismen
auf M keine Gruppe sein muss. Als ein Beispiel hierfiir dient die Menge aller
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monozyklischen Automorphismen auf der einfach geordneten Menge aller
reellen Zahlen.

Beweis. Sind «, f reelle Zahlen > 0, dann sind die Abbildungen f und g
definiert: f(z) = ax fir 2 £ 0, f(x) =« fir x > 0, g(z) =2 fir x <0,
g(x) = Bz fiir x > 0; es sind offenbar Automorphismen auf der einfach geord-
neten Menge aller reellen Zahlen. f und ¢ sind monozyklisch, wéhrend fg es
nicht ist.

Definition. Unter Phase des Automorphismus f wollen wir einen solchen Auto-
morphismus h verstehen, der auf einem einzigen echten Zylklus des Automorphismus
| identisch mat | ist und der die ibrigen Punkte festhilt.

Definition. Die Gruppe der Automorphismen hat die Higenschaft (), wenn
ste mit jedem FElemente + e eine von Null verschiedene Potenz. einer seiner
Phasen besitzt.

Definition. Die Gruppe I' der Automorphismen heisst divergent, wenn zu den
beliebigen x, y €« ('), x < y, ein f e I' so existiert, dass f(x) = v.

Satz 3. Die folgenden Eigenschaften der Gruppe I' der Automorphzsmen
sind dquivalent:

a) I' ist monozyklisch;

b) I ist archimedisch geordnet und divergent;

¢y M(I") st ein (einziger echier) Zyklus jedes Elementes fe I, | + e:

d) I ist esnfach geordnet und hat die Eigenschaft (o).%)

Beweis. a=b. 1. Jede monbzyklische Gruppe ist einfach geordnet. Existiert
namlich ein f e I, f || e, dann existieren die Punkte x, y ¢ M, so dass f(z) < z,
f(y) > y; der Automorphismus hat also mindestens zwei echte Zyklen. was
ein Widerspruch ist.

2. Wenn I' nicht archimedisch wire, dann existierten Elemente f, g e I,
fiir die ¢ < f» < g fiir alle natiirlichen n gelten wiirde. Bezeichnen wir mit 4
den (einzigen) echten Zyklus des Automorphismus f. Nach der Voraussetzung
gilt fiir jedes y e A g(y) € 4; daraus folgt fg(y) = 9(y), g~ f9(y) = y, also ist

g7 fg auf A fix.

Der echte Zyklus C des Automorphismus g7 fg (97fg + e!) muss also ausser-
halb A liegen. Das widerspricht aber der Tatsache, dass I" monozyklisch ist;
z. b. der Automorphismus g-fgf hat zwei echte Zyklen und zwar C' und 4
(der Automorphismus f lésst C, der Automorphismus g-'fg lasst A punktweise
fix). Dieser Widerspruch beweist, dass I” archimedisch ist.

3. Die Gruppe I' ist divergent. Wenn némlich fiir zwei gewisse Punkte
x,y e MI), z <y, h(x) < y fiir alle h e I gelten wiirde, dann wiirden offenbar
solche Automorphismen f, g'e I" existieren, dass f resp. g fest im Punkte y

1) Die Behauptung a => b hat L. RIEGER abgeleitet.



resp.  und nicht im Punkte x resp. y sein wiirde; mindestens einer der Auto-
morphismen fg, fg-* hat dann zwei echte Zyklen; das ist ein Widerspruch.

b= c. Da die Automorphismen f, f-* dieselbe Zyklenzerlegung besitzen,
kann man sich auf die Automorphismen > e beschrinken. Es sei also f > ¢,
g > e. Es existieren solche natiirliche Zahlen m, n, dass f» > g, g* > f; also
gilt fom > g%, gt > f* fiir jedes natiirliche k. Es gilt also ff™(x) = g*(x),
g**(z) = f¥(z) fiir ein beliebiges z ¢ M und die umgekehrten Ungleichungen
fir die negativen ganzen Zahlen k. Daher haben die Automorphismen f, g
und also alle Automorphismen =+ e dieselbe Zyklenzerlegung. Aus der Diver-
genz und aus dem vorher gesagten folgt, dass M(I") der gemeinsame echte
Zyklus aller Automorphismen =+ e ist.

c=>d. I' ist nach der Voraussetzung monozyklisch, also einfach geordnet
(siehe den Anfang des Beweises a = b). Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (),
denn jeder Automorphismus # e aus I" ist offenbar seine einzige eigene Phase.

d=> a. Es sei f eI, f habe zwei echte Zyklen. g sei eine Phase des Auto-
morphismus f und fiir ein ganzes n =+ 0 sei g” ¢ I'. Bezeichnen wir mit 4 den
echten Zyklus des Automorphismus g, mit B den echten Zyklus des Auto-
morphismus f, fiir den 4 0 B= ¢. Der Automorphismus A = g"f?g—™ hat
zwei echte Zyklen 4, B (denn frg— resp. g ldsst 4 resp. B punktweise stehen);
das ist ein Widerspruch.

Anmerkung. In dem Beweise b = ¢ wurde die folgende Behauptung
erwiesen:

In der archimedisch geordmeten Gruppe I' haben alle Automorphismen =+ e
dieselbe Zyklenzerlegung.

2

In diesem Paragraphen beschiftigen wir uns mit den transitiven Gruppen
der Automorphismen auf IR.

Definition. I' sei eine Gruppe der Automorphismen auf M.

a) M ist von oben schwach vollstindig beziglich I', wenn zu jeder von oben
beschrankten Menge der Automorphismen {f,} c I' der Punkt V[f( )] fiir jedes
x € M in M existiers.

b) M ist von unten schwach vollstindig beziglich I', wenn zu jeder von unten
beschrankten Menge der Automorphismen {f,} c I' der Punkt A[f (x)] fir jedes
x € M i M exastrert.

c) M ist schwach vollstindig beziiglich I', wenn sie von oben und von unten
schwach vollstimdig beziiglich I ist.

d) M ist (von oben, vom unten) schwach vollstindig, wenn sie (von oben, von

unten) schwach vollstandig beziiglich der G'rmope & aller Automorphismen auf
IM ist. ;

o



Es ist offenbar, dass die bedingt vollsténdige Menge I schwach vollstéindig
ist. Die Umkehrung muss nicht gelten. Als ein Beispiel dient die Menge I
vom Typus w @ w*. Der einzige Automorphismus auf 9 ist der identische.
Also ist 90 offenbar schwach vollstandig. Sie ist aber nicht bedingt vollstéindig,
denn die Menge vom Typus o resp. o* ist eine von oben resp. von unten
beschrinkte Untermenge in M und trotzdem existiert ihr Supremum resp.
Infimum in 9 nicht.

Anmerkung A. I set eine transitive und einfach geordnete Gruppe. IM ist
bezaglich I' (von oben, von unten) schwach vollstindig dann und nur dann, wenn M
litckenlos ist.

Beweis. M sei z. B. von oben schwach vollstindig beziiglich I". 9% habe
eine Liicke 4, B. Wahlen wir b ¢ B; zu dem beliebigen @ ¢ A existiert ein f, ¢ I
so, dass f,(b) = a. Da a < b, ist f, < e, also ist das System aller f, von oben
beschrankt. Also existiert V [f,(b)] = V «. Dann aber hat die Menge A4 das

aecd aed
Supremum, was ein Widerspruch ist.

M habe keine Liicke und sei {f,} c I, f, < f fiir alle ». Wihlen wir z ¢ M.
Hat das System {f,(z)} kein Supremum, dann ist die Menge aller b ¢ M, fiir
die f,(x) < b fiir alle », nicht leer [f,(z) =< f(z)] und bildet die obere Klasse
eines Schnittes, die eine Liicke ist, was einen Widerspruch ergibt. Der Beweis
der Anmerkung A ist erbracht.

Bemerken wir noch, dass die Nichtexistenz der Liicken in 9 dquivalent
mit der bedingten Vollstdndigkeit der einfach geordneten Menge I ist.

Hilfssatz 1. f sei ein Automorphismus auf einem Verbande S, {z,} ¢ S. Wenn
Vz, existiert, dann existiert V[f(z,)] und es gilt f(Vz,) = V[f(z,)].- Der duale
Satz gilt auch.

Beweis. Wenn Vz, existiert, dann gilt f(Vz,) = f(z,) fir alle v. Wenn
V[f(z,)] existiert, dann gilt f(Vz,) = VIf(z,)]= Vz, = [{V[f(z,)]} =
= V[7f(z,)] = Vz,, also f(Vz,) = V[{(z,)].

Wenn V[f(z,)] nicht existiert, dann folgt aus der Relation f(V=z,) = f(z,)
fiir alle » die Existenz eines solchen Elementes y ¢ S, dass f(Vz,) > v > f(=,)
fir alle ». Daher ist Yz, > f(y) > f~f(w,) fiir alle». Also Yz, > f(y) = V=z,;
was einen Widerspruch bedeutet. Der Satz ist bewiesen. Den dualen Satz
beweist man dhnlich.

Satz 4. Isteine der folgenden Bedingungen 1, 2, 3 fiir jede von oben beschrinkte
Teilmenge {f,} der Gruppe I' der Automorphismen auf M erfullt, dann sind
auch die @brigen Bedingungen erfallt. I' ist eine vollstindige I-Gruppe wnd fir
die in den Bedingungen 1 und 2 definierten Abbildungen s und t qilt s = Vf,,
t= AT _

~



Die Bedingungen 1, 2, 3 lauten:
1. M ist von oben schwach vollstindig beziglich I' und die Abbildung
s(x) = VI[f,(2)] ist ein Automorphismus auf M.

2. M 4st von unten schwach vollstindig beziglich I" und die Abbildung
tx) = Alf; ()] ist ein Automorphismus auf M.

3. 9)2’ 1st schwach vollstindig beziiglich I' und es gilt
V(AL @D} = A, (VIFu(@)])} fir ein beliebiges = « M.
» o » “

Beweis. 1= 2. Wir beweisen, dass s = V/,. Nach der Definition des s(x)
gilt nimlich s = f, fiir alle ». Ist fiir ein fe I" f = f, fiir alle », dann gilt fiir
ein beliebiges z ¢ M f(z) = f,(x), also f(x) = V[f,(x)] = s(z). Daher ist f = s;
also s = Vf,. I'ist also eine vollsténdige [-Gruppe und es gilt s = Vf,.

Die Menge {f '} ist von unten beschrinkt. Wir beweisen, dass A[f, ()]

fiir jedes « e M existiert und dass fiir die Abbilduﬁg t(x) = Al @)t = Af "

gilt. Bezeichnen wir ¢ = A/ '. Dann gilt q(x) </, (2) fiir alle » und alle
z € M. Wenn A[f,}(x)] fiir ein x = x, nicht existiert, dann existiert ein solches

ye M, dass g(zy) < y < f, (x,) fiir alle » ist. Daher z, < g7(y) = s(y) und
weiter f,(y) < x, fir alle », also s(y) = V[/,(¥)] = z,. Daher z, << s(y) = z,,
was ein Widerspruch ist. A[f; (z)] existiert also fiir alle 2 ¢ M und M ist von
unten schwach Vollstéi,ndig beziiglich I'. Es bleibt zu beweisen, dass ¢ = ¢.
Es gilt q(x) < Al (x)] fir alle e M. Ist q(z,) < Alf,'(%)]  fiir ein
x = x,, dann gilt z, = ¢7g(zo)] = (Af, )‘1[9 xo)] < (VIXAL @]} =

= V{LIATF @)D} = VAL ) 20)] = %o Dio letzte Gleichung folgt aus
v n »
dem Hilfssatze 1. Die letzii",e Ungleichung folgt daraus, dass A[(f.f, H(ze)} = 2o

fiir jedes » gilt, weil (f,f,*)(%,) = 2, ist. Der Widersprueh,[ zu welchem wir
gelangt sind, bestétigt, dass q(x) Al ()] = t(z) fiir alle z e M ist. Da.her
gilt t = Af; " -

So ist die Giiltigkeit der Bedmgung 2 bestétigt. Gleichzeitig sieht man a,uch
die Giiltigkeit der Behauptungen von der Vollstindigkeit der I-Gruppe I’
und von den Abbildungen s und . Schliesslich ist bewiesen, dass I schwach
vollstandig beziiglich I ist.

2 = 1. Man beweist dual.

1= 3. Vorher wurde bewiesen, dass aus der Voraussetzung 1 die schwache

Vollstandigkeit der Menge R beziiglich I", die Vollstandigkeit der I-Gruppe I’

und die Relationen s =.Vf, = Af;* = s folgen. Wir erhalten fiir ein

beliebiges z € M: & = s[t(z)] = V{L(ALf; (@)D}, © = ts(2)] = A{f, (VI
4 B ’

» “
Dadurch ist die Bedingung 3 bestitigt.
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3 = 1. Aus dem Hilfssatze 1 folgt fiir ein beliebiges z ¢ M
= Y{A[(fp.f' @)} = V{f A[f,, @)} = A{f V[fu(x)])} ==

= A{V[(fv 'f)(@)])} = x. Daher st V{fv(A[fp( Wy =2z= A{f, (V[f,;(ﬂ«)] } fiir
ein belleblges ze M. Die Abb]ldungen s(x) V[f,,(x)] Ulld t(x) Al

bilden M in M ab. Nach dem vorher gesagten ist s[i(z)] == z [s(x)].
Die Abbildungen s und ¢ sind eineindeutig: ist z. B. #(z) = {(y), dann ist
x = s[t(z)] = s[t(y)] = y. Ahnlich fiir s. Weil s und ¢ offenbar zwei isotone
Abbildungen sind, wird der Beweis der Behauptung erbracht werden, wenn
wir beweisen, dass s(M) = M, {(IM) = M. Aus der fiir alle 2 ¢ M geltenden
Beziehung x = s[t(z)] folgt M = s[{(M)]. Also bildet s die Menge #(IN) auf M ab.
Daraus folgt, dass s die Menge M auf M abbildet, d. h. (M) = M. Weil s
eineindeutig ist, muss #(IM) = M gelten. Also sind s und ¢ Automorphismen
auf M und die Behauptung 3 =- 1 ist bewiesen. Dadurch ist der Beweis des
Satzes 4 erbracht.

Satz 5. Eine einfach geordnete Menge N mit einem Sprung ist vom Typus
w* @ o dann und nur dann, wenn auf M eine archimedisch geo'rdnete transitive
Gruppe I" von Automorphismen existiert.?)

Beweis. M sei vom Typus w* @ w. Reprisentieren wir M mit Hilfe der
einfach geordneten Menge aller ganzen Zahlen. Die Menge aller ganzen Trans-
lationen hat offenbar die verlangten Eigenschaften.

Umgekehrt sei die Bedingung des Satzes erfiillt. M habe einen Sprung
b < a (e beM). Wihlen wir ein beliebiges z ¢ M. Ein f ¢ I" existiert so, dass
f(b) = x; dann ist f(a) = y > z. Die Punkte x und y sind benachbart. Also
hat ein beliebiges x ¢ M einen unmittelbaren Nachfolger. Ahnlich beweist
man, dass « einen unmittelbaren Vorginger besitzt. Daraus folgt, dass die
Menge M kein erstes und kein letztes Element besitzt. Wenn zwischen irgend-
welchen zwei Punkten 2, y ¢ M (z < y) eine unendliche Punktfolge existierte,
dann kénnte man eine unendliche Folge nacheinander gehender Punkte
< << ... <%, <..<y und solche Automorphismen f, gel’
finden, dass f(z) = z;, g(x) = y gelten wiirde; daraus folgt f*(z) = 2,, " <g
fiir ganze » > 0, also gilt f = e, was einen Widerspruch ergibt. Also ist I
vom Typus o* @ .

Mit v bezeichnet man den Typus einer einfach geordneten Menge, auf der
eine transitive Gruppe von Automorphismen existiert.

Satz 6. Eine einfach geordnete Menge IM mit einem Sprung ist vom Typus
7O (0* @ ) dann und nur dann, wenn auf M eine transitive Gruppe I von
Automorphismen existiert.?) 3)

%) @ resp. O ist das Zeichen der Ordinalsumnme resp. des Ordinalproduktes, [1], T, § 8.
3) Dsr Autor des Satzes 6 ist M. SERANINA.



Beweis der Notwendigkeit.  sei eine einfach geordnete Menge vom Typus 7, .
R vom Typus o* @ w und M vom Typus 7 O (0* @ ). M ist die Menge
der geordneten Paare (X, z), wo X € Z, z ¢ R ist. 4 resp. I" sei eine transitive
Gruppe von Automorphismen auf ¥ resp. auf R. Wir konstruieren eine auf M
transitive Gruppe von Automorphismen. Es sei (X, z) eM, (Y, y) e M. Ein
F ¢ A und ein f e I existiert derart, dass F(X) = Y und f(z) = y. Definieren
wir auf M eine Abbildung (F, f): (F, )X, z) = (F(X), f(x)) = (Y, y). (F,])
ist offenbar ein Automorphismus auf I und die Menge aller (7, f) ist die
transitive Gruppe von Automorphismen auf M.

Die Bedingung ist hinreichend. Ahnlich wie in dem Satze 5 beweist man,
bass jeder Punkt in N einen unmittelbaren Nachfolger und einen unmittel-
daren Vorginger hat. Definieren wir auf I eine Aquivalenz ~ : 2 ~ y <=>das
Intervall zwischen den Elementen z, y ist eine endliche Menge. Die Menge I
zerfallt offenbar in konvexe Klassen insgesamt vom Typus o* @ w. Diese
auf eine ersichtliche Weise geordnete Zerlegung (bezeichnet man sie M)
besitzt eine transitive Gruppe der Automorphismen, wie wir beweisen. Jedes
f € I' induziert auf M einen Automorphismus F: ist fiir 2, ye M f(x) =y,
xeXeM ye¥ ¢ M, definieren wir F(X) = Y. F ist eine Abbildung. Ist
niamlich z, ¢ X, f(z;) = ¥, dann ist ¥, ¢ ¥, weil zwischen z und =z, eine endliche
Zahl der Punkte aus M liegt, also ist auch zwischen y und y; nur eine endliche
Zahl der Punkte aus M. Es ist klar, dass F ein Automorphismus auf I ist
und dass die Menge aller F eine transitive Gruppe von Automorphismen auf I
bildet. Ist IM vom Typus 7, dann ist IM offenbar vom Typus 7 O (0* @ w).

Im Weiteren benutzen wir die folgenden Eigenschaften der Gruppe I" der
Automorphismen:

a) I ist monozyklisch;

b) I' ist archimedisch geordnet;

c) MI") ist ein (einziger echier) Zyklus jedes Elementes = e;

d) I'ist esnfach geordnet und besiizt die Eigenschaft ();

e) I'.ist kommutativ und transittv auf M(T).

Anmerkung B. Hat die Gruppe I' irgendeine von den Eigenschaften
a) bis e), dann gilt fiir f, g e I": f(x) = g(z) fireinz e MI) = f = ¢.

Beweis. Die Eigenschaften a), c), d) sind nach dem Satze 3 dquivalent.
Nach c¢) hat kein Element = ¢ einen Fixpunkt in (I"). Daraus und aus der
Beziehung g-'f(z) = x fiir einen Punkt z € M(I") folgt g-1f = e. Also ist f = g.

Besitzt I" die Eigenschaft b), dann haben nach der Anmerkung hinter dem
Satze 3 alle Elemente == e aus I" dieselbe Zyklenzerlegung, also liegt in IM(I")
kein Fixpunkt des Elementes =+ e aus I". Weiter wie in ¢).

Hat I' die Eigenschaft e), zeigen wir, dass fe I, f & e, in M(I") keinen Fix-
punkt besitzt. Ist namlich f(x) = x ¢ M(I"), dann existiert fiir y ¢ M(I") ein
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solches g e I', dass g(z) = y. Dann gilt gf(x) = g(z); aus der Kommutativitit
folgt weiter fg(x) = g(z), so dass f(y) =y gilt; offenbar gilt f(y) =y fiir
y € M), so dass f = e. Der Rest des Beweises stimmt mit dem Falle c) iiberein.

Hilfssatz 2. Ist eine abelsche Gruppe I tromsitiv auf (), dann st I' (beziig-
lich der Ordnung) dhnlich zu M(I).

Beweis. Wahlen wir ein festes x ¢ M(I"). Ist f e I', dann ist die Abbildung
¥, die durch die Gleichung ,(f) = f(z) definiert ist, nach der Anmerkung B
die gesuchte Ahnlichkeit. (Ein ausfiihrlicherer Beweis: 3, ist eineindeutig:
f() = pu(f) = vul9) = 9(2) = f = g5 v, bildet I' auf M(I") ab: zu jedem
y e M) existiert ein fe I" so, dass f(z) = y gilt, also gilt p.(f) = y; w, ist
isoton: f = g= f(2) = g(2) = p.(f) = v.(9).)

Hilfssatz 3. H sei eine Uniergruppe der additiven Gruppe aller reellen Zahlen G.
Hat H keinen Sprung und keine Licke, dann ist H = @.

Der Beweis ist ersichtlich.

Definition. Die Gruppe I' hat die Eigenschaft (B), wenn: f, gelI, | + g,
f(x) = g(x) fur ein x e M= f(x) = = = g(x) gilt.

Anmerkung C. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (), wenn sie eine von
den Eigenschaften a) bis e) besitzt.

Die Behauptung folgt aus der Anmerkung B.

* Satz 7. I sei eine transitive einfach geordnete Gruppe von Awutomorphismen
mit der Eigenschaft (B). M sei liickenlos und besitze mindestens zwei Punkte.
Dann ist I' isomorph der einfach geordmeten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen bzw. aller reellen Zahlen, je nach dem, ob M einen Sprung bzw. keinen
Sprung hat. In beiden Fillen ist I' (beziiglich der Ordnung) dhnlich zu M. Fir
eine beliebige von oben beschrinkte Menge {f,} C I und fir ein beliebiges x ¢ M
gilt (V1,)(@) = VIi,@)], (AF;)E@) = Alf @)

Beweis. {f,} sei eine von oben beschrinkte Untermenge der Gruppe I’
und es sei f, < h e I fiir alle v. Wir beweisen die Existenz des Supremums der
Menge {f,} in I. Wahlen wir ein beliebiges y ¢ M. Bezeichnen wir f,(y) = ,.
Weil A1 < f71 gilt, existiert A[f7'(y)] = A%, = %,. Aus der Transitivitit
folgt die Existenz des Elementes g, € I', so dass g,(z,) = y ist.

Ist z, < , fiir ein », dann gilt g, '(y) =z, <, = f,(y), also ist g;* < f,7,
d. h. g, > f, fiir das zugehorige ».

Ist x4 = =, fiir ein u, dann ist‘:. fu(2e) = g4(x¢) = ¥, also folgt aus der Eigen-
schaft (8) fiir das betreffende u: entweder ist f, = g, oder ist z, (= y) ein
Fixpunkt fiir f, (und selbstverstéandlich auch fiir g,).

Bezeichnen wir mit M die Menge aller y, fiir die z, = x,, f, > g, gilt.

Ist M = ¢, dann ist g, = f, fiir alle u. ()
Ist M = ¢, dann haben f, und g, den Punkt y (= z,) als Fixpunkt (fiir
alle ue M). _ (2) -
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I. Existiert ein f,, f, = ¢, dann ist es moglich — wenn wir die Existenz des
Supremums der Menge {f,} untersuchen — sich nur auf die f, zu beschranken,
fiur die f, = e ist. Es sei also f, = e fiir alle ».

Ta. Ist f, = e fiir alle », dann gilt offenbar VYf, = e.

Ib. Existiert ein f, > e, dann kann man voraussetzen, dass f, > e fir
alle ». Wahlen wir beliebig (aber fest) ein y ¢ T(I"). Wir beweisen zuerst, dass
g, = [, fir alle v gilt. Weil f, > e fiir alle », so gilt 2o <z,=f, Y y) = y-
Tritt der Fall (2) (d. h. M &+ 0) ein, dann ist y = @, also ist der Punkt y
(= x, = @,) ein Fixpunkt fiir alle ». Aber das widerspricht der Wahl des
Punktes . Also tritt nur der Fall (1) ein (d. h. M = §), also gilt g, = f, fiir
alle ».

Wir zeigen, dass g, = Vf, ist. Es sei f = f, fiir alle ». Dann ist 2 = f, ',
also gilt f1(y) < 1,7 (y) = z,; daber ist f(y) < Az, = 2z, d. h. f(zy) = y.

Ist f(zo) > y = g,(%,), dann ist f > g,.

Ist f(zy) =y = g,(®,), dann ist nach (B) entweder f= g, oder { und g,
haben in z, einen Fixpunkt (und selbstverstindlich ist 2, = ¥). In dem zweiten
Fall gilt 2y < z, = {, () < y = =2, fiir alle », also ist f,(y) =y, d. h. alle §,
besitzen in y einen Fixpunkt. Aber das widerspricht der Wahl des Punktes .
Also ist immer f = g,. Daher gilt. g, = Vf,-

II. Essei f, <<e firalley. Dannistz, = f;'(y) =y, alsogilt 2, = Az, = ¥.

Wahlen wir einen echten Zyklus von jedem Elemente f, und bezeichnen
mit IT den Durchschnitt dieser Zyklen.

Ist IT = @ bei beliebiger Wahl der Zyklen, dann gilt ¢ = Vf,. Existiert
namlich ein solches f < ¢, dass f, < f fiir alle » ist, dann wéahlen wir den Punkt
red (A = ein echter Zyklus des Automorphismus f). Es gilt f(2) < = und
daher f(z) < f(z) < x; also ist » der gemeinsame Punkt der echten Zyklen
aller f, und das ist unmoglich. Daher gilt ¢ = V7,.

Ist bei einer Wahl der Zyklen II = ¢, dann gilt fiir ein beheblges y e ll,
dass kein f, in ¥ den Fixpunkt hat. Fiir dieses y kann der Fall (2) nicht eintreten,
also tritt der Fall (1) ein und daher ist g, = f, fiir alle ».

Wir beweisen, dass V/, existiert.

ITa. Wennein fel, e > f = f, fiir alle v, nicht existiert, dann gilt offenbm
e = Vf,.

ITb. Setzen wir die Existenz eines solchen Elementes fe I' voraus, dass
e > f = f, fiur alle » ist. Wahlen wir einen echten Zyklus A des Automorphis-
mus f. Fiir ein beliebiges = ¢ A und fiir alle » gilt offenbar f¥(z) = f*(») fiir ein
beliebiges ganzes positives k& und f¥(z) < f¥(x) fiir ein beliebiges ganzes nega-
tives k. Daraus folgt, dass jeder Automorphismus f, einen echten Zyklus' 4,

hat, fiir den 4, D 4. Daraus folgt, dass fiir ein II die Relation IT D A4 gilt. Wah-
len wir ein y € A.
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Firallev gilt f = f,= 1< f,7 = f4y) < £, (y) = =,; also ist
fy) = Ax, = x,. Daher ist f(z,) = y. Ist f(z) >y = g,(x,), dann gilt
i > g, Ist f(z) = y = g,(x,), dann gilt nach (B) entweder / = g, oder f und g,
haben in z, (= y) einen Fixpunkt. Der zweite Fall kann nicht eintreten,
weil j keinen Punkt seines Zyklus 4 und also auch nicht y fiir einen
Fixpunkt hat. Also ist immer f = g,. So ist auch im Falle ITb bestéitigt, dass
9, = Vf, gilt.

Es ist bewiesen, dass I” eine vollsténdige einfach geordnete Gruppe ist. Also
ist I" archimedisch und nach dem Hahnschen Satze (siehe [3]) isomorph mit
einer Untergruppe der einfach geordneten additiven Gruppe reeller Zahlen.
Nach dem Hilfssatze 2 ist I" 4hnlich za M.

Hat M (und also auch I') einen Sprung, dann ist nach dem Satze 5 M
(und also auch I') vom Typus o* @ . Wie man leicht beweist (siehe z. B. [4],
Theorem 2.4), ist I" isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe
aller ganzen Zahlen.

Wenn 9 (und also auch I') keinen Sprung besitzt, dann ist M, nach dem
Hilfssatze 3, isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller
reellen Zahlen.

Wenn wir die Bezeichnungen aus dem Beweise des Hilfssatzes 2 beniitzen,
¢gilt fiir eine von oben beschrinkte Untermenge {f,} C I" und fiir ein beliebiges
vedR: V[f,(x] = V[%(f,] = yo(Vf,) = (V},)(@) (siehe auch den Hilfssatz 1).

Aus dem Satze 4 folgt dann A[f,, @)1 = (Af,})(@). Der Satz 7 1st bewiesen.

Wesentlich ist im Satze 7 d1e Forderung der Liickenlosigkeit des M. Ein
Beispiel gibt die einfach geordnete Menge I aller rationalen Zahlen. Die
Gruppe I aller rationalen Translationen auf I ist einfach geordnet und weil
sie abelsch und transitiv ist (die Eigenschaft e)), so hat sie auch die Eigenschaft
(B) (siehe die Anmerkung C). Aber I ist nicht &hnlich zu der einfach geordneten
Menge aller reellen Zahlen, wie aus dem Satze 7 folgen wiirde, wire die Liicken-
losigkeit von M im Satze 7 nicht vorausgesetzt.

Satz 8. I sei eine transitive Gruppe mit etner der Higenschaften a) bis d).
M enthiilte mindestens zwei Punkte. Besitzt M einen Sprung, dann ist I" isomorph
mit der einfach geordmeten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen. Besitzt IN
keinen Sprung und keine Liicke, dann ist I" isomorph mit der einfach geordneten
additiven. Gruppe aller reellen Zahlen. In beiden Fillen st I' dhnlich mit der
evnfach geordneten Menge . .

Beweis. Nach dem Hilfssatze 2 ist I" dhnlich mit 9, also auch einfach
geordnet. Hat M keinen Sprung und keine Liicke, dann ist die Behauptung
eine Folgerung des Satzes 7, denn die Gruppe mit einer der Eigenschaften
a) bis d) hat die Eigenschaft (B) (s. Anmerkung C).
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M habe nun einen Sprung. Nach dem Satze 3 ist I" archimedisch, also ist 9N
(und also auch I') nach dem Satze 5 vom Typus w* @ w, so dass I" isomorph
mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen ist (s. z. B.
[4], Theorem 2.4). Dadurch ist der Satz 8 bewiesen.

~ Es seibemerkt, dass im Satze 8 der Fall, dass I eine Liicke hat, nicht unter-
sucht ist. Die Hypothese, dass in diesem Fall I" isomorph mit der einfach
geordneten additiven Gruppe aller rationalen Zahlen ist, ist falsch, wie das
folgende Beispiel der Gruppe I' bezeugt, die die verlangten Eigenschaften |
und die Méchtigkeit des Kontinuums hat.

Es sei'M die um ein Element verkleinerte Hammelsche Base in der additiven
Gruppe aller reellen Zahlen. Dann hat die von der Menge M erzeugte Gruppe I
die Machtigkeit des Kontinuums.

Die Menge I' aller von den Elementen der Menge I erzeugten Translationen
bildet offensichtlich eine transitive archimedisch geordnete Grifppe, von
Automorphismen auf der einfach geordneten Menge M. Die Menge I hat
eine Liicke: M enthilt nicht alle reellen Zahlen, also hat M nach dem Hilfs-
satze 3 einen Sprung oder eine Liicke. Die erste Moglichkeit ist aber durch
den Satz 5 ausgeschlossen. Durch dieses Beispiel ist die Hypothese widerlegt,

Korollar 1. M sei eine einfach geordnete, keine Liicke und keinen Spruny
enthaltende Menge. Dann ist. I Ghnlich mit der einfach geordmeten Menge aller
reellen Zahlen dann und nur dann, wenn auf M eine transitive von (e) verschiedene
Gruppe der monozyklischen Automorphismen existiert. '

Korollar 2. Eine einfach geordmete M eﬁge M, die keinen Sprung enthdilt,
ist dhnlich mit der einfach geordneten Menge aller reellen Zahlen dann und nur
dann, wenn auf M eine vollstindige tramsitive von (e) verschiedene I-Gruppe
der Automorphismen existiert.

Beweis der Notwendigkeit. Die einfach geordnete Gruppe aller reellen
Translationen auf M hat die verlangten Eigenschaften.

Die Bedingung ist hinreichend. Die vollstindige I-Gruppe ist abelsch und
archimedisch, so dass, nach dem Hilfssatze 2, I" archimedisch geordnet ist.
Der Rest der Behauptung folgt aus dem Satze 8.

3

In diesem Absatze werden die intransitiven Gruppen von Automorphismen
studiert.

I" sei eine Gruppe von Automorphismen auf 9. Bezeichnen wir mit 7' ein
System der Transitivitiat der Gruppe I'. Es ist klar, dass jedes f ¢ I" die Menge 7'
auf 7' abbildet. Also induziert jedes f e I" auf T den Automorphismus f,, der
folgendermassen definiert ist: f(x) = f(x) fiir ein beliebiges 2 ¢ 7. Wir nennen
fr die Komponente des Automorphismus f auf 7'.
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Das System aller f, (f e I') ist eine auf 7' transitive Gruppe. Es gilt ndmlich
offenbar f, g € I'= (f9)r = fz9r (f )z = f7 . Die Transitivitat folgt unmittel-
bar aus der Definition des Transitivitdtssystems.

Wir bezeichnen mit 1" und nennen die transitive Komponente der Gruppe I’
(auf dem Systeme der Transitivitdt 7') die Gruppe aller f,. Es ist klar, dass Iy
eine teilweise geordnete Gruppe ist und aus dem vorhergehenden folgt, dass
die Abbildung y,, die einem Elemente fe I' das Element f, e I'; zuordnet,
eine homomorphe Abbildung der teilweise geordneten Gruppe I' auf die teil-
weise geordnete Gruppe [’y ist. Der Homomorphismus bezieht sich auf die
Gruppenoperation und auch auf die teilweise Ordnung.

Ist I' eine [-Gruppe, denn ist — wie man leicht erkennt — die erwahnte
Abbildung y; ein Homomorphismus der I-Gruppe (d. h. der Gruppe und
des Verbandes) I" auf die I-Gruppe I';.

Zusammenfassung der bisherigen Betrachtungen:

Hilfssatz 4. Ist I' eine teilweise geordmete Gruppe (I-Gruppe) wvon Auto-
morphismen auf M, T ihr System der Transitivitit, dann ist die Abbildung vy,
die einem beliebigen f e I' das Element y(f) = fr € I'y zuordnet, ein Homomor-
phismus der teilweise geordneten Qruppe (der I-Gruppe) I' auf die teilweise
geordnete Gruppe (die I-Gruppe )1y

Hilfssatz 5. Ist T ein System der Transitivitit der Gruppe I', f e I' und ist A
ewn Zyklus des Elementes [ (auf M), fir den T n A == 0, dann ist T n A ein
Zyklus des Elementes fr (auf T).

Die Behauptung ist klar.

Satz 9. 1. Dre tetlweise geordnete Gruppe I ist ein subdirektes Produkt aller
threr transitiven Komponenten (teilweise geordneter Gruppen) I'z.

2. Die I-Gruppe I' ist ein subdirektes Produkt aller ihrer transitiven Kompo-
nenten (I-Gruppen) I'y.

Anmerkung. Eine teilweise geordnete Gruppe (I-Gruppe) I' ist ein sub-
direktes Produkt eines Systems teilweise geordneter Gruppen (I-Gruppen) {I'y},
wenn I' isomorph mit einer Untergruppe (I-Untergruppe) I des vollstindigen
direkten . (= kartesischen = kardinalen) Produktes TI I'y des Systems {Iy}
ist und wenn die Menge solcher Komponenten der Elemente aus I, die zu Iy
gehéren, gleich I'y, ist ([1], VI, § 6). Der in dieser Definition erforderte Iso-
morphismus bezieht sich auf die Gruppenoperation und auch auf die teilweise
Ordnung (auf die Verbandsoperationen).

Fiir die ungeordneten Gruppen I”ist die Behauptung bekannt. Den leichten
Beweis des Ordnungsisomorphismus (Verbandsisomorphismus) erginzen wir.

Beweis. Jedem f ¢ I" ordnet man das System {f,} aller seiner Komponenten
zu; die zugehorige Abbildung ¢ ist eineindeutig: fiir f, g e I" sei fr = g, fiir
alle 7', d. h. {f;} = {g9;}. Wahlen wir ein beliebiges = ¢« M; es gilt z ¢ T fiir ein
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System der Transitivitit 7. Dann ist f(z) = fr(2) = gp(x) = g(z). Also gilt
f = g. Mit Riicksicht darauf, dass die algebraischen Operationen und Relationen
auf dem vollstindigen direlten Produkte II I, komponentenweise durch-
gefiithrt werden, ist die Abbildung ¢ ein Isomorphismus der teilweise geordneten
Gruppe I' in die I-Gruppe II I';. Ist I" eine I-Gruppe, so ist ¢(I") offenbar
eine I-Untergruppe in I I'; (denn {f1} v {gr} = {fr v 9z} = {(/ v )z} = o(f v
v ¢)). Die Isotonie der Abbildung ¢! ist auch klar. Im Falle 1. und 2. ist
es klar, dass f, die ganze Gruppe I";. durchlauft, wenn f die ganze I" durchlauft.

~ Satz 10. T sei ein Transitivitdtssystem der Gruppe I' der Automorphismen
auf M. Ist die Gruppe A aller Automorphismen auf T eine abelsche, dann st
I'r= A.

Beweis. Wenn 7' nur einen Punkt enthilt, dann gilt 4 = (eg) = I'p.
Nun enthélte 77 mindestens zwei Punkte. Es gilt 'y C 4. Weil I'y transitiv
auf 7' ist, ist 4 transitiv auf 7.

Esseite d, x e T(A) (= T). Weil I'y transitiv auf 7' ist, existiert ein fr e I'y
so, dass t(z) = fo(z) gilt; aus der Anmerkung B, die auf 4 angewendet wird,
folgt t = fp. Also ist A C I'y. Zusammen mit der Relation 4 D I'y bekommt
man 4 = I'p.

Satz 11. T sei ein Transitivitdissystem einer monozyklischen Gruppe I' der
Awutomorphismen auf M. Die Menge?) aller monozyklischen Automorphismen
auf T sei eine Gruppe. Dann ist 'y = A. '

Beweis. Wenn 7" nur einen Punkt enthélt, dann gilt 4 = (ep) = I'y.

Nun enthilte 7 mindestens zwei Punkte. Nach dem Hilfssatze 5 gilt "y C 4.
Also ist A transitiv auf 7. Es seil te 4, x ¢ T(4) (= T). Weil I'; transitiv
auf 7 ist, existiert ein solches f,. e I'y, dass t(x) = f(x). Nach der Anmerkung B,
die auf 4 angewendet wird?), gilt ¢ = f,, also I'; D 4. Daraus die Behauptung.

Satz 12. [ ser eine archimedisch geordmete Gruppe der Automorphismen
auf M. Dann sind alle echtent) Transitivititssysteme T der Gruppe I' dhnlich
mit der . einfach geordmeten Menge I' und jede einfach geordnete Gruppe I'y
(fir ein echies T') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I

Beweis. I'; ist offenbar einfach geordnet und nach dem Hilfssatze 2 ist 17
dhnlich mit 7. '

T sei ein echtes Transitivitatssystem der Gruppe I'. Bezeichnen wir y, die
Abbildung, die dem Elemente f ¢ I" das Element f; ¢ I'; zuordnet. Die Abbil-
dung w, ist nach dem Hilfssatze 4 ein Homomorphismus der Gruppe und
des Verbandes I" auf I'.

%) Siehe die Anmerkung hinter der Definition des monozyklischen Automorphismus.
5) Die monozyklische Gruppe 4 ist nach dem Satze 3 archimedisch geordnet, also

" abelsch.

¢) Ein System der Transitivitdt heisst echt, wenn es mindestens zwei Punkte enthélt.
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Wir zeigen, dass sie eineindeutig ist. Es sei f, g e I, p(f) = p4(g). Dann
gilt fiir alle z ¢ 7' f(z) = g(x). Weil T C M(I") offenbar gilt, ist nach der Anmer-
kung B f = g. Also sind die einfach geordneten Gruppen I'; und I" isomorph.
Die Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7 und I' folgt aus der
Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7', I’y und I'y, I.

Analog zum Begriffe des subdirekten Produktes teilweise geordneter Gruppen
fithren wir den Begriff des subdirekten Produktes teilweise geordneter Mengen
ein:

Eine teilweise geordnete Menge I’ ist ein subdirektes Produkt des Systems
{7} von teilweise geordneten Mengen, wenn sie der Untermenge I des Kardi-
nalproduktes des Systems {7'} dhnlich ist und wenn die Menge der Kompo-
nenten der Elemente aus I”, die in 7" liegen, gleich 7' ist.

Satz 13. I sei eine abelsche Gruppe der Auiomorphismen auf M. Dann ist
die teilweise geordmete Menge I' ein subdirekies Produkt aller Transitivitils-
systeme der Gruppe I

Beweis. Geméss dem Hilfssatze 2 ist die teilweise geordnete Menge I
ahnlich mit 7. Nach dem Satze 9 ist I" ein subdirektes Produkt des Systems
aller seiner transitiven Komponenten. Daraus die Behauptung.

T sei ein Transitivitétssystem der I-Gruppe I” von Automorphismen.

Bezeichnen wir mit I'7 die Menge aller solcher f e I, dass f(x) =z firx e M— T
gilt.

Hilfssatz 6. I'T ist ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Beweis. I'T ist offenbar eine Untergruppe in I". Es sei f e I'7, ge I. Wahlt
man ein beliebiges ¢ M — T, dann ist g(x) e M — 7', also gilt g~fg(z) =
= g7lg(x) = z, daher ist g~fg e I'", d. h. I'T ist ein Normalteiler in I". Es sei
nun fel”, gel, |f| = gl.") Fir xeM — T gilt offensichtlich [f|(x) =
= (fv ) (@) = f(x) v (@) = @, so dass z = [f|(z) = |g|() = (g vg™)(z) =
= g(x) v ¢~Y(x) ist. Ist g(x) > z, dann ist g~(z) < z, also gilt g(x) v g~ (z) >
>z, was ein Widerspruch ist. Ist g(x) < z, dann ist g7%(z) > =, also ist
g(x) Vv g7Y(x) > x. Aus diesem Widerspruch folgt g(z) = z. Also gilt ge I'".
I'T igt also ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Hilfssatz 7. Wenn die Zerlegung auf die Transitivititssysteme der I-Gruppe I
genau zwei echte Systeme T, S enthilt, und wenn I'y, I's einfach geordnmet sind,
dann ist J = I'TI"S ein solches I-Ideal in I', dass die l-Faktorgruppe I'|J einfach
geordnet 1st. -

Beweis. Ist y, die Abbildung aus dem Hilfssatze 4, bezeichnet man
w(I'T) = I't. Unter der Voraussetzung, dass I'z ein I-Ideal in I'y ist, wird
bewiesen, dass I'/I'TIS o I'y/I'} gilt. vy, bildet die I-Gruppe I' homomorph
auf die I-Gruppe I'y ab. Die natiirliche Abbildung y bildet die I-Gruppe I'p

7) || bezeichnet den absoluten Wert des Elementes f und zwar [f| = f v 2.
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auf die J-Gruppe I'y/I'7 ab. Der Kern der Abbildung y (die Menge aller Urbilder
des Einheitselementes in der Abbildung y) ist I'7, der Kern der Abbildung v,
ist I'S. Weil p(I'T) = I'z. gilt, ist I'TI'S der Kern der Abbildung yyw,. Daher
gilt I'|I'TIS ~ I'y/I'7. Weil I'y, einfach geordnet ist, ist I'y/I'7 und auch I'fTIS
einfach geordnet. Wir beweisen, dass I'y ein l-Ideal in I'y ist. I'7 ist ein Normal-
teiler in I'y, weil 9, homomorph I' auf I'y, I'y auf I';. abbildet und I'T ein
Normalteiler in I"ist. Man zeigt weiter, dass I'; konvex in I'y ist: Es sei hp e Iy,
fr» gr € I'ty fr = by = go. Es existieren solche f, g € I'T, h e I, dass p;(f) = fr
pr(9) = grs wrlh) = by ist. Ist hg = eg (es = das Einheitselement in I,
hs = pg(h)), dann gilt fir x € M — T (wir bemerken, dass M) =T u S)
(f A B)(x) = f(@) A B(x) = 2 A B(x) = , also f A he Iy, also gilt I'7 5 (f A B)r =
= fg A by = hy. Ist eg = hg, dann gilt fir x e M — T (g v h)(x) = g(x) V h(z) =
=2xVhixr)=2, also gVheIT, also I'T 5 (g Vh)y = gpVhy = hy. In beiden
Fillen ist daher hpe 7. So ist bewiesen, dass I'y ein [-Ideal in I’y ist
und der Beweis des Hilfssatzes ist erbracht.

Satz 14. I' sei eime archimedische I-Gruppe, I' habe genau zwei echte Transi-
twititssysteme T, S. Dann ist I' dann und nur dann einfach geordnet, wenn
TE = () = I'®,

Beweis. I' sei eine archimedische I-Gruppe; I" habe genau zwei echte
Transitivititssysteme 7', S.

1. I sei einfach geordnet. Nach der Anmerkung hinter dem Satze 3 besitzen
alle Elemente =+ e¢ aus I'" dieselbe Zyklenzerlegung. Daraus folgt, dass jedes
echte Transitivitdtssystem der Gruppe I" ein Teil eines echten Zyklus 4 ist.
Ist T, § C 4, dann ist I" monozyklisch und offenbar I'T = (e) = I'S.

Ist T'C 4, 8 C B, wo A, B zwei verschiedene Zyklen sind, dann ist offenbar
T = A, 8§ = B. Dann gilt aber wieder I'T = (¢) = I'S, weil kein fe I, f = e,
fix auf 4 (= T) bzw. auf B (= 8) ist.

2. Umgekehrt sei I'T = (e¢) = I'S. Weil die I-Gruppe I" archimedisch ist,
ist sie abelsch, also sind I'" bzw. I'S abelsch; da sie transitiv (auf 7' bzw. auf S)
sind, sind sie nach dem Korollar des Satzes 1 einfach geordnet. Gemiss
Hilfssatz 7 ist I'}lJ, wo J = I'TI°, einfach geordnet. Da aber J = I''I™S = (¢)
gilt, ist I" einfach geordnet.
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Vytah
AUTOMORFISMY USPORADANYCH MNOZIN

FRANTISEK SIK, Brno

(Doslo dne 9. &ervna 1956)

1. M vsude znamend jednoduSe usporddanou mnozinu, I' néjakou grupu
automorfismd na M. Grupa I' vzhledem k piirozenému usporddani
(f = g<=f(x) = g(x) pro vSechna = ¢ IM) tvori ddstedné usporidanou grupu.

Prvky f, g eI’ nazveme stejné orientovanyms, jestlize pro libovolné x ¢ M
plati: f(x) > z= g(x) = @; g(z) > = f(z) = 2.

V préci jsou dokézany tyto hlavni véty:

Véta 1. Transitivné grupa I' automorfismi, ne M je jednoduse uspordddina,
kdyZ a jen kdyz konjugované proky jsow stejné orientovdny.

Je-li xe M, fel, pak sjednoceni (pfes vSechna plirozend =) intervali
s koncovymi body f*(z), f(x) se nazyva cyklus automorfismu f. Obsahuje-li
cyklus asponi dva prvky z M, nazyva se vlasini. Grupa I' je monocyklickd,
jestlize ka?dy prvek feI' mé nejvys jeden vlastni cyklus. Pod SR(I") ro-
zumime sjednoceni viech vlastnich cykli vSech fe I. Ma-li automorfismus f
vlastni cyklus 4, pak automorfismus g, definovany ze 4 = g(z) = f(x),
x € A= g(z) =z, se nazyvd fdze automorfismu f. Grupa I" automorfismit
mé vlastnost (o), jestlize s kazdym prvkem fe I, f & e, obsahuje nenulovou
mocninu aspori jedné jeho faze. Grupa I je divergenini, existuje-li k libovolnym
x,y e W), z < y, takové fe I, Ze f(x) = y.

Vita 3. Na grupé I jsou ekvivalenini ndsledujict vlastnosti: a) monocykliénost,
b) archimedovské uspordddnt a divergence, c) M(I") je cyklem kazdého auto-
morfismu == ez I', d) jednoduché uspordaddnt a viastnost (o).

2. MnoZina M je shora (zdola) slabé #plnd vzhledem ke I', kdyz ke kazdé
shora (zdola) omezené mnozing automorfismi {f,} c I" existuje v I prvek

V(@) (Alf,(2)]) pro libovolné z e M.

M je slabé xuplnd vzhledem ke I', je-li shora i zdola slab& plnd vzhledem
ke I

Véta 4. Je-li nékterd z ndsledujicich podminek 1,2,3 splnéna pro libovolnou
shora omezenou &dst {f,} grupy I automorfismii na M, pak jsow splnény 4 ostaind,
T je diplnd I-grupa a pro zobrazeni s a t niZe definovand plati s = Vf,, t = Af,; .
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1. M je shora slabé 4plnd vzhledem ke I' a zobrazeni s(x) = V[f,(x)] je auto-
morfismus na M; ¥

2. M je zdola slabé vplnd vzhledem ke I' a zobrazens t(x) = Alf, ()] je auto-
morfismus na M; v

3. M je slabé uplnd vzhledem ke I" a pro libovolné x « M plati

VLT @D} = AL (VD)

Véta 8. At I' je tramsitivni grupa automorfismi s nékterou z viastnosti a)
az d) z véty 3 (vlastnost b) bez divergence). Af M obsahuje aspori dva prvky.
Pak I je isomorfnt s jednoduse usporddanow aditivni grupou vech celych Cisel
resp. vdech redlngjch &isel podle toho, md-li M skok resp. nemd-li skok ani mezerw.
V obou pripadech je I' (co do wuspordddni) podobnd s jednoduse usporddanou
mmnoZinow M.

- Dusledek 2. Jednodude wusporidand mmnofina M bez skokd je podobnd
s jednoduse usporddanow mnofinouw viech redlmyjch &isel, kdys o jen kdyz na M
existuge wplnd transitiont I-grupa automorfisme, riznd od (e).

Véta 5. JednoduSe usporddand mnofina M se skokem je typu w* ® w, kdyZ
a jen kdy: na M existwje archimedovsky wusporddand tramsitivné grupa auto-
morfisma. -

3. Je-li T systém transitivity grupy I, pak pod I'; rozumime grupu viech
automorfism@ na 7' indukovanych na 7 automorfismy grupy I' a pod I'"
grupu vSech automorfismt z I, jeZ jsou fixni vné 7.

Vé&ta 10. At T je systém transitivity grupy I automorfismi. na M. A¢ grupa A
vsech automorfismi na T je abelovskd; pak I'y = A.

Véta 12. At I' je archimedovsky usporddand grupa automorfisma na M.
Pak vsechny vlastni systémy transitivity T grupy I' jsou podobné s jednodude
usporddanow mmnofinouw I' ¢ kazdd jednoduse wusporddand grupa Iy (pro T
vlasini) je isomorfni s jednoduse usporddanou grupou I

Véta 14. Af I je archimedovskd l-grupa, at I" md prdavé dva vlastni systémy
transitivity T, S. Pak I' je jednodue usporddand, kdyz a jen kdys I'" = (e) = I'S.



Pesiome
ACDTOMOP(I).I/IBM bl VIIOPAOOYEHHGLIX MHOKECTB

GOPAHTHHIER HIUK, Bpro
(ITocrynuio B pegaknuio 9/VI 1956 r.)

1. M o3uavaer mpocro ymopsigoueHHOoe MHOecTBO, I' — KaRyo-HAOYIb
rpyuony agromopdmamos ga M. Ecrecrrennoe ymopapouenme (f < g < f(x) <
< g(x) gns Bcex x € M) mpespam@er rpynny ' B YACTHYHO YIOPALOYCHHYIO
rpyony. [Ba snemenTa Z, g € I' BasmBajOTCA OAMHAKOBO OPHMEHTHPOBAHHBIMI,
ecam 1aaA modoro x € MW flx) > v =g(x) = 2; gx) > = = flx) = 2.

B paGore moxasamsl ciefyiouige TJIABHEE TEOPEMEL.

Teopema 1. I'pansumusnas epynna I' agimomopgusmos na M npocmo yno-
padouena mozdd u MOAbEO mM0o2dd, eCAU CONPIHNCEHHBIE AEMEHMbl 00UHAKOE0
OPUEHMUDPOBAHDL.

Ecom 2 € M, fe I', To coepumenne (I BCEX HATYPAIbHBIX 7) MHTEPBAJIOB,
OTPaEMYEHHHIX TOYKAME [*(x), f~"(x), HassBaercs yuksom adromopdmama f.
Ecma muxat comepsxmt mo kpaiineil mepe xBa ainemenra u3 I, T0 OH HA3HIBaAETCA
ucmunnym yuksom. I'pynna I' — momoyukiueckas, ecld Kamblil DIeMeHT
f € I' obnamaer camoe 6ompme oganyM HetuHEsM mukiaoM. [log IM(I7) mogpasyme-
BAeTCA COEJHHEHMe BCeX MHCTMHHABIX NAKIOB Beex fe I. Ecmm agromopdmam
f obmapgaer ucrmHEBM mMEKIOM A, TO agromopdusm ¢ HaswBaeTcH (pasoil adro-
Mopgmama f, ecom oH obnajaer cieaylommEM cBoicTBOM: ¥ € A = g(x) = f(x);
€ A =>g(x) = 2. I'pynua I' apromoppmsmos obmagaer CBOMCTBOM (o), €cin
¢ KayKAsIM anemeHToM f e I', f == e, cOmep:KAT OT HYIA OTIAMYHYIO CTENEHL IO
Kpaiimeil mepe ommoii ero ¢ags. I'pynnma I' dusepeenmna, ecnm & moGHM
v, ye M, x < y, cymecrsyer raroe f e I', uro f(z) = y.

Teopema 3. Ha 2pynne I sksusasernmupl caedyroujue c60icmea a) MOHOYUKLUY-
nocmo, 6) aprumedoso npocmoe ynopadovenue u dusepzernyus, B) M(I") seasemes
wuksom kamcdozo agmomopgusma == e usz I', x) npocmoe ynopsdouenue u €80~
cmgo (o).

2. Muomkectso M — ceepry (crusy) caabo noaroe orHocmTensro I, eciy s
KaKJOr0 CBEPXY (CHE3Y) OTpaHEYeHHOro MHO;KecTBa adromopdmamos {f,} c I’
cymectByer B M anement V[f,(x)] (A[f,(x)]) ma mo6oro z e M. M — cnabo momn-

v v

noe orrocurensao I, ecmm M — cBepxy i cHU3Y caG0 MOIHOe OTHOCHTEIbHO [

-Teopema 4. Ecau nexomopoe ug ycaosuii 1,-2, 3 gunoaneno d.aa 406020 céepry
oepanuuennoeo nodmroncecmea {f,} epynnw I' aggmomopgusmos na M, mo 6vi-
noanens. mosce ocmanvhuie, I' — noanas l-epynna, u 043 onpedeseHHbL 6 YCA08UR-
sz 1 u 2 npeobpasosanuii s uts = Vf, t = Af, "
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1. M — ceepay caabo noaroe omuocumensto I', w npeobpasosarue $(x) == Y[f-(«"‘)]
aeazemcs agpmomopgpusmon na M;

2. M — crnusy caabo noanoe ommocumenvro I', u npeobpasosarue
Hz) = Alf; ()] seasemes aggmomoppusmon na M;

v
3. M — caabo noanoe omuocumenvro I', u Oas aw0bozo x e PN umeem mecmo

V(AL @D} = A (VL))

Teopema 8. [Iycms I' — mpanzumusnas spynna agmomopuamos, obiadan-
was HEKOMopyLK U3 ceoiicme a)—) us meopems 3 (ceoiicmso 6) 6es dueepeeHyuu).
ITyems M codepoucum no rpaiineic mepe dea anemenma. Toeda I’ usomopgna
npocmo ynopadoueHwoi addumusuoil epynne 6CET yeawx UUCER, COOMS.
6cex OelicmEUmMenbHbIL YUCen, CMOMPA no momy, obaadaem au M CRAUKOM,
cooms. He obaadaem au M wu CEaukom HU npocsemom. B oboux cayHasT I' no-
dobra npocmo ynopadouenromy mHoncecmsey M.

Caencreume 2. IIpocmo ynopadouernoe mromcecmso M bes crauros nodobuo
npocmo  ynopaAdoveHHOMY MHOMCECMBY 6CEL OelicmeumensHux wuces moda
U moavko mozda, ecau cywecmeyem wa M noamas mpamsumusraa l-epynna
agpmomopgfusmos, omauunas om (e).

Teopema 5. IIpocmo ynopsdouennoe mromcecmeo M, obaadarorwgec CRAUROM,
AsAAeMCS MHOWCECMBoM muna ¥ @ w mozda u moavko mozda, ecan cywjecmeyem
na M aprumedosa npocmo ynopsdouennas mpawsumusnas epynna agmo-
MOPPHU3MO8.

3. Ecom T — cucrema Tpamsmrmerocts rpynme I', To mox [y nojpasyse-
BaeTcsa rpymma Bcex afromopdmsmor ma T, mEgymuposammEIXx ma ' aro-
mopdusvavs rpymust I, a mog I'" — rpymma Beex agromoppusmon u3z I, nus
KOTOPHIX TOYKH BHe 7' HENONBUKHEL.

Teopema 10. IIycmv T — cucmema mpansumusrocmu epynner 1" agmomop-

gusmos na M. ITycmv 2pynna A ecex agmomopgpusmos na T abenesa. Tozdu
L ==

Teopema 12. ITycms I'— apzumedosa npocmo ynopadovennasn epynna agmo-
mopgusmos na M. Tozda kasicdas ucmummas cucmema mpan3umueHocnu
T epynnsi I' nodobra npocmo ynopadouernnomy mromcecmey I°, u rasedas
npocmo ynopadouernas epynna I'y (0aa ucmumkmz T) usomopgbra npocmo
ynopadouennoii epynne T

Teopema 14. IIycms I' — aprumedoca l-epynna, nycmv I' o6aadaem deyms
ucmukHeLMu  cucmemamu  mpansumusnocmu T, 8. I'pynna I' npocmo yno-
padoverna moeda u moavko mozda, ecan umeiom mecmo pasencmea I'" = (¢) = I™.



Casopis pro péstovani matematiky, rot. 83 (1958) , Praha

POZNAMKA K THEORII RIEMANNOVA INTEGRALU

KAREL DRBOHLAYV, Praha DT:517.65
(Dodlo dne 12. dervna 1956)

w() p
V édldnku je dokdzidn vzorec f F(x) de = fF[dﬁ (2)] P’(t) dit za pired-
()

pokladu, Ze funkee @ ma v ka.ﬁdém bodd mt.erva.lu {x, B nezépornou
]

derivaci a %e existuje Riemanniiv integrdl f @'(x) da. Piedpoklad exis-

3
tence tohoto integrdlu nelze nahradit piedpokladem omezenosti
funkce @',

Budiz f libovolnd omezend funkce v intervalu <a, b). Je-li D libovolné
déleni tohoto intervalu uréené délicimi body a = 2y <, < ... <=, == b,
pak oznatme symbolem S(f, D) pifsluiny horni soudet a symbolem s(f, D)

b
pristudng dolni soudet. Jak zndmo, je Riemanntv horni integrél [f definovén

a
jako infimum mnoZiny vsech hornich souéti funkee f. Podobné& je definovén
b b b
viemanniv dolnf integrdl [f a plati [(— f) = — ff.
a a

o

Véta 1. Budif | omezend funlcce“ » intervalu la, by, @ nezdpornd funkce
 intervalu (x, ) 8 meanmvym integrdlem f ¢ = b — a. Definujme funkce @, g
predpisem D(t) = a -} f @, g(t) = flP(1)] (p(t) Potom plati

b 4
Ji=1s. (1)

békaz. Budiz D libovolné délenf intervalu <{a, b), D == {a —= x5 < 2y < ...

.. << &, = b}, a budi¥ M, supremum funkce f v intervalu {x,_,, 2;>. Ze spo-
jitosti funkce @ a ze vztahlt @(a) = a, () = b vyplyva, Ze existuji
body ¢; € {x, f) takové, Ze plati &(t,) = 2, to == &, t, = . Pro t e {t;, ;)
jest ¢(t)e(:c,_,,:z:,,> a tedy git) = Myp(t) (1 =1,2,...,n). Odtud plyne

ﬁ
z f!l*ZM‘ftp """" Z,-Mf(l't"?'f--l = S(f, D) a tedy

<1 bgt

o

b
Méf- (2)
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Vezm&me nyni libovolné dgleni D, intervalu {x, ) a zvolme libovolné
¢ > 0. Oznadme pismenem M supremum funkece |f| v intervalu <a, b). Z exis-

B
tence [¢ plyne, Ze je moZno najit takové déleni D, intervalu {x, §), pro které

M[S(p, D)) — s(p, D)l = &. Budiz Dy, ={a =t <t <...<t,=f} spo-
le¢né zjemnéni obou déleni Dy, D, a oznadme symbolem u; (resp. »;) supremum
(resp. infimum) funkce ¢ v intervalu <i;_,,¢;>. BudiZ jesté x; = @(t,), M,
supremum funkce f v intervalu <{z;_;,z;>, n = &b — a)™.. Ziejm& existuji

&sla &; takovd, Ze x;,_, < & < xy, f(&:) = M; — n; dale existuji éisla 7, takovd,
t;

ve 4, < 1,54, Olv;) =§&. Protote z, —x,, = [¢ = ot; — t;,), kde
ti-1

v, = 0; = g, plati
[Zf[(l’ )] p(Ta)(t; — £i1) — Tf( e — ziy)| =
s ].zlf(fi)[?’('fi) — ot — L) = ZM Bi — v)(E; — tiq) =
= M[S(g, D,) — s(p, Dy)] = M[S(% D;) — s(g, Dy)] = e

Odtud plyne S(g, Do) = S(9, D,) = Z}‘ [D(z)] @(za)(ts — tiza) =
=1

= ﬁ:f(fz)(xz —Ty)— e iMi(xi —Zpa)— b —a) — & = ff ~— 28,
i=1 a

$=1

B 3 ,
takie [g = [f — 2&. Jezto ¢ bylo libovolné, plati
Y a

B b
fo= i B
Vzorec (1) plyne srovnanim (2) a (3).
Véta 2. Budif f omezend funkce v intervalu {a, by, ¢ nekladnd funkce v tnter-
g
valu {a, B s Riemannwym integrdlem [ = a — b. Definujme funkce @, g
predpisem D) = b + fq;, = fl[D(t)] - |p|. Potom plati vztah (1).
Dikaz. Defmu]me funkce y, ¥ predpisem 1,0 =—9, Yt =a+ fzp
3
Plati ¥(t) + @(t) = a + b. Ze zfejmého vztahu ff(x) dz = (fla + b — z) dx

plyne podle véty 1 ff = ff[a +b—-VPly= ff[¢]|¢l fg

Pozndmka 1. Kla,deme—h ve vztahu (1) funkc1 — f misto f, dostaneme
za predpokladd véty 1 nebo véty 2 rovnost

b 8
ff=1fg- (4)
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b B
Jestlize tedy jeden z integrdlti [f, [g existuje, existuje i druhy a oba jsou

[ 3

si rovny.
Poznémka 2. Ma-li funkce @ v intervalu {(x,p) nezdpornou derivaci

a existuje-li f @' jakoZto Riemanntv lnteorral potom podle véty 1 plati
* @(B)
[ Fz)dz = fF[qw 10/() d (5)
D)
pro libovolnou omezenou funkci F v mtervalu {D(x), D(B)). Analogicky vzorec

dostaneme z véty 2 pro piipad & = 0.
B
Poznamka 3. Ukdzeme jesté, Ze piedpoklad existence integralu f (o}

v poznamce 2 nelze nahradit pozadavkem omezenosti funkce @’'. Jsou znams
piiklady funkei f s omezenou derivaci v mtervalu {x, B> takovych, Ze ne-

existuje Riemannuv integral f f'. Na pi. v [1], str. 143—144, cviéeni 18, je
takova funkce f sestrojena; pr1 tom je <{x, 8> = (0,1}, |f'| < 2. Plati tedy

T
alesponi jeden ze vztaht a) ff += f(1) — f(0), b) ff’ # (1) — f(0). V ptipadé
a) polozme @(x) = 2z + f(z), v pripadé b) @(x) = 2z — f(z). Jest vzdy
1
0 < @' < 4, pii temZ plati (@ 5 D(1) — D(0), jak je mozno dokazati jedno-
0

duchym vypostem. PoloZime-li jesté F = 1, vidime, Ze vzorec (5) v naSem
piipadé neplati. '
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[1] Jan Meafik: Zéklady theorie integralu v Euklidovych prostorech, Casopis pro pésto-
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Pesmome
3AMETKA K TEOPHU MHTEFPAJ[A PIIMAHA

HAPEJI JPBEOINIAB (Karel Drbohlav), IIpara
(ITocrymuno B pegarumio 12/VI 1956 r.)

Iycrs @) = 0 mna Beex fe {(x, 5. Ecnn cymecrpyer murerpan Pamana
o
[g, To

N g t b 8 t
Jf@)dz = [fla + [e) o) dt . [flz) dz = [fla + [g] ¢(t) ¢,



B
rme @ — mwn6oe "meno, b =@ + [¢ W f — HPOU3BONBHAA OrpaHAYEHHANA
o

B {a, b) ¢ymxuma (Teopema 1). [Ima camyuam @(f) = 0 HeTpymHO AOKa3aTh
supousmenerme sToil Teopemsr (Teopema 2). Ilamee, mmeer mecro, Hamp., cie-
ayomasa popmyaa:

@(B)
[ F(z)dr = fF[@(t}] D'(t) d
P(x)
rae @'(f) = 0 mna Bcex te<{x, ), F — mnpomssonbEHAA OrpaHWYEHHAA B

(D(x), P(B)) ¢yEROEA, mPE YCIOBMH, ITO CymecTByeT maTerpan Pmmana
B
[@’. dro ycuoBEe Helb3s 3aMEHHTH YCJIOBHEM OrpaEmdeHHOCTH QyHKmma D'

X

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG
ZUR THEORIE DES RIEMANNSCHEN INTEGRALS

L]

KAREL DRBOHLAY, Praha
(Eingelangt am 12. Juni 1956)

Sei ¢(f) =0 fiir alle te {x, f>. Existiert das Riemannsche Integral f @,
dann gilt
b B t b B t
ff(x) dz = ff[a e f<P] (t) dt , ff(-%‘) da = ff[a + f!P] @(t) dé

wo « eine beliebige Zahl bedeutet, b = a -+ f @ gesetzt wird und f eine beheblge
in <a, by beschrankte Funktion ist (Satz 1) Fiir den Fall @(t) = 0 lasst sich
eine leichte Modifikation beweisen (Satz 2). Ferner gilt z. B. die Formel

f F(x) dz = [F[(D )] D'(¢) d¢,
D(e)
wo @'(¢) = 0 fiir alle f e {«, ) ist, F eine beliebige, in (D(x), D(B)) heschrinkte
5 :
Funktion bedeutet, vorausgesetzt, dass das Riemannsche Integral f @' existiert.

Diese Bedingung kann nicht durch die Beschrianktheit der Funktmn &’ ersetizt
werden.
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ROZKLAD KONECNEHO PRAVIDELNEHO GRAFU NEPARNEHO
STUPNA NA DVA FAKTORY

ANTON KOTZIG. Bratislava DT:513.19.001
(Doklo dne 8. Yijna 1956)

V ¢lénku odvodzuje sa nutnéd a postadujica podmienka pre existen-
ciun rozkladu koneéného pravidelného grafu (2n 4 1)-ého stupia na
dva faktory a to na faktor n-tého a faktor (n + 1)-ého stupna pri Tu-
bovolnom prirodzenom ¢&isle n.

1

Najstarsie problémy z teorie koneénych grafov!), ktoré boli rieSené, si
problémy tohoto druhu: aké podmienky musi spliiovat graf @, aby v G existo-
val uzavrety tah (nazyvany tieZ eulerovskou &iarou) obsahujici vietky hrany
grafa G. Uz L. EvLER vr. 1736 dokdzal, Ze nutnou podmienkou pre existenciu
takéboto tahu je tato podmienka: G je stvisly graf, v ktorom kazdy uzol je
uzlom parneho stupnia. Dokaz, Ze uvedend podmienka je tieZ postacdujica,
vykonal HierEOLZER r. 1873. Iny zakladny problém z teorie grafov riefi
znama Listingova veta z r. 1847 o rozklade grafu na systém otvorenych tahov
(jej doékaz podal az Lvcas v r. 1882), ktord hovori, Ze v suvislom grafe G,
ktory mé 2m (m > 0) uzlov nepirneho stupiia, existuje v#dy taky systém otvo-
renych tahov &= {P,, P,, ..., P,}, Ze kazd4 hrana grafu G je hranou prave
jedncho tahu € & a systém & s touto vlastnostou obsahuje najmenej m otvo-
renych tahov. Systému & otvorenych tahov s uvedenou vlastnostou, ktory m4
prave m tahov, budeme dalej hovorit Listingov systém tahov.

Vzhladom na to, %e poéet uzlov neparneho stupnia v Iubovolnom grafe je
pérny (dokaz tohoto tvrdenia vykonal uz EvLER r. 1736), pripomenuté vety
riefia dplne problém existencie takého rozkladu sivislého grafu na minimany
podet tahov, Ze kazda hrana grafu je hranou prave jednoho fahu (odkazy na
prisludnd literattdru najde &itatel v [1]).

Na moZnosti pouZitia tychto ddvno znamych poznatkov pri rieSeni niekto-
rych problémov z teorie pravidelnych grafov poukézal som v neddvno uverejne-
nych &lénkoch (Poznimky k Listingovej vete o rozkladoch grafu na fahy,

1) V celom ¢lanku pod grafom rozumie sa vZdy koneény graf.

o
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Casopis pro pést. mat. 87 (1956), 396 —404 a praca [2]). V tomto &ldnku odvodim
— vychadzajic z pripomenutych poznatkov a navizujic na oba svoje lanky —
nutnt a postadujicu podmienku pre existenciu rozkladu pravidelného grafu
(2n + 1)-6ho stupiia na faktor n-tého a faktor (n -+ 1)-ého stupna pri Tubo-
volnom prirodzenom ¢isle n.

Cheem tak ukézat, Ze $tidium fahov (otvorenych i uzavrenych, najmé
eulerovskych &iar) z roznych hladisk skryva este vela moznosti rozvoja tedrie
grafov i ked niektoré zo zdkladnych otédzok v tomto smere st uz ddvno zod-
povedané.

Poznamenajme, Ze napr. o podmienkach pre existenciu rozkladu pravidel-
ného grafu neparného stupiia aspoi na dva faktory — aZ na malé vynimky —
nie je takmer nié zndme. Vynimku tu tvoria pravidelné grafy tretieho stupna
neobsahujiice mosty, o ktorych dokizal PETERSEN v r. 1891, Ze sa daji vidy
rozlozit na dva faktory a tak zvané parne pravidelné grafy (pod parnym gra-
fom sa rozumie graf, ktory neobsahuje Ziadnu kruZnicu s nepadrnym podtom
hran), o ktorych je zndme (pozri [1]), Ze sa daji vZdy rozloZit na » linearnych
faktorov. Pokial ide o ostatné pravidelné grafy nepirneho stupiia, dali sa
skoro vSetky doteraz zndme poznatky o moZnostiach ich rozkladu na dva
faktory zhrnit do niekolko mélo pozndmok (ako to urobil napr. Konig v [1],
str. 195) tykajtcich sa najmé dlohy, ktort hraji mosty pri takychto rozkla-
doch. Domnienka Petersenova z r. 1891, podla ktorej pravidelny graf nepérne-
ho stupnia neda sa rozlozit na faktory (t. j. takyto graf je primitivny) len
vtedy, ked obsahuje mosty, nebola doteraz ani vyvratend, ani potvrdens,
adkolvek uz dlhd dobu puta pozornost mnohych matematikov.

2

Dokézme platnost tejto vety:

Pravidelny graf (2n + 1)-¢ho stupria G (kde n je Tubovolné prirodzené éislo)
o 2m wuzloch dd sa rozloZit ma faktor n-tého a faktor (n -+ 1)-ého stupria prdve
vtedy, ked v G existuje Listingov systém tahov, ktorého kaZdy tah md mepdrny
podet hrdn

Doékaz. I. Nech v @ existuje Listingov systém tahov & = {P,, P,, ..., P},
v ktorom kazdy tah ma nepirny podet hrdan, a nech tah P; e & je poplsa.ny
touto postupnostou prvkov e G:

P = ul(?’) hl 2( ) “2("')a e hzr‘—l,zr‘(i)’ qu‘(i) 5 (7’ = 1: 2: Aoy m) ?
kde u,(t) st uzly, Ay ,.1(¢) sd hrany a hrana k,, ,(¢) je incidentnd s uzlami
Up(B) 3= Upsa(i) (=1, 2, ..., 2r; — 1).
V grafe @, ktory pozostéva z prvkov a len prvkov istého otvoreného fahu
grafu G, s koncové uzly fahu uzlami nepirneho stuptia v @ a ostatné uzly
e G st uzlami parneho stupiia v G. Pretoze Iubovolny uzol u ¢ G je uzlom ne-
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pérneho stupiia v G a lubovolnd hrana e @ patri prave do jedného tahu Listin-
govho systému, je kazdy uzol e G neparny podet krat (tedy najmenej raz)
koncovym uzlom tahov ¢ &. Ak oznadime p, poéet uzlov e @, ktoré st koncové

prave v ¢ tahoch, pla,ti g, = 0 a dalej: 2m = Z r.Q0,= Z o0,) + 05 + 20, +
+ 30, + ...; aviak z 0, = 2m, preto g, = 0 pre r > l Vysledok 0, = 2m.

Lubovolny uzol u e G’ je koncovym uzlom prave jedného tahu ¢ &.

Medzi symbolmi wu,(¢), kde 7€ {1,2,...,m}, xe{2,3,...,2r;, — 1} musi
byt prave n takych, ktoré oznaduji uzol u, lebo kazdy iny uzol otvoreného
tahu nez koncovy uzol stisedi s dvoma hranami v postupnosti P;, s ktorymi je
incidentny, a pretoZe « ¢ G je uzlom (2n + 1)-ého stupna v G, musi byt (okrem
toho, Ze je raz koncovym uzlom) prave n-krit vnitornym uzlom tahov e &.

RozdeIme hrany grafu @ do tried H,, H, takto: do triedy H, zaradme vSetky
hrany hy,_;2,(2), kde 1 =1,2,...,m; x = 1,2, ..., 7;, a do triedy H, zaradme
vietky ostatné hrany € G.

Lubovolny uzol u € G je incidentny prive s » hranami triedy H,, lebo vni-
torny uzol tahu ¢ & je incidentny prave s jednou hranou tahu patriacou do
H, a hrana tahu ¢ &, s ktorou je incidentny koncovy uzol tahu, patri do H,
(vieme uz, ze Iubovolny uzol e @ je nkrat vnitornym uzlom tahov e &).
Mnozina hran H, je preto mnoZinou hran istého faktora n-tého stupna G,
grafu @G. Mnozina H, ostatnych hran grafu G' je mnoZinou hrin faktora G,
ktory je zrejme faktorom (n -+ 1)-ého stupna grafu G.

Ak teda existuje v G Listingov systém tahov &, v ktorom kazdy tah md
nepéarny podet hran, potom G se dé rozlozit na dva faktory G,, G,, z ktorych
@, je n-tého, G, je (n 4 1)-ého stupia.

II. Nech existuje rozklad grafu G na faktory &,, G,, pritom @, je faktorom
n-tého stuptia v @ (a teda G, je faktorom (n -+ 1)-ého stupiia v G).

Oznadme znakom H, resp. H, mnoZinu hrin faktora G, resp. ¢,. Oznaéme
uzly grafu G znakmi %;, u,, ..., %y, & utvorme graf G’ z grafu @ tak, e spojime
novou hranou A; uzly w;, %,,, pre vietky 7 e {1, 2, ..., m}. Oznalenie uzlov
€ @ volme pritom tak, aby graf G’ bol stavisly. Toho vidy mozno docielit, lebo
@ mé najviac m komponent a ku @ priddvame m novych hran; teda dvojice
uzlov, ktoré spajame, moZno volit tak, aby @ bol stvisly graf.

Polozme Hy = Hy + {hy, ks, ..., b }; Hy = H,. Plati: graf ¢’ m4 tie isté
uzly ako graf G' a lubovolny uzol ue @ je incidentny prave s (n + 1)
hranami € H, a je incidentny prave s (n + 1) hranami ¢ H;. PretoZe mnoZiny
H,, Hy st zrejme disjunktné, s tieto mnoZiny mnoZinami hran faktorov
@y, Gy, ktoré st oba faktormi (n + 1)-ého stupiia v G

V préci [2] som dokézal, Ze v grafe G’ existuje taks eulerovskd &iara X,
7e ak obiehame po jej hranich, striedavo prechddzame cez hranu e Hy a cez
hranu ¢ H;.



Vietky hrany %; (i = 1, 2, ..., m), ktoré sme pridali ku grafu &, aby vznikol
graf G, patria do H,. Teda medzi dvoma po sebe idicimi prechodmi cez hrany
€ {hy, hy, ..., by} pri obiehani po eulerovskej &are - prejdeme nepdrny podet
hrén e G. Ak preto zrusime v E vietky hrany e {h;, h, ..., b}, rozpadne sa
eulerovsks &iara E na m otvorenych tahov, z ktorych kazdy: 1. obsahuje len

Obr. 1.

prvky e G; 2. mé neparny podet hran (¥e sd to otvorené fahy je zrejmé z toho,
%e kaZdy uzol € @ je incidentny prave s jednou hranou e { Tz Py « 555 Pt )s
Pretoze Iubovolnd hrana e G vyskytuje sa priave v jednom z tychto fahov,
uvedenym spdsobom kondtruovany systém otvorenych tahov je Listingovym
systémom tahov, v ktorom kazdy tah mé neparny podet hran.

Ak teda v G existuje rozklad na faktor n-tého a faktor (n 4 1)-ého stupia,
potom existuje v G Listingov systém tahov, v ktorom kazdy tah mé neparny
podet hran.

Rozklad grafu @ na faktor n-tého a faktor (» + 1)-ého stupia existuje prave
vtedy, ked v @ existuje Listingov systém fahov, v ktorom kazdy fah m4 ne-
pérny podlet hran. Dokaz vety je vykonany.

Poznimka. Ak v pravidelnom grafe (2n g 1)-ého stupiia G neexistuje
taky Listingov systém tahov, v ktorom kazdy fah mé neparny podet hrin,
neznamens to eSte,%e G je primitivny graf. Graf G zndzorneny na obrazku 1 je
pravidelny graf siedmeho stuptia, ktory se d4 rozloZif na faktor piateho a
faktor druhého stupia (hrany faktora piateho stuptia st znazornené plnymi
Giarami, brany kvadratického faktora &iarami pferuéovanymi, v.obr. 1); teda &
nie je primitivny graf. Aviak G nedé sa rozloZit na faktor tretieho afaktor &tvr-
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tého stupiia (z toho podla nalej vety vyplyva, Ze neexistuje v G taky Listingov
systém tahov, v ktorom kaZdy tah mé neparny podet hrén), lebo @ obsahuje
uzol u, ktory je incidentny s piatimi mostami A, hy, hs, hy, ks, a je zndme, Ze
faktor neparneho stupna Iubovolného pravidelného grafu obsahuje vsetky
mosty grafu (pozri [1] str. 195). Podobny graf pre n > 3 si &itatel snadno zo-
stroji sdm.
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PesouMme

PA3JIOJKEHNE HOHEYHOI'O ITPABUJIEHOI'O TPADA
HEUYETHOM CTEIIEHU HA JBA MHOMKUTEJSI

AHTOH HOIIUI' (Anton Kotzig), Bparucrasa
(TTocrymumo B pegaknuio 3/X 1956 r.)

B pa6ore BEBoguTCS Heo6X0AEMOe B JHOCTATOYHOE YCIOBEE IJIA TOTO, YTOOHI
CyIIeCTBOBAJIO PA3lO}KeHHe KOHEeYHOIo NpaBHibHOTO rpada (27 -+ 1)-o# cre-
meHn Ha ABa MHO;mTeNs (n-Toit m (n + 1)-o# cremenm). loxasana ciexynomasn
Teopema:

Hyems G — EKomeunwiii npasusvunily epagp (2n + 1)-oii cmenenu (20e n —
NPOUIEOAbHOE HAMYPALLHOE YUCA0), umerowull 2m eepuur. I'pag @ passazaemces
na 0ea mmomcumens (n-moii u (n + 1)-oi cmenenu) mozda u moavko mozda,
ecau ¢ G cywecmsyem cucmema &, cocmoswan us omrpumux semsels Zy, Z,, ...,

v vy Ly, NPUYEM
+ 1. Kaocdoe us pebep epaga G npuradsencum mouro o0dnoil eemsu u3z &,
2. Kamcdas eemssd umeem meuemmoe wucao pebep.

Zusammenfassung

DIE ZERLEGUNG EINES ENDLICHEN REGULAREN GRAPHEN
UNGERADEN GRADES IN ZWEI FAKTOREN

ANTON KOTZIG, Bratislava
(Eingelangt 8. X. 1956)

In der Arbeit wird die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die
Existenz der Zerlegung eines endlichen regulidren Graphen (2n 4- 1)-en Grades

31



in zwei Faktoren (n-ten und (n + 1l)-en Grades) abgeleitet. Folgender Satz
wird bewiesen: :

Es sei G ein beliebiger endlicher regulirer Graph (2n -+ 1)-en Grades (n ist
eine beliebige ganze positive Zahl), welcher 2m Knotenpunkte enthilt. Der Graph
@ zerfillt in zwei Faktoren (n-ten und (n + 1)-en Grades) dann und nur dann,
wenm in G ein System & von of fenen Zigen & = {Z,, Z,, ..., Z,,} mit den Eigen-
schaften '

1. jede Kanie des Graphen G gehért genaw zu einem Zuge aus S,
2. jeder Zuyg besitzt eine ungerade Anzahl von Kanten, existiert.



Casopis pro pé&stovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

ALGEBRAICKE KORESPONDENCE

JAN BILEK, Praha
(Doflo dne 26. ¥ijna 1956) DT:513.8.001

Zskladni vlastnosti algebraické korespondence mezi dvéma alge-
braickymi varietami definovanymi nad télesem charakteristiky 0 jsou
béZné zndmy. (Viz WaErDEN, Einfithrung in die alg. Geometrie nebo
Hopce - PEDOE, Methods of algebraic Geometry, dil II.) V této préci
jest uvaZovéna algebraické korespondence mezi algebraickymi varieta-
mi nad télesem libovolné charakteristiky. K studiu této korespondence
se uzivéd methody, jeZ je rozSifenim methody, kterd ve specidlnim p¥i-
padé biraciondlnf korespondence je popséna v knize A. WeIL, Founda-
tions of algebraic geometry, 1946. Specialisaci télesa koeficientt do téle-
sa charakteristiky 0 dostaneme z naSich vysledkl vysledky uvedené
v citovanych knihéch.

V tomto pojednidni budeme povazovati za zndmé vétu 26 a vétu 27 z § 7
na str. 105 z knihy A. WeiL: Foundations of algebraic geometry, 1946 (v dal-
§im znadeno W). Tyto dvé véty zde uvedeme pod &isly 1, 2.

Véta 1. Necht U je podvarieta soubinu variet V. X W a necht U’ je jejt projekce
na V. Necht Z je podvarieta variety U s projekct Z' na V. Potom Z je obsaZena
v UN(Z x W); katdd komponenta Z primiku U o (Z' X W) obsahujict Z
md Z' za projeket na V; kdyé r, r', 8" jsou dimense variet U, U’, Z', potom kazdd
komponenta Z md alespot, dimensi r + s' — r'.

Véta 2. Necht U je podvarieta soucinu variet V. X W magici touz dimensi jako
jejt projekce U’ ma V. Necht k je téleso z definice pro U a necht P’ je obecny bod
e U’ nad k. Potom U je konetnd nad P'; body e U s projekct P’ na V jsou vdechny
I: s0bé konjugované nad k(P'), a kdy% P je jeden z téchto bodt, pak mdme [k(P) :
k(P = [U: U"].

Pozndmka. Definici U je konetnd nad P’ a definici symbolu [U : U’] viz
W, 106.

Necht U C (V X W), k téleso z definice pro U, U’ projekce U na V a U, U’
nemaji touz dimensi. Necht P’ = () je obecny bod U’ nad k. Na U nemtze
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existovat konedny podet bodit P, které maji bod P’ za projekei na V. Body P
musi tedy vytvoFiti alespon jednu varietu Z C U, pii éemz dim (Z) = 0.

Véta 3. Necht U C (V X W), U’ projekce U na V a necht dimense variety U je
r, dim. variety U’ je r' a necht r = r’ a k je spoleéné téleso z definice pro U, V, W.
Necht P je obecny bod e U’ nad k. Potom maximdlnt podvariety Z C U, jeZ majt
za projekci na V bod P, jsou konjugované obrazy nad k(P).

Pod maximélni podvarietou Z rozumime, %e neexistuje varieta X C U
takové, aby Z C X a aby projekce Z na V a X na V byly rovny bodu P.

Dikaz. Necht tedy Z C U je takovd, Ze mé za projekei na V bod P. Pak
je ZCUnN (P x W). Podle véty 1 kazd4 komponenta Z priniku U n (P X
X W), je obsahuje Z, ma také za projekci na V bod P. Pondvadi ZC U,
musi nutng Z = Z. Z je tedy n&jakd komponenta primiku U n (P X W).
Podle theoremu 8, W, 89 existuje soustava (bunch) variet B, kterd je nor-
malné algebraickd nad spoleénym télesem z definice variet U a P X W.
Bodu P jako nuldimensionélni varieté nad télesem k(P) piislusi téleso z de-
finice k(P) a za téleso z definice pro U i W mizZeme vziti k(P), nebot k c k(P).
Soudin variet P X W m4 téleso z definice podle theoremu 5, W, 79 také téleso
k(P). Je tedy zminéna soustava variet normdlné algebraickd nad télesem
k(P). Kazda komponenta soustavy variet B je algebraickd nad k(P) a je proto
Z varieta algebraicks nad k(P).

Je-li nyni M obeeny bod € Z nad k(P), pak je M = (P x Q), kde Q je n&jaky
bod ¢ W. Potom kaZda obecnd specialisace bodu M nad k(P) je obecny bod
nad k(P) jediného konjugovaného obrazu nad k(P) (theorem 4, W, 76). Kazdé
obecné specialisace bodu M nad k(P) mé tvar M’ = (P X @'), kde Q' je bod
¢ W a M’ je obecny bod konjugovaného obrazu Z' nad k(P) variety Z (th. 4,
W, 76). Projekce variety Z’ na V je bod P. Konjugovany obraz Z' nad k(P)
variety Z je také komponenta soustavy B (th. 8. W, 89).

Musime jesté dokézat, Ze soustava variet B= U N (P X W) obsahuje
jen tyto komponenty a zadné jiné. Necht tedy B obsahuje komponentu Z,,
kters je rtznd od vSech konjugovanych obrazi nad k(P) k varieté Z. Obecny
bod € Z;, nad k(P) je tvaru P X @,, kde bod @, ¢ W. Oznadme d, dimensi

variety Z, nad k(P). Potom podle véty 1 dostdvame d, = » — #’. Dimense Z,

nad k(P) je dimﬁ (P @)= dimﬁ(Ql) — dim'f(P/(Ql) = d,. Aviak
dimy(P, @) = diﬁlk(P) + dimy, (@) = ' + d, .

Ponévadz bod (P, @,) € U, plyne z toho, Ze dimy(P, @,) < r. Proto r =’ 4 d,,
a ponévadz dfive jsme dokazali, Ze d, = » — ', plyne z téchto dvou vztahd,
ze r =1’ + d, a tudiZ bod (P X @,) je obeeny bod € U nad k. Stejnym zptiso-
bem bychom dokazali, Ze bod (P x @) je obecny bod e U nad %. Proto bod
(P X Q) ma za obecnou specialisaci nad k bod (P X @,) a tudiz bod (P X Q)
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mé za obecnou specialisaci nad k(P) bod (P X @,) (W, 29, véta 2). Potom
podle th. 4, W, 76 plyne, Ze Z, splyne s nékterym konjugovanym obrazem
variety Z, coZ je proti pfedpokladu. Tim je véta 3 dokazana.

Véta 4. Vechny maximdlni variety Z ve vété 3, jez maji za projekci na V bod P,
maji stejnou dimensi.

Dukaz. To plyne z toho, %e obecné body variet Z, Z' jsou obecné speciali-
sace nad k(P) a tudiZ maji stejnou dimensi (th. 3. W. 28). Rovnéz plati, Ze
dimz5(Q) = dimz7(Q’). P X @ je obeeny bod ¢ Z nad k(P), dimy, (P X Q) =
= dimy, , (@) = dimz7,(@). P X @ je obecny bod eZ’ nad k(P), dimy,, .
- (P X Q) = dimy (P X Q) = dimy (@) = dimiz(Q'). dimyzz(Q) = dimz7(Q").

Véta 5. Maximdlnich variet Z C U (viz vétu 4), jeZ maji za projekci na V
obecnyj bod P nad k z variety U’, je koneény poéet a je roven [k, : k(P)];.

Dtkaz. Ze vSech téles z definice pro néjakou komponentu Z, ktera obsahuji
téleso k(P), existuje jedno nejmensi — oznaéime je k, — a toto téleso k, je
algebraické rozsifeni télesa k(P) a polet ruznych konjugovanych obrazt
variety Z nad k(P) je pravé roven [k, : k(P)],. (Véta 5, W, 76.) Symbol [, :
: k(P)]s viz W, 9.

Poznamka. Konedny potet variet Z plyne také z definice soustavy variet
(W, 84).

Definice 1. Podvarietu T C (V X W) jmenujeme algebraickou korespondenci
mezt varietami V. a W, kdyZ projekce T na V je rovna V a projekce T na W je
rovna W.

Necht k je spoletné téleso variet 7', V, W. Necht P je obecny bod variety V
nad télesem k. Potom podle véty 3, 4, 5 existuje na T « = [k, : k(P)], kon-
jugovanych variet L; (¢ = 1, ..., «) nad k(P), které jsou stejné dimense nad
%(P). Projekce téchto L, variet na W oznatme L] a tyto variety vezmeme
za odpovidajici variety bodu P eV na W. Podobng existuje na 7 8 = [k :
: k(@)]; konjugovanych variet M; (j =1, ..., ) nad k(Q), které jsou stejné
dimense nad %(Q), a bod @ je obecny bod ¢ W nad k. Projekce t&chto M, variet
na V oznadme M’ a tyto variety vezmeme za odpovidajici variety bodu @ ¢ W
na varieté V.

Véta 6. Bud T C (V X W) algebraickd korespondence mezi varietami V a W,
k spoleéné téleso z definice pro T', V, W. Necht P je obecnyj bod € V na k a L; jemu
odpovidajict variety na W. Necht ddle Q je obecny bod ¢ W nad k a M; jemu
odpovidajict variety na V. Potom vdechny variety LY (M}) jsou algebraické nad
k(P) (k(Q)) a jsou konjugovanymi obrazy nad k(P) (k(Q)). Vechny wvariety L;
maji stejnou dimensi nad télesem k(P) a podobné viechny variety M maji stejnou

dimensi nad télesem-k(Q).
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Diikaz. Z véty 3 plyne, Ze viechny variety L; j.sou konjugo:vané Ol:ir&tg{e:aﬁ
k(P). Z theoremu 6, W, 81 plyne, Ze viechny {/LW_]sc_)u algebralc}{é n;. por -
k(P). Je-li nyni P X @; obecny bod e L; nad k(P), je Q,.- obecny bO . ;o:i‘ pos
E(P). Jeli P x Q,, i * 1,, obecny bod € L; nad k(P), je @, obecny : ]:P;'
nad %(P). Ponévadz P X @, je obecnou specialisaci boéu P X Q'; na(L"’ (a(i
je také @; obecnou specialisaci bodu @; nad k(P) a maji tedy L; )?-. (;_, gh
%(P) touz dimensi a podle th. 4 W., 76 je @; obecnym bodem na:d k(P) je "}1 0
konjugovaného obrazu variety L; nad k(P) a je tedy L}.”1 konj u}govanyér n‘&;
va.riety LY nad k(P). Podobn& provedeme dikaz pro variety M i F)zna - 'me-
nyni dimensi variety LY nad &(P) d a dimensi variety M} nad k() 4, miZeme
algebraickou korespondenci 7' nad & mezi V a W znadit T'(d;, d)-

Véta 7. Necht T je alg. korespondence mezi V a W a necht k je téleso z definiece
pro T. Nechi P X Q je obecnsf bod e T nad k. Potom P je obecnyj bod ¢ V nad k
@ @ obecny bod € W nad k.

Dikaz. Necht P X @ je obecny bod € 7' nad %, potom podle theo.r_en}u 6, W
81 P, ) jsou obecné body ¢ V a ¢ W nad k a tedy také nad kazdym jinym téle-
sem z definice.

Vé&ta 8. Necht T je alg. korespondence mezi V* a W* a necht k je téleso z defi-
nice pro T. Necht P je obecnyj bod ¢ V nad k. Necht bod P je projekci 7murimdln..f
variety L c T na V a bod P X Q jeji obecnyf bod nad %&(P). Potom bod P X @ je
obecnym bodem algebraické korespondence T nad k.

Varieta L C T je jeden z konjugovanych obrazt variet nad k(P), které maji
za svou projekei na ¥ bod P. Projekce L7 variety L na W m4 bod @ za obecny
nad (P). Podle véty 1 dimense variety L nad k(P) je d = t — 7, nebof k(P) .
(P X Q) =Fk(P)(Q). a podobn& k(P)(P X Q) = k(P) (€). Dimy,(Q) ==
= dimzz; (@) podle véty 2, W, 3. Bod P X @ je viak bod z variety 7', proto
jeho dimense nad k je < ¢. Ponévadz dim,(P X Q) = dimy (@) —+ dimy(P) =
=d+r dostdivime t =d + 7. Mdme t <d +rat=d +r, &ilit =d 4 r.
Obecny bod P X @ e L nad k(P) m4 nad k dimensi ¢ a tedy je obecnym e 7'
nad k. Projekce tohoto bodu je obecny bod ¢ W nad & podle véty 7. Stejnd
tivaha pro obecny bod R € W nad % vede k rovnici ¢ = s 4 ¢ a proto r 4 d =
= s + . Posledni rovnice vyjadiuje tak zvany princip s¥itdni konstant
v algebraické korespondenci, ktery vyslovime vétou:

Kdyz v ¢ dimensionéln{ alg. korespondenci 7' mezi varietami ¥ a W* o spo-
letném télese z definice & obecnému bodu P nad ke W odpovidé na W «
d-dimensiondlnich nad k(P) konjugovanych variet a obricens obecnému bodu
@ nad k € W odpovidé na VB §-dimensionélnich nad %(Q) konjugovanych variet,
pak je t=r+d=s+9. ‘

Z predchoziho plyne, Ze v algebr. korespondenci T mezi V* a W+ o spoled-
ném télese z definice & obecnému bodu P nad k z variety ¥ odpovidd na W «
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(¢ — r)-dimensionalnich nad k(P) konjugovanych variet a obecnému bodu ¢
nad ke Wodpovidd g (f - s)-dimensiondlnich nad k(Q) konjugovanych variet.

Véta 9. Bud T C (V x W) alg. korespondence mezi varietami V a W, k spo-
leéné téleso z definice pro T, V, W. Kdy% obecnému bodu ¢ V nad k odpovidaji
d-dimensiondlni variety LY, tak kadému bodu e V odpovidaji nejméné d-dimen-
siondlni variety na W. Podobnyj vijsledek plati pro body variety W.

Dikaz. Necht P’ je ndjaky bod e V. Pak komponenty primiku 7' 0 (P’ = X
% W), které maji za projekei na ¥ bod P’, maji podle véty 1 dimensi aspori
I —r = d. Podobné& pro body variety W.

Véta 10. Necht V a W jsou dvé variety definované nad télesem k; necht P, Q
jsou obecné body e V a ¢ W nad k. Polom existuje alg. korespondence T, definovand
nad k mezi V a W takovd, e bod P % Q je obecny bod nad k e T', kdy% a jen kdyZ
(P, Q) je reguldrni roziitent nad k.

Dikaz. Kdyz k(P, Q) je reguldrn{ roziifeni nad k, pak bod P X @ mé
locus 7' nad k, a pondvadZ P X QeV X W,je TcV X W. P X @ je obecny
bod € 7' nad k. Projekce 7' na V a W je zase V a W, tedy podle definice 1 je 7'
algebraickd korespondence nad k mezi V a W.

Obrécené, kdy% P X @ je obecny bod nad k z alg. korespondence 7'c V x W,
pak 7' je locus bodu P X @ nad k a rozsifeni k(P, Q) je regulérnf nad k (W, 68).

Pozndmka. Jestlize bod P je obeeny bod ¢ V nad k a @ je obecny bod
¢ W nad k, které jsou nezdvislé nad k, pak algebraickéd korespondence 7' =-

:V x W, v niz ka’dému bodu P eV odpovidd celd varieta W a kaZdému
bodu Qe W odpovidd celd varieta V. Takovouto alg. korespondenci mezi
varietami V a W nad k nazjvéme trividlni. JestliZe tedy mezi varietami V a W,
které jsou definovdny nad télesem k, existuje netrividlni alg. korespondence
nad k, pak obecny bod P eV nad k a obecny bod @ « W nad k jsou takové,
7e (P, Q) je reguldrni rozifreni télesa k a body P, @ jsou zdvislé nad k. (Defi-
nici nezdvislych bodit viz W, 3.) '

Definice 2. Necht Tt c V7 x W* je alg. korespondence nad k mezi V©a W*.
Pakbod P eV, (Q ¢ W) nazyjvdme reguldrni bod korespondence, kdyk mu na varieté
W, (V) odpovidaji variety dimense  — r, (t — 8). .

Z definice 2 a z véty 8 plyne, %e kazdy obeeny bod nad k « V (nad k ¢ W)
je reguldrni pro alg. korespondenci 7'.

Véta 1. Necht T C V x W je alg. korespondence nad k mezi V a W. Necht
P a P’ jsou dva body e V takové, % P’ je reguldrni bod « T a % P' je specialisact
bodu P nad k. Potom P je také reguldrni bod e T

Tato véta je bezprostiednim disledkem véty 12.

Vé&ta 12. Necht T'C V x W je alg. korespondence nad k mezi V a W. Necht
P a P’ jsou dva body ¢ V takové, %e P’ je konelnou specialisact bodu P nad télesem
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k. Potom ke kaZdé varieté odpovidajici bodu P existuje aspoti jedna varieta odpo-
vidajict bodu P’, kterd md vét§i nebo stejnou dimensi.

Diikaz. Oznaéme W(P) mnoZinu viech bodt € W, které v korespondenci 7'
odpovidaji bodu P ¢V, a podobné W(P’) pro bod P’. W(P) dostaneme, kdy%
soustavu variet 7 N (P X W) promitneme na varietu W a podobn& W(P’)
dostaneme, kdy# promitneme na varietu W soustavu variet T n (P’ X W).
Soustava T N (P X W) je normalné algebraickd nad k(P) a soustava T'N
N (P’ X W) je normalné algebraicka nad k(P’). Necht C je libovolna kompo-
nenta soustavy T N (P X W), kterd ma obecny bod (P, @) nad k(P). Necht
nyni (P’, ') je koneéné specialisace bodu (P, ) nad k a takova, Ze bod Q'
je né&jakou isolovanou specialisaci bodu @ nad specialisaci P — P’ nad k. Pak
podle véty 13 (W, 65) dimg (@) = dimg,, (€). Projekce bodu (7, ') na
varietu V je rovna bodu P’; proto bod (P’,Q")eT N (P’ X W).Bod (P’, Q') lezi
tedy aspon na jedné komponent& soustavy variet 7' N (P’ X W). Oznaéme
jednu takovou z nich C’, tak¥e (P’, @')e C’. Necht obecny bod nad k(P")
variety ¢’ je P’ X Q. Potom dimg(P', Q) = dimz#;(P’, @). Z posledni
relace plyne, dimg (P, @) = dim, ,(P’, @'). Vzhledem k diive dokézané
relaci dimy (@) = dimy(Q), dostévime dimy.(P'Q) = dimy,(Q). Oznad-
me C, (" projekce variety C, C' na varietu W. Ponévadz dimgz(P, @) =
= dimz5(Q) = dimg7,C a podobng dimg—5(P’, Q) = dimzz(Q) = dimy (@) =
= dimgzzC", plyne odtud, %e dimgzC' = dimy,,,C.

Necht 7 C V X W je alg. korespondence nad k mezi V a W a necht 7'a V
maji touz dimensi nad k. Potom obecnému bodu P nad k e V odpovidé « bod
na W, jez jsou algebraické nad k(P). Obecnému bodu @ nad k ¢« W odpovidd

variet, jeZ jsou algebraické nad k(Q). T je koneénd nad P (W, 106), coZ plyne -
z véty 2. :

Definice 3. T7CV X W jmenujeme algebraickou korespondenct (B, o)-znaé-
now nad télesem k mezi varietami V, W, kdy? projekce T na V rovnd se V
a projekce T na W rovnd se W a kdy% T je koneénd nad P a nad Q, kde P je obec-
ny bod nad k e V a Q je obecnsj bod nad k e W.

Zavedeme-li jesté pojem ,,projekce zT kVazT k W jereguldrni*, dostdvime
se tak k definici biraciondlni korespondence 7' na k mezi varietami V a W.
(W, 190.) Vlastnosti biracionélnich korespondenci nalezne &tend¥ ve W, 109
a nasl.

Jako piiklady na uZiti principu s¢itdni konstant dokizeme nasledujici véty.

V&ta 13. Necht Vr (r > 0) je varieta definovand nad télesem k v prostoru S».
Pak komponenty primiku obecné nadroviny (u,, ..., u,) prostoru 8™ a variety V'
jsou (r — 1)-dimensiondini variety, algebraické nad k(w,, ..., u,) a jsou konjugo-
vanymi obrazy nad télesem k(w,, ..., u,).

Dikaz. Necht (£) je obecny bod € V nad t&lesem k(u, ..., u,_,). Uvazujme
viechny nadroviny z prostoru S», které timto bodem prochazeji, coz je vyjé-
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dfeno rovnici w,& 4+ ... + u,é, + 1 = 0. PonévadZ (&) je obecny bod e V

nad k(% ..., %,—,), plyne z toho, Ze k(&, uy, ..., u,_,;) je reguldrni rozsifeni nad
k. Ukazeme nyni, Ze existuje alg. korespondence s obecnym bodem (&, %, ...
o Uy) nad k mezi V oa 87, kde w, = — (1 + w, & + .. + Up1Eny) @ Ea
Soustavu soutadnicovou jsme volili tak, ze &, + 0 a &, je transcend. nad k.
Musime proto dokazat, Ze bod (&, u,, ..., %,) mélocus T'nad £, t. j., Ze k(&, u,, ...
...y Uy) je regularni roz&ffeni nad k a Ze projekce 7' na V je V a projekce T na
Sn je S, ’
Dosadime-li do k(& uy, ..., ) za w, = — (L + u & + oon + Upq&ny) t Eny
dostaneme, ze k(&, uy, ..., Un_y) = k(&, Uy, - .., Uy), @ ponévadz k(&, u,, ..., Up_;)

je regularni rozsiteni, je takové také k(&, u) a bod (£, ) mé tedy locus nad £,
ktery jsme oznacili 7. Projekce 7' na V je zase zfejmé& V. Projekce 7' na S* je
také 87, nebot u,, ..., u, je mnozina n nezavislych veli¢in nad k. Predpokla-
dejme, Ze u,, ..., u, jsou algebraicky zavislé nad %, pak u, je algebraické nad
k(uy, ..., uy_y). Potom f(u,) = ui + aup ™t + ... - a, = 0, kde f(z) € k[u,, ...
< vy Uy_q] [#] je irreducibilni polynom. Dosadime-li za u, = — (1 + & + ...
et u,y &) ¢ &, dostaneme '
[—( 4+ w4 ooy Eny)  E]e g . =0.
" Po vynédsobeni &5 dostaneme
f—1 - u1£1 e un—lfn—l)]a + alén["']a—l +...=0.
Ponévadz (u,, ..., u,_,) jsou algebraicky nezavislé nad %(&), musi koeficienty
u v8ech monomu vy, ..., 4,_, byti rovny nule. Tato vlastnost plati i pro koefi-
cient u monomu nultého stupné, z éehoz plyne (— 1)* 4 a;o(— 1)271&, + ...
oo F ayén =0, kde a;, € k. Ponévadi &, je algebraicky nezavislé nad k, musi
viechny koeficienty v posledni rovnici byti rovny nule, coz vede ke sporu,
nebot (— 1)= + 0. Podle principu konstant plati »r +n — 1 = n + 4, odtud
plyne 6 = » — 1. Tedy obecné nadroviné ¢ 8 odpovidaji (r — 1)-dimensio-
nalni variety algebraické nad k(uy, ..., %,) & jsou konjugovanymi obrazy nad
timto télesem. ‘
Uplné stejné bychom dokizali vétu 14.

Vé&ta 14. Necht V7(r > 0) je varieta definovand nad télesem kv S*. Pak komgpo-
nenty primiku obecné nadplochy v prostoru 8™ a variety V jsou (r — 1)-dimensio-
ndlnt variety, které jsou algebraické nad k(u) a jsou konjugovanymi obrazy nad
télesem k(w) . [(w) je mnofina koeficienti, néjaké obecné nadplochy.]

Véta 15. Nechi V'(r > 0) je varieta definovand nad télesem k v S* a [I*~!
varieta nad tymé télesem. Potom V' O I["~1 = V™ nebo V' N 11"~ je soustava
variet, jejiz kaZdd komponenta md dimensi r — 1 a vdechny komponenty jsou
algebraicky konjugované nad k.

Dikaz plyne takika bezproéti‘ednim uZitim véty 14 a véty 9.

Poznimka. Véta 15 je bezprostiednim disledkem th. 7, W, 86.
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PeszoMme

AJITEBPAUYECKOE COOTBETCTBUE

fIH BUJIEK (Jan Bilek), IIpara
(Tocrymmio B pegarmuio 26/X 1956 r.)

OcHOBHBIe CBOMCTBA alre0pPaWYecKOTO COOTBETCTBHS ME:RIY AByMA adre-
OpamuecKmMu MEOTOOGDA3HAME, OUPENeIeHENMEA Haj MOIeM, IMEIOMEM XapaK-

repucTEKy 0, xopomo msBectHEL (CM. B. L. van der WaErDEN, Einfithrung
in die algebraische Geometrie, HonaE-PEDOE, Methods of algebraic Geome-
try, Tom II.)

B Eagroameit paGore paccMaTpmBaeTcA alirebpamdeckoe COOTBETCTBUE
MeJRIY ABYMA ajiredpamdecKEME MHOTOO0PA3WAME HAJ MOJeM ¢ IPOM3BONBHOL
XapaKTepHCTUKOH. B HW3yJeHmEm 5TOrO COOTBETCTBHA HCHOIB3YeTCA METOL,
ABIAIOMAARCA paclimpeHNeM MeToAa, ONMCAHHOTO I YAaCTHOrO CiIydasd —
GmpanmoHanbHOrO coorsercTBusa — B kEETe A. WEIL, Foundations of algebraic
geometry, 1946. Ecnau sxe, B 9acTHOCTH, IOJe K03YPUIMEeATOB 3aMEHEM IOJIEM,
EMeOImAM XapaKTepucTdky 0, TO W3 MONYdYeHHHX HAMA Pe3yIbTaTOB HOIIY-
gaTcsa PesyibTATH, IPUBefeHHbe B MATHPOBAEHLIX pafoTax.

Summary

THE ALGEBRAIC CORRESPONDENCES

JAN BILEK, Praha
(Received November 26, 1956)

The fundamental properties of a‘lgebraic' correspondences between two
algebraic varieties defined over the field of zero characteristic are well known
(see B. L. van der WarrpEN: Einfithrung in die algebraische Geometrle
Hopexe-PEDOE, Methods of algebraic geometry, vol. IL.).

The present paper considers the algebraic correspondence between algebraic
varieties over a field of an arbitrary characteristic. To study this correspondence,
an extended method is used, which is described in A. Werm, Foundations of
Algebraic Geometry, 1946, for the special case of the birational correspondence.
On specialization of the coefficients field into the field of the zero characteristic,
the present results are transformed to those shown in the above-cited books.
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éasopis pro péstovani matematiky, roc¢. 83 (1958), Praha

SINGULARNI VSTUPNI PROUDY

’

FRANTISEK ZITEK, Praha

3 ¥ 5 DT: 381.5
(Doglo dne 27. ijna 1956) 891.741.001.2

Préce se zabyvd podrobngj§im studiem singuldrnich vstupnich
proudt (viz [6]), zejména nékterych jednodusSich zvldStnich pripadé.
Jsou odvozeny vysledky analogické zakladnim vysledkim platnym
pro regulérni proudy (viz [5], kap. 1—5), je zaveden pojem singulér-
nich aproximaci reguldrnfho proudu a ukédzdny nékteré jejich vlast-
nosti. PouZiti je ilustrovéno jednoduchym piikladem z theorie hromad-
né obsluhy. '

1. Uvod

Vyznam theorie vstupnich proudid tkvi s praktického hlediska predeviim
v jeji souvislosti s theorii hromadné obsluhy. Dobry i kdyZ zdaleka ne tiplny
ptehled o problematice tohoto oboru lze ziskat z monografie [5], kde je moZno
se téZz pouditi o uZitednosti a upot¥ebitelnosti téchto theorii. Monografie [5]
tvoii spolu s praci [6] vychozi bod této prace; proto také budeme pokud mozno
zésadné uZivati pojmi, termind a oznadeni zavedenych v [5].

Typ vstupniho proudu je jednou ze zdkladnich charakteristik systému hro-
madné obsluhy. Jeho studiu byla jiZz vénovana fada praci. S matematického
hlediska lze na vstupni proudy nahliZeti pfedeviim jako na stochastické pro-
cesy jistého, dosti specidlntho druhu; toto hledisko bylo také prijato v [5].
Vstupni proud je pak charakterisovan stochastickym procesem x(t), £ = 0,
udévajicim podet ,,zdkaznikd, ktefi prisli bshem &asového intervalu (0, .
Néhodné funkce z(f) maji tyto vlastnosti: jsou (skoro jist&) neklesajici, zprava
spojité, nabyvaji jen celoéiselnych hodnot a plati P(z(0) = 0) = 1. P¥i pevném
¢t je tedy z(t) ndhodné proménnd se zdkonem rozloZeni pravdépodobnosti

u(t) =P@lt) =k), k=0,1,2, ...; (1.1)

©
piitom pro kazdé ¢ = 0 plati > v(t) = 1. Vzhledem k uvedenym vlastnostem
k=0 N

procesu jsou funkee v,(t) zprava spojité a soudty

V() = Zov:i(t) (1.2)
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jsou neklesajici a zprava spojité funkce argumentu ¢, kromé toho plati V,(0) =
= 7,(0) = 1. ’

V nékterych souvislostech je vyhodné uvazovati misto procesu z(f) jeho
prirastky

E(by, 1a) = x(ty) — @(ty), 1t <ty (1.3)

v obvyklé terminologii znamend &(t,, t,) podet zakaznikd, ktefi prisli v inter-
valu (t,,t,>, specielné tedy &(0, t) = «(t). Zakon rozloZeni pravdépodobnosti
nahodné proménné (¢, t,) budiz pti pevnych ¢, ¢, ddn vyrazy

v(ty, t5) = P(a(t,) — x2(t,) = k), k=0,1,2, ... (1.4)
Déle oznadime
M(t) = Ba(t) = > Inult) ; (L.5)
b=1

z¥ejmé je M(t) pro ¢ = 0 neklesajici, zprava spojitd funkce argumentu £, plati
rovnéz

Ef(tp ty) = M(t)y — M(tl) - (1.6)
Funkeci M(t) nazveme shodn¥ s [6] #idici funkct proudu; jeji derivace u(t) =
= M'(t), kters existuje skoro viude (viz na pt. [7], str. 193), byva obvykle
nazyvéna intensitou proudu. My vSak budeme uZivati tohoto terminu v po-
nékud jiném smyslu.

Analogicky s [5] a [6] nazveme vstupni proud

a) finitnim, jestlize pro vechna t = 0 jest M(t) < co;

b) reguldrnim, je-li M(t) spojité pro ¢ = 0;

¢) singuldrnim, jestliZe M(t) je konstantni aZ na spodetny polet bodd ne-
spojitosti, v nichz ma skok;

d) staciondrnim, jestlize pravd&podobnosti (1.4) zavisi vedle & jen na rozdilu
(ty, — t,), je-li tedy x(¢) proces se staciondrnimi piirastky;

e) mezdvislym, jestlize ndhodné proménné £(t,, t,) a &(fy, t,) jsou nezivislé,
kdyZ intervaly (¢, to> a (f,, £> jsou disjunktni.

Jak ukézal CEINGIN v [6], 1ze kaZdy finitni nezavisly proud rozloZiti na dva
vzéjemné nezivislé proudy, z nichZ jeden je reguldrni a druhy singuldrni. Pro
Fidici funkeci proudu odpovidé tomuto rozkladu zndmy rozklad na spojitou
slozku a funkei skoki (viz na p¥. [7], str. 194, véta 7).1)

V dalsich paragrafech se budeme zabyvati pfeviZné zevrubnym studiem
finitnich singuldrnich proudi. PFitom budeme v 2—6 predpokladati, Ze body
nespojitosti fidici funkee jsou celd nezdporné &isla; pro nase adely nebude toto
omezeni na zdvadu. JeZto z(t) je v tomto p¥ipadé nutné konstantni v inter-

1) Urdité dosti obecné podminky finitnosti pr;)udu vyplyvaji m. j. ze zajimavych
vysledkd M. Fisze [4].
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valech tvaru (n, n -+ 1) (pfesné&ji fedeno: skoro jisté konstantni), stati uvazo-
vati jen posloupnost z, = z(n), n = 0, 1, 2, ...; obdobné pro En =%y — 2y,
& = #, a také pro funkee v,, V,, atd. Vlastnostl d) a e) miZzeme pak vyjadiiti
jednoduseji jako

d’) nadhodné proménné &, map stejné rozloZeni pravdépodobnosti;
kq

e') libovolné dva soudty Z & a z &; jsou stochasticky nezavislé, jestlize

ky < kg mebo ky, < k.
Pro regulédrni proudy byl v [5] zaveden jesté také pojem ordindrnosti, vy-
jadfené vztahem
i L7 bt B — ot ) )
h—0 }1/
Analogicky nazveme singuldrni proud ordindrnim, jestlize pro viechna n > 0
plati P(&, > 1) = 0. RovnéZ podobné jako v [5] nazveme singuldrni proud
jednoduchym, jestlize je staciondrni, nezdvisly a ordindrni.
V theorii regularnich proudd hraji dilezitou dlohu velidiny zvané parametr
a intensita proudu. Parametr A(f) proudu je definovan jako
At) = lim 1 —wy(t, ¢ + h) (1.8)
h—0 h
a intensita u(f) jako
_ d
) = lim 7 B [a(t + h) — 2(] = 5 M) (1.9)

h—0 h
V pfipadé singuldrnich prouds budeme nazgvati parametrem proudw primo
pravdépodobnost >
b=P(& 2 1) (1.10)
a tntensitou stiedni hodnotu
Uy = EE, . (1.11)

2. Jednoduchy singuldrni proud

Studium singularnich proudé zaéneme nejjednodus$Sim piipadem t. zv.
jednoduchého proudu. Posloupnost {&,}7_o je v tomto piipadé posloupnosti
nezéavislych ndhodnych proménnych nabyvajicich pouze hodnot 0 a 1, a to
s konstantnimi pravdépodobnostmi ¢ a p, p + ¢ = 1. Nahodné proménné z,
maji tudiZ binomické rozlozeni pravdépodobnosti

wim = (3 . @)
Jezto jednoduéh}'r proud je sta,cionérn_:i, je i jeho parametr konstantni, totiz
In =P =1)=p. (2.2)
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Obdobng také intensita proudu bude rovna
pin=E&, = p = M(n) — M(n —1). (2.3)

Z (2.3) vidime, ze ¥dici funkce M (t) jednoduchého singulérniho proudu mé v bo-
dech £ =1, 2, ... skoky rovné p, jinak je konstantni. Soudasné vyplyva z (2.2)
a (2.3), ze podobné jako v reguldrnim piipadé majii zde intensita a parametr
touZ hodnotu.

Na vstupni proud jest oviem mo?no se divati takés hlediska ¢asovych inter-
valti mezi p¥ichody jednotlivych po sobé nésledujicich zédkaznikt. Oznaéime-li
obecnd z; délku intervalu (v p¥ipad® singuldrniho proudu nutné celodiselného)
mezi ptichodem zdkaznika i-tého a (i 4 1)ho, ¢ =1, 2, 3, ..., snadno se pfe-
svédéime, Ze pro jednoduchy singularni proud plati

Plzi=k)=pg*, k=1,2..;i=12, ..., (2.4)

t. j. Ze délky z; maji Pascalovo rozloZeni. Jsou rovnéz stochasticky nezdvislé
a plati Ez; = p™%.

3. Stacionarni nezavisly singulirni proud

Tento obecnéjsi druh vstupnich proudi je o to slozitéjsi, Ze ndhodné pro-
mé&nné £, mohou nabyvati i hodnot vét&ich nez 1. Jejich spoleény zakon roz-
loZeni budiZz dén pravdépodobnostmi

v=P& =k, k=012, ... ‘ (3.1)
Pro pravdépodobnosti v,(n) pak dostaneme vyrazy:

n '
v(r) = v%, vy(n) = nowd-t, vy(n) = et L+ ( 9) v3op-? atd.
2

Mezi parametrem 1 = 1 — v, a intensitou u = M(n) — M(n — 1) plati oviem
tyZ vztah jako v reguldrnim p¥ipadé ‘

- - ..
p=2k. v, =Dv,=1—v,=4. (3.2)
k=1 k=1

Soutasné je z (3.2) zfejma i platnost analogie zndmé véty (viz [5], § 11):

Nutnow a postabujici podminkou pro to, aby staciondrn nezdvisly vstupni
proud byl jednoduchy, je rovnost u = 2.

Viimnéme si jeSté mezipfichodovych intervald. Délka nenulovych inter-
valt ma opét Pascalovo rozloZeni '

Pe=klz>0=(1—v)vs, k=12... (3.3)



@0

Oznaéme pro zjednodugeni » = % Pro pravdépoddbnost P(z = 0) dostane-

k=1 k
me snadnou tdvahou?) vyraz
o
P(é = O) == 1 = *1——:‘-1}‘: ) (3.4)
takze odtud a z (3.3) vyplyva
Pe=k=wi' k=12,...; (3.5)

formulemi (3.4) a (3.5) je zdkon rozloZeni pravdépodobnosti délek mezip¥icho-
dovych intervalii urden. Pro stfedni hodnofu délky dostaneme E[z/2) 0] =
=1 —)ta ‘

V4

Ez _— m‘)-z. (36)

4. Ordindrnost staciondrnich proudi

Pro reguldrni staciondrni proudy je zndma v&ta Koroljukova (viz [5], § 11,
[8]), kterd uddva podminky ordindrnosti proudu. V piipadé singuldrniho prod-
du mtZeme ihned vysloviti obdobnou vétu; jeji dikaz je o to jednodussi, Ze
na rozdil od regularnich proudd mé parametr i singuldrniho proudu vidy
koneénou hodnotu, nebot 1 < 1.

Véta. Singuldrni staciondrni proud je ordindrni tehdy a jen tehdy, jestlize
= A
Diukaz. I. Je-li proud ordindrni, pak v, = 0 pro & > 1, tedy
u=E=1.v9,=1—v9,= 4.

II. Necht u = 1, tedy Z kv, = Z v, odtud vSak plyne z (b — 1) v, =0,
vzhledem k nezdpornosti vsech élenu platl tedy nutné v, = O prok = 2,c.b. d.

Pozndmka. Zcela obdobné jako pro reguldrni proudy lze také pro singu-
larni staciondrni ordindrni proudy zavésti t. zv. Palmovy funkce g(n) vztahy

n+l

,pk(n):%p =L36=0,n=012.,k=0L2. .. (4]

specielng tedy ¢,(0) = 1. Znamend tudiZz ¢,(n) podminénou pravdépodobnost
toho, %e v % po sob& nasledujicich okamzicich pfi§lo pravé % zdkaznikd za

?) P(z = 0) je pravdépodobnost toho, Ze uvazovany zékaznik je ]eden zk(k=1)
Vg k — ].

k- 11"”0

soutasng ptiglych zakaznikd, a to nikoliv posledni, tedy P(z = 0) =

a‘]



predpokladu, Ze bezprostfednd pred uvazovanou n-tici okamzikt ptiSel zdkaz-
nik. Z (4.1) miizeme snadno odvoditi formule (pro n < k je ¢(n) = 0)

n-1
%(n) = 1 = 2 2 o)) (42)
&
o) =4 2, [peal) — gl k=12, ..., (43)

analogické formulim (10.8) monografie [5].

5. Staciondrni proudy s omezenou zivislosti

Nazveme tak proudy (které obecnd nemusi byt nezévislé) takové, Ze délky
mezip¥ichodovych intervali jsou nezdvislé ndhodné proménné. V singulérnim
ptipadé nabyvaji tyto ndhodné proménné opét jenom nezipornych celych
hodnot, v p¥ipadé ordindrnich proudd jenom kladnych. Pro staciondrni
ordindrni proudy je poZadavek omezené zavislosti slabii neZ pozadavek ne-
zavislosti proudu, t. j. kazdy jednoduchy proud je také proudem s omezenou
zévislosti, naopak vSak existuji staciondrni ordindrni proudy s omezenou
zivislosti, které nejsou nezivislé; jako piiklad mize slouziti singulérni proud
uréeny posloupnosti &, tvorici Markoviv fetézec s matici pravdépodobnosti
ptechodu

P=(Z§),a={=c,b=&=d,abcd={=0 (5.1)
a se stacionarnim rozloZenim absolutnich pravdépodobnosti
c b
Uo=m, Ul=m. (5.2)

Pozndmka. Neni-li ordindrni nezdvisly proud staciondrni, nemusi byt
proudem s omezenou zavislosti, aé by bylo mo?no p¥i povrchnim &teni takto
rozuméti tvrzeni na poddtku § 13 a v pozndmece pod ¢arou na str. 42 v [5].
Lze snadno sestrojiti piiklady singuldrnich i reguldrnich nestaciondrnich
vstupnich proudd, které jsou sice ordindrni a nezavislé, kde viak jiZ prvé dva
mezipfichodové intervaly jsou stochasticky zavislé.

Singuldrni proud, ktery je staciondrni, ordindrni a s omezenou zavislosti,
nazveme proudem typu P. Tyto proudy maji nékteré jednoduché vlastnosti,
analogické vlastnostem reguldrnich proudt tohoto typu. PouZijeme-li Palmo-
vych funkei, odvodime snadno, %e pro rozloZeni pravdépodobnosti délek mezi-
pFichodovych intervalt plati (viz [5], str. 43)

Pz, =n)=1—g@yn); 1=1,2,..,=0,1,2, ..., (5.3)
n-1
Pl = n) =7 2 qalk) - (5.4)

Obé tyto formule lze odvodit téZ p¥imo ze vzorca § 4.
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V disledku stacionarity proudu typu P nezévisi jeho vlastnosti na volbg podatku
¢asové osy, t. j. z posloupnosti {&,}®_; miZeme vynechati libovolny — avSak pevny —
podet podédtednich ¢lent, aniZ tim zménime stochastickou strukturu proudu. Vynechd-
me-li jich v8ak ndhodny pocet, a to tak, aby posledni vynechany &len & byl roven 1, pak
zménime stochasticky charakter posloupnosti, proud prestane byt proudem typu P.
UvaZujme nyni v takto modifikovaném proudu jev E = (£ = 1), tento jev je rekurentnim
jevem ve smyslu Fellerovych definici (viz FELLER [1], kap. XII; [2]). Fellerovym pravdé-
podobnostem f,, odpovidaji v naSem oznaceni (platném pro ptvodni nemodifikovanou
posloupnost {&,}) pravdépodobnosti

e =Pl;=k) =@k — 1) — k), b=12,..., (5.5)
pravdépodobnostem u; pak podmingné pravdépodobnosti
u =P, =1/&6=1), j=12,... (5.6)

Nyni jiz miZeme pro nés proud vyuZiti vSech vysledki odvozenych Fellerem: stiedni
doba ndvratu jevu E bude

2 k{go(k — 1) — go(k)] = Z g(k) , (5.7)
k=1 k=0
konstanta f je rovna
=1 — lim @y(n) , (5.8)

@

jev E je tedy jisty tehdy a jen tehdy, plati-li lim g,(n) = 0. Konverguje-li fada X ke,(k),
N—>c0 k=1

lze aplikovati rovnéZ vysledky Fellerovy tykajici se asymptotické normality souéti

n
S, = X z; i pottu zékazniki N,.
i=1

6. Nestacionarni nezavisly ordindrni proud

V tomto paragrafu si jen velmi struéné v8imneme proudu tohoto specidl-
niho typu. Jest oviem P(£, > 1) = 0, takze P({, = 1) = A, je ,,okamZitd*
hodnota parametru. Rovnéz ,,okamzitd‘‘ hodnota intensity je u, = E&, = 4,;
takZe plati ziejmé

Véta. Nezdvisly singuldrni proud je ordindrni tehdy « jen tehdy, jestlize
Un = Ay Pro vechna n.

Néhodné proménné
m
Snsm =Zp+m — &y, = ‘ZIETL+1‘ (61)
f=

maji t. zv. zobecnéné binomické rozloZeni (viz na pt. [3], str. 107). Plati zejména’
m
Bépm =2 Ansi (6.2)
i=1
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tidici funkce M (t) mé tedy v bodech ¢ = n skoky rovné A,; stfedni hodnota
(6.2) je stejnd, jako by byla v piipadé staciondrniho proudu s primérnym
parametrem
1 ) (6.3)
m ‘2 411 1

Pro pravdépodobnosti vy(n, n + m) = P(&,,, = 0) dostaneme snadno reku-
rentni vztah

v, m +m + 1) = vgy(n, n + m) . v(n +m,n +m + 1) =

= o(n, n 4 M) . (1 — Apsmsa) » (6:4)
takze '

Yo(n, n + m) ’ml 1 — 4, . (6.5)
podobné lze odvodit diferenéni rovnici
ve(n, 4+ m + 1) —v(n, 4+ m) = — Ay ey [0x(n, 7+ M) — v (0, 7+ '(n;)gs;

charakterisujici zobecnéné binomické rozlozeni.

7. Singularni p-aproximace regulirnich proudd

Budiz dén reguldrni vstupni proud z(#). Singuldrni proud ")(t) definovany

vztahem
x(“(t) ([Zr t]) (7.1)-

PAd

nazveme r-tou singuldrni p-aproximact (reguldrniho) proudu z(t). Pro pfislusné
pravdépodobnosti vy, V3’ plati zfejmé

‘Ug)(t) = ([2;; t])

-~

Vilt) <V, ([Z - t]) VOlt) < Vilt -+ 2-7) . (7.3)
Jezto reguldrni proud je stochasticky proces spojity podle pravdépodobnosti,
plati pro kazdé ¢ = 0
lim P(z(t + 2) > a(f)) = 0, (7.4)
h—0
odtud vsak vyplyva
Im V() = Vit), ¢t =0, k=0,1,2,.... (7.5)

T—>0

Obdobné Ize ddle dokazati, Ze posloupnost {x("(t)} , konverguje k x(t) ve
smyslu Bernoulliové.
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Ze spojitosti podle pravdépodobnosti procesu z(f) a z definice z("(¢) vSak
nadto vyplyva i konvergence z("(¢) k z(f) podle pravdépodobnosti pro kazdé
t = 0; je to disledek predpoklddané monotonie funkei z(¢):

2t — 2" S ([_22’:.5_]) = ') = w(t), (7.6)
takze V
im P(z(¢) — () > 0) = 0. (7.7)

S praktického hlediska znamend pfechod k r-té singuldrni p-aproximaci,
ze se polet zakazniki zjistuje jen v urditych ekvidistantnich éasovych okamzi-
cicht=14.2"7,7=0,1,2,..., takZe je zndm vZdy jen souhrnny podet zdkaz-
nikd priflych v intervalech délky 2-r, nikoli v8ak pfesné okamziky p¥ichodu
jednotlivych zdkaznikd.

Viastnosti stacionarity, nezdvislosti a finitnosti se zachovdvaji pri prechodu od
requldrntho proudw k jeho p-aproximacim; naproti tomu ordindrnost proudu
obecné nent zachovdna.

Vztah mezi rozlozenim pravdépodobnosti piirtstka £, reguliarniho proudu
a jeho singuldrnich p-aproximaci si snadno odvodime ze vzorca (7.2), (7.3),
resp. z definice (7.1). Viimnéme si jesté podrobnéji parametru a intensity
proudu. Z (1.8) mdme

Px(t + k) > =z(t)) = h . At) + o(h), (7.8)
aviak
A = I’(x (21) > (j = 1)) , (7.9)
tedy
A = 27T A(j277) 4 o(277), (7.10)
tak¥e p¥i r — o0, j —> 0, j . 2-7 — ¢ dostdvame
lim 27. 20 = A(t) , . (7.11)

pokud parametr A(t) je spojitou funkei argumentu ¢, specidlné tedy plati (7.11)
v ptipadé stacionarniho proudu x(t).
Obdobn& mame pro intensitu proudu z (1.9) a z

u? =E [x (27;) — =z (7 ; 1)] (7.12)

rovnost
u = 27" . ut) 4 o(2-7) , (7.13)
tak¥e znovu pfir — o0, j — 0, j . 277 = ¢ plati
lim 274" = u(t) . (7.14)
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Poznamka. Je ziejmé, Ze volba posloupnosti {2-7}°, neni pro definici
a vlastnosti singuldrnich p-aproximaci reguldrnfho proudu nijak podstatna.
Misto ni by bylo moZno pou#it i libovolné jiné vhodné posloupnosti konvergu-
jici k nule.

8. Singularnf B-aproximace

' M¥jme opét dan reguldrni proud z(t). Posloupnost {«(")(f)},", singuldrnich
proudd nazveme posloupnostt singuldrnich B-aproximaci proudu x(t), jestlize
lim 2"(t) = z(t) v Bernoulliové smyslu. Je zfejmé z (7.7), Ze posloupnost

p-aproximaci reguldrnfho proudu je také posloupnosti jeho B-aproximaci. P¥i-
tom se miZeme (pro nade tdely bez djmy obecnosti) omeziti jen na takové
posloupnosti B-aproximaci, jejichz r-ty &len mé Fidici funkci konstantni
v intervalech tvaru {j.2-7, (j +1).27),7=0,1,2,....

V&imn&me si, Ze na rozdil od p-aproximaci, mé o B-aproximacich smysl
mluvit jen jako o celych posloupnostech; r-t4 B-aproximace ndm sama o sob&
jest8 nic neffkad o aproximovaném regulérnim proudu, kdeito r-t4 p-aproxi-
mace ano. i

Jezto hodnoty parametru a intensity proudu, af jiz reguldrniho &i singular-
niho, zévisi pouze na zdkonech rozloZeni pravdépodobnosti procesu z(t),
plati vztahy (7.11) a (7.14) za jistych podminek i tehdy, jde-li o posloupnost
B-aproximaci. Odtud, z véty § 4 a z véty 3 v [8] vyplyva

Véta. Jestlize k danému finitnimu reguldrnimu proudu x(t) existuje posloup-
nost staciondrnich ordindrnich singuldrnich B-aproximact takovd, Ze plati (7.11)
a (7.14), pak x(t) je rovnéZ staciondrni a ordindrnt proud.

Kromé parametru a intensity existuji oviem i jiné dileZité vlastnosti za-
vislé jen na zdkonu rozloZeni pravdépodobnosti, které se mohou zachovati pfi
limitnim p¥echodu v posloupnosti B-aproximaci regulérntho proudu. Pro
ilustraci 'si v dalifm paragrafu ukdZeme na jednoduchém pifklad® vyuZiti
singulérnich B-aproximaci k feSeni n&kterych dloh theorie hromadné obsluhy.
Utelem jest oviem jen ilustrace moZnosti, nikoliv systematické odvozovani
novych vysledkii; jde totiZ o p¥ipad vstupniho proudu, ktery byl vySetfovan
jiz v samych zaéateich theorie systémia hromadné obsluhy.

9. Obsluha jednoduchého proudu

Budeme uvazovati jednoduchy singulédrni vstupni proud z, = z(n). Zékaz-
nici necht vytvateji jednoduchou frontu obsluhovanou jedinym obsluhujicim,
délky d; trvani obsluhy budteZ nezdvislé ndhodné promé&nné s tym# zdkonem
rozloZeni Pascalova typu danym pravdépodobnostmi

Pdi=Fk)=B1—pFL k=12 .;0<pf<l. (9.1)
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Poznsdmka. Pascalovo rozloZeni je diskretni analogii exponencilniho
rozloZzeni v tom smyslu, Ze podobné jako pro exponencialné rozloZené spojité
veli¢iny plati

Pd=k+n[/d=n)=Pd=1Fk). ! (9.2)
Piedpokladame, Ze obsluha daliiho zakaznika miZe zaditi v témz (celo-
¢iselném) okamziku, kdy predchdzejici byla ukoridena.
Budeme rozlifovati t¥i p¥{pady podle osudu zdkaznikd p¥idlych v okamZiku,
kdy obsluhujici je zaméstndn.

L. Zdkaznici, kteFt nemohou byt thned obslouZeni, éekaji po neomezenow dobu
v meomezené fromté.

Oznadime-li 7, podet zékaznikd ve front¥ (vSetné pravé obsluhovaného)
v okamziku n, tvoli ndhodné proménné 5, Markoviv Fetézec s matici pravdsé-
podobnosti piechodu P = (py), ¢, = 0, 1, 2, ... tvaru

{1—1 yl 0 0 s
C|BA—2) pA+(1—p)(1—2) r—p2 0
p— 0 pQ —2) pr+(1—p)(1—4) 1—p)2
0 0 p( — =) PA+(A—=FQA—=2)..|
L

Staciondrni rozloZeni absolutnich pravdépodobnosti P, = P(y, = k) ziskdme
zndmymi methodami fefenim rovnic

z Pzp:k ] (9 3)

dostaneme tak — v podstaté zcela stejnymi dpravami jakych je pouZito pro
regularni proudy v [5] —

i E Ak(]_ — ﬁ)k—l )
Pk—m-Po, (9.4)

! ‘ ©
coZ spolu s normujici podminkou Z Pk = 1 dévd
k=0

!

P — £, 99)

vzorci (9.4) a (9.5) jsou P, tplné urdena. Vidime, Ze podobné jako v reguldr-
nim p¥ipad® musime predpoklidat 2 < f, aby staciondrni feSeni existovalo.
Jezto délky obsluhy d; jsou nezivislé nadhodné proménné, dostdvime z (9.1),
(9.4) a (9.5) pro celkovou dobu y, po kterou zdkaznik musi éekat na obsluhu,
pravdépodobnosti

Ply =n) = ZP,C.( ; llc)ﬂ"(l—ﬂ)“";, n=12,..., (9.6)
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Py =0) = P, = -ﬂ——g—l . (9.7)
Z (9.6) pak vyplyva
’ Ply =n) = ﬁ ; A . A((ll*_ﬂl);:, n=12 .., (9.8)
a
P(y>n)=%.8:§;:,n=0,1,2,.... (9.9)

Tim je problém obsluhy daného singuldrniho proudu v podstaté rozfesen.
Uvazujme nyni posloupnost jednoduchych singuldrnich prouda {2"(#)}7.0
tvokici posloupnost B-aproximaci jednoduchého finitntho reguldrniho proudu
z(t). Necht plati
lim 27 . A" = 7, (9.10)

kde A je parametr proudu z(f) a A" parametr proudu z("(f). Necht zdroven
veli¢ina B z (9.1) konverguje k nule, a to tak, Ze
lim2r . A0 =4, 2. 1=a, 0<a<l, (9.11)

r—>0

Pro pravddpodobnost P(y > t) toho, %e ekaci doba pii obsluze regularniho
proudu z(f) bude v&tsi ne% ¢ (za predpokladu stejné Sekaci discipliny ve fronté

a exponencidlnfho zakona rozloZeni délky obsluhy, k némuz (9.1) konverguje)
dostaneme

AP [1 — B\
Py >t) = lim B - (1-:_;%) 2 (9-12)
tedy
Ply >t) =a.e G-t (9.13)
a specielné
Py >0)=«, (9.14)

coz je pravdépodobnost dekani vitbec. Uvedené vzorce (9.13) a (9.14) se shoduji
se vzorci odvozenymi pro regularni proud z(t) pfimo (viz [5], § 34 a 35).

I1. Zdkaznici, ktefi nemohou byt ihned obslouZeni, jsou odmitdni a odpadaji
z obsluhy.

Proménné 1, nabyvaji tu pouze hodnot 0 a 1, matice P m4 tvar

pu] 1= A A
p(L —A4) pA+ (1 —p)
(zde jiz nemusi byt 1 < ), takZe rovnice pro P, mi tvar

Py= Pyl —2) +P,. (1 — 1); (9.15)



odtud

_ . B—BL -t -
h=pri—m D priome @16

P, je pravdépodobnost odmitnuti. Provedeme-li limitni prechod ve stejném
smyslu jako v odstavei I, dostaneme

lim P, = —>

1
1+a’ 14«
ve shodé s vysledky v [5], §A20, str. 67.

lim P, = (9.17)

II1. Nakonec uvazujme je§té piipad t. zv. smiSeného systému:

Je-li jeden zdkaznik obsluhovdn, muZe jesté jeden dalsi Eekat, ostaini jsou
odmitdni o odpadajs.

Pro matici P (tentokrate tiifadkovou, nebot 7, nabyvaji hodnot 0,1 a 2),
mame

1—4 2 0
P=p1—2) PA+1-BH1A—=2) Q=521 |,
0 4 ”,9(1—1) | pa+ (1 — p)

takZe rovnice pro Py jsou

P0=Po(l’—l)+P1(ﬁ_l%),
P, = Pj Pl — 24—+ 281) + Py(B— B, = (9.18)
P2: P(l—/%) +P2(1_5+/ﬂ)-

Odtud pak dostaneme opét stejnymi obraty vyrazy pro Py, které pQ obvyklem
limitnim prechodu d&V&]l AiD
A '3 1

11mP m),]@——olz O<C\/w, (9.19)
co¥ se shoduje s vysledky (4) a (5) prace [9]. Rozlozeni &ekaci doby je v tomto
jednoduchém pifpadé oviem trividlni: zdkaznfik je obslouzen bez gekani's prav-
dépodobnostl P,, musi éekat s pravdépodobnosti P;, v tom piipadd mé pak y
exponencidlni rozloZeni jako ‘p¥mou limitu Pascalova rozloZenf (9.1).
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Pesome

CHUHIVJIAPHBIE BXOOAMMUE ITOTOKHN

OPAHTHIIEK 3UTOK (Frantifek Zitek), IIpara
(ITocTymuo B pegarmuio 27/X 1956 r.)

Hocnenepsoromaparpada mocryXaBIIero B Ka4ecTBe BBeleHu A (6015 MAHCTBO
oIpefiefIeEmiA B 0003HaYeHN OpuHEATO U3 [5] 1 [B]), m3yuaTca B mepBo# acTH
pabora (§§ 2—6) cmErynaspHESBe BXOAAMEe IOTOKE BEI30BOB (cM. [6]), caemys
OpH 5TOM BOOOIIe WCCiIefOBaHMAM IJIaBH 1 MomOrpadmum [5).

Bo sropoit gacra (§§ 7—9) BBemeHO NOHATHE CHArYJAPHHX ANIPOKCHMAIHE
pPeryApHERX moToKoB. Ecim () — QWERTHEM peryispHEA HOTOK, TO HOCHe-
JoBaTeNbHOCTE {%(")(t)}; ¢ CHETYJIAPHLEIX HOTOKOB, ONpeHeNeHEHX PaBeHCTBOM
(7.1), HagEIBaeTCA MOCIENOBATEIHLHOCTHIO P-aNOPOKCAMANME TOTOKA Z(f). Uzy-
9al0TCA HEKOTODHIe CBOMCTBA P-alIPOKCHMANUA, W IOCIe STOT0 MepeXomaTcH’
B maparpade 8 k mccmeoBaHmIO B-annmpoxcuMammii, Ha3HBag TAK HIEMEHTHI
TOCAeHOBATeLHOCTeH CHEIYJIAPHHX IOTOKOB, cXofxfmuxcd K z(f) B cMBIcie
Beprymmm.

B nocnensem maparpade mCHONH30BAHE YCTAHOBIGHHBE Pe3YIbTATH B CIIy-
4ae OJHOrO IPOCTOro NpEMepa U3 TeOPHH O0ciays;ruBaEmA. MeronoM anmpoxcu-,
MaIui NOJy9afoTCA Pe3yIbTAaTH, COBIAJAIOMIEe C Pe3yIbTaTAMH, Oy @ HE MM
TPAMEIM MeTOJOM JIJIA HeNPepPEIBHOTO ciaydas (cM. [5] m [9]).
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Résumé

COURANTS D’ENTREE SINGULIERS

FRANTISEK ZITEK, Praha
(Recu le 27 octobre 1956)

Apres le premier paragraphe qui sert d’introduction (la plupart des défi-
nitions et notations sont celles des travaux [5] et [6]), on étudie, dans la pre-
miére partie du présent travail (§§ 2—86), les courants d’entrée singuliers (voir
[6]) en suivant & peu prés parallélement le développement du chapitre 1 de [5].

Dans la seconde partie (§§ 7—9) on introduit la notion d’approximations
singuliéres de courants réguliers. Un courant régulier x(¢) étant donné, la suite
{x"(t)}. o de courants singuliers définis par (7.1) est appelée suite d’appro-
ximations-p du courant (¢). Aprés avoir établi quelques propriétés des approxi-
mations-p, on passe, au paragraphe 8, & 1’étude des approximations-B, en
appelant ainsi les éléments de toute suite de courants singuliers convergeant
vers z(t) au sens de Bernoulli.

Au dernier paragraphe les résultats établis sont, & titre d’illustration, employés
dans le cas d'un exemple simple de problémes d’attente. En procédant par la
méthode d’approximation on arrive & des résultats conformes & ceux obtenus
directement pour le cas continu (voir [5] et [9]).
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

CHARAKTERISTICKA FUNKCE KENDALLOVA KOEFICIENTU
KORELACE PORADI

MARCEL JOSIFKO, Praha DT :516.272.1
(Doslo dne 21. prosince 1956)

V poznémece je odvozena charakteristickd funkce ndhodné velidiny S
(¢itatele ve vyrazu (1)) pro Kendalliv koeficient korelace potadi
v piipad® nezdvislosti. Charakteristické funkece je pouZito k jedno-
duchému odvozenf znémych vlastnosti Kendallova koeficientu korelace
poradi.

Bud {(z,,y,)}*., ndhodny vybér o rozsahu n z dvojrozmérné populace
charakterisované ndhodnou veligéinou (X, Y) se spojitym rozloZenim. P¥i-
fadme ka¥dému prvku tohoto nédhodného vybéru dvojici prirozenych &isel
(2, ;) tak, %e i znadi pofadi prvku ve vybéru uspofddaném podle rostoucich
hodnot z a g; znadi pofadi tohoto prvku ve vybéru uspoiddaném podle rostou-
cich hodnot %. Symbolem R pak oznaéme minimélni poéet inversi, jimiZz se
permutace (¢, o, ---, ) PFevadi na ptirozenou posloupnost (1,2, ..., n).
Kendalliiv koeficient korelace potfadi se pro tento néhodny vybér definuje
vzorcem

2

G

Za predpokladu, %e ndhodné velitiny X a Y jsou nezavislé, jsou viechny
permutace (gy, s, ..., ¢,) stejné pravdépodobné (pofadi podle y nezédvisi
na uspofaddini vybéru podle rostoucich hodnot z). Oznaéime-li symbolem
f(s; n) podet téch permutaci (¢4, ¢s, - - -, ¢.), které vedou k téZe hodnoté s na-
hodné velidiny S ze vzorce (1), miZeme psit:

PSS =) =&" (‘2!".) . ' )

Vidime snadno, %e je f(s; ») > 0 pouze pro hodnoty s = (g) — 2k, kde k =

=01, ..., (g), pro ostatni s je f(s; ») = O.
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Jednoduchou tvahou se odvodi rekurentni vzorec pro vypocéet hodnot
f(s; m) (Viz na pi. [1] str. 403):

flain+ 1) = Sfts +n — 2kin),
=0
FO;1) = 1. 3)

Pomoci vzorce (3) dostaneme pro charakteristickou funkeci nahodné veli¢iny
- 8 tyto vztahy

Py t) = -7 z eite

¢n+1(t = =

+!~

5y Dt > f(s +n — 2k;n),
s k=0

1
0 — . - it(2k—n)
Pnia(t) »F1 @n(t) k‘?oe

-Seétenim geometrické Fady v poslednim vyrazu a elementdrni dpravou
dospivame k jednoduché rekurentni formuli pro charakteristickou funkei ¢, (£)

1 sin[m+ 1)1

Pnsa(t) = @a(t) . P i F (4)

Odtud
t) — l—I sin (vt ) (5)

p=1 sin ¢

Ke stejnému vysledku dospe]eme tpravou vytvoiujictho polynomu pro
y-rozdéleni (viz [2]).

Uvedend charakteristickd funkece umoZiiuje snadné odvozeni momenti
ndhodné veli¢iny S a dikaz konvergence jejiho rozloZeni k rozloZeni normél-
nimu. K tomu - ddelu vztah (5) upravime pouZitim zndmého vyjddieni sinu
ve tvaru nekonedéného soudinu

. = 22 .
s111z=z.g(l——W). (6)
V na$em piipadé je
»

® 242 2 \71
-2 )
p=1j=] 7.[7 N
V okoli nuly muzeme psat -

n o o 1 2 k
logqa,,(t):— Z z z—(}w .(‘l’%-—l).

sl jm1¥-1 k

Je hned vidét, Ze pro [t| < n~? pla.ti

tﬁk 2 1. & 1
log Pull) = — T Z T2k



Uvé,iime-li,“ie ?:21—?1?] = %2, dostdvame pro . charakteristickou funkei @,(f)
tento vyraz
.1 2 30U oz
miy—ep|= 5.3 3 om0 - S S 3o},
| < nt. (7)

Odtud p¥imo uréime rozptyl ndhodné velidiny S

21 (0 — 1) = n(n — ll)éfz'n + 5) ' (8)

Standardisovana ndhodné veli¢ina

1
U§=§

S
Os
md, jak je ihned patmé z (7) a (8), tyto kumulanty:
g =1, 2%y =0Mn*1) pro k=23,...
Liché kumulanty jsou vesmés rovny nule.
Néhodné veliéina U mé tedy charakteristickou funkei

.2
) = exp{ = 5 + 0w}
: e '
Plati tedy lim y,(t) = (f) = e 2 pro ka?dé pevné ¢, takZe ndhodnd velitina U
mé asymptoticky normalni rozloZzeni N (0, 1).
Kendalliv koeficient korelace pofadi v mé tedy rovnéZ, za predpokladu

nezéavislosti ndhodnych veliéin X a Y, asymptoticky normalni rozloZeni
s pramérem 0 a rozptylem

g 2mE5

2k-ty kumulant ndéhodné velidiny t je

2k 2 1 (n)|™*F <
zgk(r)=%j§1j—%.(2) .gl(vzk—l). : .
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Pesmome

COBCTBEHHASA OYHKIIA KOIOOUIMEHTA
KEHJIAJIIA KOPPEJIALINN PAHTOB

MAPLEJBb NOCHUPRO (Marcel Josifko), Ilpara
(ITocrynmro B pefaxmuio 21/XIT 1956 r.)

B craTee BEIBOmUTCA cOGCTBeHHAA QYHKIAA CIYIAHHON BenHIuHE S (YHCiia-
Tesig B BHpaxenmz (1)) mna xospdmmumenta Hempmamna KoppensameEdm paHToB
B cayyae mesapmcmmocTd. CoGerBenHas QYHKIESA MCIONB3YeTCA A OPOCTOTO
BEIBOJ]A M3BECTHEIX yiKe cBOHcTB Koaddunuenra Herganna Koppenanuu pasros.

Summary

- THE CHARACTERISTIC FUNCTION OF THE KENDALL’S
RANK CORRELATION COEFFICIENT

MARCEL JOSIFKO, Praha
(Received December 21, 1956)

The characteristic function for the random variable S (the numerator
of Kendall's coefficient of rank correlation (1)) in the case of independence
is given. The characteristic function is applied to the simple derivation of
cumulants and asymptotic distribution of Kendall’s 7.
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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

ASYMPTOTICKE VLASTNOSTI Iiﬂ'TEGRALU HOMOGENNI
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Brno DT:517.934
(Doslo dne 11. ledna 1957)
V préci jsou uvedeny nékteré postadujici podminky pro ohranidenost
integraltt diferencidlni rovnice (1,2). Déle je ukdzéno, jak lze v nékte-
rych ptipadech odvodit asymptotické vzorce pro fundamentdlni
systém FeSeni diferencidlni rovnice (1,2) pomoci zndmych asympto-

tickych vzoretd pro fundamentdlni systém YeSeni diferencidlni rovnice
(1,5).

1. Diferencidlni rovnici

. W + daw” + 6a,w" + daw' +agw = 0, (1,1)
kde ag, @y, a;, a4 jsou spojité funkce v intervalu J = (z,, c0), mizeme prevést-
transformaci w = ¢ /%% na prvni kanonicky tvar

y"" + 104y" + (104’ + o)y’ +[3(842 + A") +wdy =0, - (1,2)

kde o (w,) je invariant (semiinvariant) rovnice (1,1), 4 = ¥(a, — a5 — as),
viz [6]. Funkee o', »;, A" jsou spojité v intervalu .J.

V piipadé w = 0 pro v8echna z ¢ J je

y"" 4 (104y’) 4 [3(842 + A") + w,]y =0 (1,3)
samoadjungovanou rovnici. Rovnice
y"" 4+ (104y") + 3(342 + A")y =0 (1,4)

je iterovani a jeji fundamentilni systém FeSeni tvoi funkece u3, uv, uv?, v3,
jestliZe u, v jsou linedrn& nezévislé integraly diferencidlni rovnice
w” + Au = 0. Viz na pf. [9]. (1,5)
Maé-li rovnice (1,5) integrdl w,(x), ktery nemd v J ani jeden nulovy bod,
pak mizeme (1,2) transformovat substituci

z

_ vi@)] _ (1 ,
ST R f amn & (1,6)

Zy
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na druhy kanonicky tvar

d% 1 dv 1 3 ¢ .
@+Ewd—§+ﬁ(wl——2—?w)v=o, viz [6] L7
Kazdy integral y(z) rovnice (1,2) vyhovuje integralni rovnici

u(z) o(x) *

%(Zo) v(,)

y(2) = 2@) — 5@ @(Z)

3 2

u(z) v(z)
w'(t) v'(?)

(1,8)
u(@) v(@) u() v(z) } ”
u(t) o(t) u(t) o(t) ’

kde z(z) je integral rovnice (1,4) spliujici v bodé z, = z, stejné pocatedni
podminky jako y(x) a u(x), v(x) jsou integraly rovnice (1,5), jejichZ wronskien
je roven 1, viz [8].

2. Dile uvedeme nékteré postaditelné podminky pro ohranienost integrald
diferencidlni rovnice (1,2). Kvuli struénéj§imu vyjadfovini zavedeme tyto
definice: ‘

a) Rekneme, e integral y(x) diferencidlnf rovnice m4 vlastndst

(0;) = [y(z)] = M pro vSechna ¢ J; 1=0,1,2,3;
(On) = ly(x)] + |y'(x)] = M pro viechna x ¢ J;

— 3w(t)

+ = f y(t){[wla) — o'()]

(Onsza) = [y(@)] + y'@)| + y"(@)] + [y"(2)] = M pro viechnaz ¢ J;
(0) = limy(z) = 0;

>0 .
(0g) = lim y(z) = 0, lim y'(z) = 0; M = konst > 0.%)
T—>0 Z—0

b) Rekneme, ze diferencidlni rovnice mé n&kterou z vlastnosti odst. a),
kdy# kazdé jeji feSeni mé tutéz vlastnost.
2,1. Necht
[lwjdx < 0, [|o]dx < oo. (2,1)
Jestlize rovnice (1,4) mé vlastnost (Og;), pak rovnice (1,2) mé vlastnost

(Opyaa), viz [1], T. 6, str. 55.
Poznédmka -2,1. Rovnice (1,4) ma vlastnost (Og ), jestlize rovnice (1,5)

mé vlastnost (O,y), p¥i demz [4]| 4 [4'| = M.
Poznamka 2,2. Rovnice (1,5) mé vlastnost: (0,,), jestlize

lim |4 +a| =0, [|[4 +a|dz < o, a = konst < 0,
Z—>00 : ’
viz [1]. II, T. 7, str. 56, nebo
lim |4 + a| = 0, [|4’| dz < o0, a = konst < 0,
Z—>w

viz {1], VI, T. 1, str. 133.

*) V dal$im textu budeme vZdy pismenem M ozna&ovat vhodnou kladnou konstantu.
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2,2. Necht

@

flon — o'l dz < 0, [lojdz< .

(2,2)

Jestlize rovnice (1,5) m4 vlastnost (O,,), pak rovnice (1,2) ma vlastnost (O,).
Podle (1,8) je vzhledem k pFedpokladu |[u(z)] < M, (@) £ M, w'@)| < M,

V(@) < M

@) S e + ol + ol + e+ 8) + 530 [ plllo, — o] + Sull e,

%

kde jsme pouzili vztahi
2(2) = o;ut(x) + cu@) v(@) + cu(x) Vi) + (@)
6 = 5 y(Eo) (@) - @] + o) -

Podle Bellmanovy nerovnosti, viz [1], str. 46, je

ly(z)| < cex {iM“f[ 1+ 3 dt} | ~—M325]c|
Y = P 3 B lwl—w + lw.] 3 c = & il s

odkud s ohledem na (2,2) plyne tvrzeni.

Poznimka 2,3. Necht plati (2,2). JestliZe rovnice (1,5) ma vlastnost (001),

pii demz |4| + |4']| = M, pak rovnice (1,2) ma vlastnost (Ogyss)-
2,3. Necht plati pfedpoklady:
a) A = konst > 0, A% je konvexni pro z e {x,, ©),

b) o — wldz<co f—l%idx<oo.‘

e

Pak rovnice (1,2) mé vlastnost (O,,).

Podle ptedpokladu a) je

)| < e = @), w@)| < MJZ = ),
iz

viz Zldmal [3], str. 85. Podle (1,8) je

@) < O Me f [iw‘l::o’l +43lwl]dt
VAs(x) VA%(x - |[ZX0! A()

| iy(x)‘i/ﬁ(?)\gch?Msflyi/Ml [“”1 o] +3'“"]dt.,.,

[Z80)

A()

62

(2,3)



kde ¢ je vhodnéd kladnd konstanta. Jestlize aplikujeme na (2,4) Bellmanovu
nerovnost, snadno podle predpokladu b) dojdeme k zavéru, Ze integral y(x)
je ohranideny.

Derivaci (1,8) s ohledem na (2,3) obdrzime odhad

@
V4 < : i [l ol | 3ol]
x )| < e + 4 M8 | |lyl/A3@ le_fol
) @) f]JV @[ e + 4]
kde ¢ > 0 je vhodné konstanta. Integral na pravé strané podle predpokladu
kon%rerguje, nebot funkce yVZ:"(—x) je podle (2,4) ohranidena.
Pozndmka 2,4. Jestlize plati pfedpoklady odst. 2,7 a lim A(x) = oo, pak

Z—w0

rovnice (1,2) mé vlastnost (0y,)-

y@) =0 [;—l—] 5 ‘y'(w.)‘= 0[4 _1_] .
J43@) ‘ V(@)

3

Presnéji

3,1. Necht |4 + a| - 0 pro # - oo, [[4'(zx)|dr < oo, [|w|dz < oo,

[lwy 4+ 34" do < co. Pak existuje fundamentélni systém YeSeni rovnice (1,2)
tvaru

y(t) = exp [f}‘k dt][ckz + 0(1)] k=1,2,3,4,
i=01,23

>

kde 4, ,(t) = 4 |/— A(@), As(t) = + 3/— A(f), cxs jsou konstanty nezivislé
na «, z,. Viz [1], I, T. 8, str. 64.

3,2. Necht |4 + a| - 0 pro - o, a = konst., [|4'(x)| dz < co. Potom

P D e + o(1)] u“’—ezf-v A e+ o(U)], i =0, 1, (31)

kde c¢,; jsou konstanty nezavislé na z, z,; %,, %, jsou nezavislé integraly rovnice
(1,5). Viz [1], IT, T. 8, str. 64.

Dusledek.
| [y e
-3 [J=a®at - JV-4a@ at
hp=¢e€ % [1+oM)], yp=¢ % [1 +o(1)],

" - (3,2)
JV==a) at 3[Y—4w at

: Y = €% [1 + 0(1)] s Yg= €% [1 + 0(1)] >

kde y; = i *.ui ', i = 1,2, 3, 4, jsou nezdvislé integraly rovnice (1,4).
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3,3. Predpoklddejme, %e rovnice (1,5) mé integral u,(x), ktery nema v inter-
@

valu J z4dny nulovy bod a dx = + co. Potom miZeme rovnici (1,2)

1
ui(@)

transformovat substituei (1,6) na tvar (1,7), pfi éem? lim &(zx) = o,
Z—0

Necht
0352 » =<} s

Integraly rovmice (1,7) jsou podle Ghizettiho véty (viz [7]) asymptoticky
rovny integralim rovnice »(» = 0. P¥esné&ji, rovnice (1,7) mé4 fundamentélni
systém tvaru

|

3 EII
-—2— ?' @

w; —

vy = Si_l[l + 0(1)] ] 7’= 1: 2: 3: 4.

Disledek. Integraly rovnice (1,2) jsou podle Ghizettiho véty asympto-
ticky rovny integralim rovnice (1,4). PYesn&ji, rovnice (1,2) mé fundamentalni
systém tvaru y; = ui . ut [l 4-0(1)], kde u,, u, jsou vhodné linedrné)
nezévislé integraly rovnice (1,5).

3,4. Necht rovnice (1,5) mé integral u.(x) (nezavisly na wu,(z)) takovy,

¥ 1
ze f —@x—)' < 0.
JestliZe integraly

})(pz(x) ol dx, [yp(x) ¢¥z) o] dz, fqﬁ(x) |o,| dz (3,4)
konverguji, kde

w . 4y = Olg(@)].
uy . Uy = Op()],
pak plati tvrzeni odstavee 3,3. UkaZme, Ze je splnéna podminka (3,3).

e ol o rae— ffofon - on f o roe

N 2
= Nlj-(ulug)2 || dz, kde (c1 -+ c.zf% dt) < N,, ¢, ¢, jsou konst.

(3,5)

1

2
Zo

Podobné zjistime, Ze

cc,Ea 3 E” ) © 0
fg— s = 5 g ol dr = “ﬂfl(wz)’*wxl dz+ | [(ud)’ 2ho] da] ,

kde N, je vhodné konstanta > 0.
VS8echny tfi integraly, které se vyskytuji na pravych stranich obou ne-
rovnosti, podle predpokladi (3,4), (3,5) konverguji.

64



3,5. Necht plati predpoklady odstavce 3,2 pro ¢ > 0. JestliZe integraly
[lw] dz, [|w,| dz konverguji, mé rovnice (1,2) fundamentélni systém (3,2).
Podle (3,1) je p(z) = y(z) = 1.

4. (. SANSONE ve své praci [2] dokazuje nésledujici dvé véty o diferencidlni
rovnici

[Py"]” — [hy'] — 0y’ + iy = 0. (4,1)
Véta 1. Necht v rovnici (4,1) jsou 9%, 9, 9o, ' spojité funkce pro vsechna
2 = a a necht platt tyto pFedpoklady:
L=z9,>0, 9,=20, M= =m>0, 9, =%, #=w,
o + 30" =3[0 — 0], Ay + 30" =7>0, (L, M, m, v jsou konst.).
Jestlize y(x) je FeSent rovnice (4,1), pak mohou mastat tyto pFipady:
1) y(x) meosciluje [md v intervalu {a, c0) konelny polet kofeni); pak je bud
lim |y(z)| = 0 nebo lim |y(x)| = oo;

(4,2)

ii) y(x) osciluje a nent lim y(x) = 0; pak’
L—>0

af [¥2(2) + y2(x)] dz = + 0,

lim y'%(z,) = oo [{x,} je posloupnost nulovych bodw integrdlu y(x)], y'(x,) .
’.l—g;f(xn) > 0 pro dosti velkd n. ' _
Véta 2. Necht plati predpoklady véty 1. Necht je ddle pro vsechna x = a
|9, — | < H,, |9 +o'|=<H,, (H,H,jsoukladnékonstanty).  (4,3)
iii) JestliZe integrdl y(x) rovnice (4,1) je ohranifeny, pak zlirg y(x) = 0.

Poznimka 4,1. K dikazu obou v&t pouzivé Sansone identity

Ule) = Ul@) — [0 + Dy + (o’ + B0 7] dz , (4,4)
kde

Ulx) = y[dy"]" — 9oy'y" — uyy’ — doy®,

viz [2], str. 15. :
Tvrzeni obou vét plati beze zmény pro diferencidlni rovnici (1,2), jenom
misto (4,2) event. (4,3) musime predpokladat -
—UM=Z4—m<0, 0o—30' ' =Zn>0, 4.2)

04+ o =0, — 3o, ’

event.
o — 104'| £ H,, 3342+ 4") 4w, — | = H, (4,3")

(M, m, n, Hy, H, jsou kladné konstanty).
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Oviem k dikazu musime pouZit misto (4,4) identity

U) = Ula) — [[(34y + y")* + (o, — }o’) y* — 4y"24] dt,
kde '
U) =y"y —y"y' + 44yy’ + 34'y* + Joy*. ,
Poznamka 4,2. Jestlize plati predpoklady (4,2'), pak kazdy integral y(z)
rovnice (1,2), ktery pro vSechna # = a ¢ J vyhovuje podmince

Ule) =9"y — 9"y + 4dyy’ + 34'y* + 30y®> = 0,
m4 vlastnost (o,), viz [2], str. 16—18.
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Pe3ome

ACUMIITOTUYECKUE CBOMCTBA PEMEHUN OOHOPOILHOTO
JUHENHOI'O IUOOEPEHIIUAJILHOIO VPABHEHUA
YETBEPTOI'O IIOPAIKRA

3IEHEH T'VCTBI (Zdendk Husty), Bpro
(IMocrymuao B pepaxmuio 11/ 1957 r.)

B mpemmaraemoif paGore HCCIeZyHOTCA KOCTATOYHEE YCIOBHS OrpaHAYEH-
HOCTH pemrenni muddepeEnmanbEOro ypaBHeHHS

¥ 4+ 104y" 4+ (104" + o) y" + [3(84%2 + A") + 0]y =0, (1)
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A", o', w, BenpepuBEH B J = {(Z,, 00), I BHBOIATCI HEKOTOpPHE aCHMITOTH-
geckre QOPMYIH A QyHIAMEHTAJIBHON CHCTEeMH. B memax KpaTKOCTE 060-
3HAYeHHI OHJIN BBEJEHH cjefyiolue OnpejeleHHA:

a) Mu crameM, gro maTepan y(z) muddepeHmmambHOrO ypaBHEHHS 006ia-
JaeT CBOUCTBOM -

0;) =|yo@)| <M = konst. > 0, =0, 1, 2,3,
Ow =@ + @) < M,

(Ouzs) = W@ + v'@)] + '@} + @) < M,
(0g) = limyx) =0,

(001) = limy(z) =limy'(z) =0.

—>00

0) Mu craxem, aro mmdpdepeEnmansrEOE ypaBHEHHE 06IafgaeT HEKOTOPHIM
43 CBOHCTB MYHKTA a), eCIM KajK[oe ero peimeHme 00jiafaer 3TUM CBOMCTBOM.
Vpaprerne (1) obnagaer cBoiicTBOM (Oyyy3), €CIE YpaBHEHHE

y' + Ay =10 (2)
obmamaer csoiictBoM (Oyy), |4| 4 |4'| £ M = konst. > 0,
[lo] dz < o, [, dz < co.
VYpasuerme (1) obmapaer cpoiictBom (0,), ecim ypaBHeHHme (2) obmagaer
cBoiicTBOM (Opy), [|w; — '] dz < w0, [|o] dz < co.

IIycrs A > konst. > 0, A BHIIYKJIO,

@

o, — o] o)
f——-——vm dx<oo,fA dz < 0.

Torpa ypasmemme (1) obGmamaer cmoiictBoM (Og). Ecam lim A(z) = oo, 10
&—>0
ypaBuenme (1) oGnagaeT cBOMCTBOM (0, ).

Iycts Lim |A + a| = 0, a = korist., [|4’|dz < oo, [|w]dz < co. Toraa
>
pymmamMenTanpHAA CHCTEMA PeINeHME ypaBHeHHA (1) mMeeT BHU

z k3
+8 [V-d@at + [V=a®mat
Y1, = € & [ +o(1)], Yz, 4 = € %o [1 4+ o(1)] .
IIsx. Camcome B cBoeit paGore [2] moKassBaeT gBe TeOPeMBI 00 ACHMIITOTH-
YeCKHX CBOMCTBAX HHTErpanoB auf@epeHnmanbHOr0 ypaBHEeHUs

[Py — [Pyl — oy’ + 0y = 0.
B wmacroameii paboTe TPUBORATCA YCIOBHA, KOTOPHIM JO/KHEL YOBie-

TBOPATH Ko3(QdummenTr ypasuennd (1), mia roro, arobsr obe reopemsr Cancone
OBIIE CIpaBeyIEBEl ¥ A7 ypaBHeHHA (1).
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Resumé ' T

ASYMPTOTISCHE EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN LINEARER
HOMOGENER DIFFERENTIALGLEICHUNG DER VIERTEN .
ORDNUNG

ZDENEK HUSTY, Bmo'
(Eingelangt am 11. I. 1957)

In der vorgelegten Arbeit werden hinreichende Bedmgungen fiir die Begrenzt-
heit der Losungen der Differentialgleichung

"+ 104y + (104" + o) y' + [3(34° + A”) +o]y=0, (1)
A", o', w,, sind stetige Funktionen von zeJ = \xo, o) eingefithrt und
einige asymptotische Formeln fiir das Fundamentalsystem abgeleitet. Wegen
der Moglichkeit von kiirzerer Ausdriickung . Wurden folgende Definitionen
eingefiihrt:
" a) Man sagt, dass die Losung y(x) einer leferentlalglelchung folgende
FEigenschaft besitzt

0;)) = lyd=x) =M =konst. >0,1=20,1,2,3
~(001) = Iy(x)$ + @) =M,

2

(Opiza) = Iy 2)| + '@ + v @) + @) =M,
(00) = limy(z) =0,

T—r0

o) = limy@) =0, limy'@) =0.

T z -

b) Man sagt, dass die leferentlalglelchung eine der Eigenschaften des
Absatzes a)besitzt, falls jede ihre Losung dieselbe Eigenschaft besitzt. .

Die Differentialgleichung (1) besitzt die Elgensoha.ft (Op1gs), wenn die lefe—
rentlalglelchung

[0 Yok Ag=0 e
die Eigenschaft, (Op) besitzt, [4| + [4'| < M = Lonst > 0, f [w| dx <00,

f[(olldx<oo

Die Dlﬁerentlalglelchung (1) besitzt die Elgenschaft (O,), wenn die Diffe-
rentialgleichung (2) die Eigenschaft (Om) besitzt, :

f[wl—w|dx<oo f[a)]dxxoo
Es sei 4 = konst. > 0 und die Funktion 4 % sei konvex,

L Vel PRI f[wldz<oo

V4=
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Dann besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (O,,). Wenn
lim A(z) = o0, so besitzt die Differentialgleichung (1) die Eigenschaft (o).

r—

Im Falle dass, lim |4 + a| = 0, « = konst., [|4'|dz < 0, [|w|dz < oo,

[lw,] dz < o, dann besitzt die Differentialgleichung (1) das Fundamental-
system
‘ :':sj?l“—iTt)dt + f]w At de
ohae=e B [L+o1)], ysa=¢e = 1+ o(1)].
G. SANSONE beweist in seiner Arbeit [2] zwei Sétze iiber die asymptotischen
Eigenschaften von Losungen der Differentialgleichung

B — ) — oy + 0y =0.
In dieser Arbeit werden die Voraussetzungen, die die Koefizienten der Diffe-

rentialgleichung (1) erfiillen miissen, eingefiihrt, sollten beide Sansons’ Sitze
auch fiir die Differentialgleichung (1) gelten.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

O ROZKLADECH EUKI(EIDOVSKYCH PROSTORU

MILAN SEKANINA, Brno DT :519.51
(Doslo dne 23. ledna 1957)

Véta 1 nésledujictho &lanku se zabyvé rozkladem eukleidovského
prostoru E,, n = 2, na podmno¥iny o mohutnosti mensi neZ dané
mohutnost m < 2%. V&ta 2 se zabyvé rozkladem prostoru Hyy,y,
k = 0, na podmmno¥iny p¥imo shodné s podmno¥inami z prostoru K.

1 .

Nechf E, znadi n-rozmérny eukleidovsky prostor.!) Eukleidovskym po-
hybem neboli shodnosti v E, rozumime isometrické zobrazeni E, na sebe. Je

zndmo, e v pravoihlé kartézské soustavé soutadnic je eukleidovsky pohyb
vyjadfen soustavou rovnic

Yy =0T + ..o+ @, +dy,

Yn = Q1% + coe T Ay + dn ’

kde ||a;x| je realns orthogonalni matice, d;, ..., d, jsou redlns &isla. Je-li deter-
minant |@;| = 1, nazveme dany eukleidovsky pohyb eukleidovskym pohybem
1. druhu (nebo téZ p¥imou shodnosti), je-li |a;z] = — 1 eukleidovskym pohybem
2. druhu (nep¥imou shodnosti). O dvou mnozindch M,, M, c E, fekneme, Ze
jsou shodné, existuje-li eukleidovsky pohyb S tak, Ze S(M;) = M,, a piSeme
t€% M, o~ M,. Existuje-li § 1. druhu majici tuto vlastnost, piseme téz M, ~ M,
a fkéme, Ze mnoZiny M, a M, jsou p¥Hmo shodné. Rozkladem na mnoziné M
rozumime systém neprazdnych disjunktnich podmnozin z M, jeho# sjednoceni
je rovno M.

Definice 1. Budif M c E,. Rekneme, fe M, c E, je rozkladovd mnoZina na M,
kdy?Z existuje rozklad R na mnofiné M » mnofiny M ,, pro néz M, ~ M,. Existuje-lu
R tak, Ze plati dokonce M, ~ M,, Fekneme, Ze M, je pFimou rozkladovou mnoZinow
na M.

Bezprostiednim disledkem definice 1 je

1) Definice zékladnich pojmi z analytické geometrie viz na pi. E. Crcr: Zéklady ana-
lytické geometrie I, Praha 1951. 0-rozm&rnym eukleidovskym prostorem rozumime pro-
stor sloZeny z jediného bodu.
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Lemma 1. Necht My, M,, M, c B,. Nechi M, je rozkladovou mnofinow na M,,
necht M, je rozkladovou mnoZinow na M. Potom M, je rozkladovou mnoZinou na
M,. Torzent plats, zaménime-li pojem ,rozkladovd mnoZina‘ za pojem ,,pFimd
rozkladovd mno#ina‘.

72

Véta 1. Budiz n = 2, m mohutnost menst nez 2% riiznd od 0, & systém o molut-
nosti 2% neprdzdnych podmmotin M,z E ,, pro néé,platt M, < m (M = mohutnost
mmoziny M). Potom existuje systém &' podmmnofin M ,, pro néZ plati:

1. Mv~M,. 2. & jerozklad na E, .

Dikaz. Necht V, znaéi zaméfeni prostoru #,,. Je-li v £, dan soufadnicovy
systém 8, uréeny bodem o a ortogonalnimi vektory wu,, ..., u,, potom shodnost
prostoru E, definovanou rovnicemi

Yy =C08Qp.x —sin @.x,,
Y, =Sin @ .2, + cos @ .,,

Ys =23,

y’n = xn >

kde 0 < ¢ < 2m, y, resp. ; jsou soufadnice bodu y resp. z v 8, oznatme (8, @)
[tedy (S, ¢)(x) = y]. Budiz Q podatedéni ordinalni &islo pattici k mohutnosti 2%.
Usporadejme body prostoru E, v transfinitni posloupnost

Ly Ly o ees Lyy oaey T 2.
Rovnéz & uspotddejme v transfinitni posloupnost typu 2 (bez Gjmy na obec-
nosti miZeme piedpokladat, Ze mnozina indexti ¢ je mnozinou ordinélnich é&isel
mensich nez Q):

My ...M,.. 1t1<Q.

Véta bude dokdzdna, kdyZ sestrojime transfinitni posloupnost podmnozin
z B,

MY M M, T 2 (2.1)
takovou, Ze plati J
1< Q=>M" "~ M,, (2.2)
/ 205 o0<t< Q=M Mo =90, (2.8)
3. x,el_slM”. (2.4)

V dal§im sestrojime posloupnost (2.1) s vliastnostmi (2.2) az (2.4) transfinitni
indukei.

71



Necht z € M. Necht 7' je translace, pro niz plati 7'(z) = x,. Oznatme 7'(M ) =
= MP. (2.2)—(2.4) je trividln& splnéno. BudiZ nyni » < 2, v = 1. Pfedpokla-
dejme, Ze pro ¢ < » je definovano Me s vlastnostmi (2.2) az (2.4). Polozme N, =
= U Me. Ponévadi Mc < m < 2%,» < 2% je B, — N, = ¢. Necht », je prvy

a<lv
index x, pro nd&j% plati x, e £, — N,. Z (2.4) plyne, Ze v, = ». Zvolme z e I,
a provedme translaci 7', pro niz 7'(z) = x,,. Polofme M, = T'(}M,). Nyni uké-
Zeme, Ze existuje linedrni podprostor dimense n — 2 (ozna¢ime jej U) takovy,
Ze
2, eU a UnN,=6¢. (2.5)

Necht nejprve n = 2. Potom za U poloZime bod z,. Necht » > 2. Oznatme
podprostor, sklddajici se jen zbodu z,, jako U°. Potom U° je dimense 0 a plati
pro U° (2.5). Predpoklidejme, Ze existuje linedrni podprostor dimense k <» — 2
U* tak, %e spliuje (2.5). Necht V* zna&i zamé¥eni prostoru U¥, vy, ..., ¥k
nechf je base ve V%, vy, ..., v, Viuq, ..., ¥, base ve ¥, kterd vznikne doplnénim

base vy, ..., v; (pro k¥ = 0 je mnoZina téchto vektort prdzdna). Nechf y je
realné &islo. PoloZzme

Uy = Ky =%, + Veez+ Wer) A+ Vike + oo+ Ve A A Ay s Ay
v realnd Gisla] . '
Necht y = 9" ayeU, n U,. Je

Y =Ty + Vase + PWerd) 1 + vkt + ... + iy,

Y =%, + (Vese + ¥'Ver) A + Vil + ...+ vyl o
Odtud 2 = ¥, yA = y'A’, z éehoz plyne 1 = 1’ = 0, tedy y e U*. Kdyz y + 3,
yeN,, yeU,, potom je ynone U,.. Ponévadz N, < 2, existuje y, tak, Ze
U,, & N, = 9. Polozime U*? = U .. U**1 z¥ejm& spliiuje (2.5). Odsud plyne
existence podprostoru U dimense » — 2 s vlastnosti (2.5). Necht w,, wy, ..., w,,
tvoli orthonormélni basi v U (pron = 2 je mnoZina téchto vektori prézdnd).
Existujf vektory w,, w, tak, Ze w;, w,, ws, ..., w, tvoii orthonormalni basi v &,.
Soufadnicovy systém S budiZ uréen bodem z,, jako poditkem a vektory wy, ...,
w,. Oznaéme nyni transformaci (S, ¢) jako R,, R, (M%) oznalme kratdeji
My, Budiz nyni z = (z,, ..., %,) e N,. ProtoZe xnoneU, je 22 + 2% + 0.
Pripustme, Ze existuje ¢, tak, Ze x ¢ M} . Potom existuje 2’ = (z;, ..., z;) € M
tak, 7e R, (z') = z. Je . -

T =COS¢ .z —sSing.%, X, =sing .2 +cosg.xi.  (2.6)
Odtud plyne
‘ w4 2, = oos (@) + @)1,
Zixy — X%y = — sin @1[(21)* + (2,)%] . (2.7)

Je (z;)* + (3)* + 0 (plyne z (2.6)). Tedy rovnicemi (2.6) a (2.7) je ¢, € [0, 27)
jednoznadéng uréeno. Odtud plyne, %e x ¢ N, je prvkem maximéalng M, mnozin
M#%,. Ponévadi M, < 2% a N, < m.¥ < 2%, je mohutnost mnoziny téch ¢,
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pro néz M3 n N, + 0, mensi neZ 2%, existuje tedy ¢’ € [0, 2r) tak, Ze M} - 0

n N, = ¢. Necht M» = M¥,. Je M»= M, M» o M= 0 pro » > g, podle
definice », je z, e Y Me. Tedy M» spliiuje (2.2)—(2.4). Tim je véta dokizina.
o=y

Dusledekvéty 1. Kazdd podmnozina M C E,, n = 2, pro niZ 0 < M < 2%,
je pHimd rozkladovd mnofina na E .

Lemma 2. BudiZ m < 2%. BudiZ v (2k + 1)-rozmérném eukleidovském pro-
storu By, (k= 0) ddno m linedrnich podprostori E; (i probihd mmofinu I
o mohutnosti m) dimense k. Budif i, ¢ I, budif x libovolny, ale pevné zvoleny
prvek z By, takovy, fe xnone By, te I, ¢ + y. Potom existuje k-rozmérny pod-
prostor Ky, pro néjz plati:

1. BycEByn, 2 B0 Ep={x}, 3. EB,0E,=0proel, t+ +4.

Dikaz. Pro k = 0 je tvrzeni trividlni, necht tedy ddle £ > 0. Necht ¥}, znaci
zaméfeni prostoru Ey. Necht (£}, z) je nejmensi (ve smyslu mnoZinové inkluse)
z linedrnich prostori z E,; ., obsahujicich B} iz. PonévadZ m < 2% a K, ., ne-
muze byt sjednocenim mnoziny o mohutnosti mensi nez 2% linedrnich prostori
dimense nanejvys rovné k + 1, existuje z; € By — U (B, ). Tedy specidlné

tel

2, + z. Body 2, a  uréuji piimku p, (jeji zam&¥eni necht m4 basi p,), kterd
m4 tyto vlastnosti:

«) py n B¢ = {«}.

B) pynoneVy, tel.

Y E,=0,1el, ¢ 4.

Ad «) Kdyby = + yep, 0 E, potom p, c B}, tedy =z, ¢ B3, coZ je spor
s volbou z,. :

Ad B). Piipustme, ze p,e Vi, te I. Potom = + x . p, € (B}, x), o redlné &islo.
Tedy z, € (£}, x), coz je spor s volbou z,.

Ad v). Pripustme, Ze ze p, n By, ¢ = . Potom vektor uréeny body z a 2
patii do zamé&feni prostoru (Ej, ) a odtud jako v ad B) z, € (Ej, ), coz je spor.

Necht x je ptirozené &islo spliiujici nerovnost 0 < » << k. Piedpoklidejme, Ze
v By, existuji pFimky py, ..., p, (base v jejich zaméfenich necht tvoii vektory
P1, ..., P,) s témito vlastnostmi:

1% P4, ..., P, jsou linearné nezavislé vektory.
2*. Pro linedrni prostor (py, ..., p,, ) uréeny vektory p,, ..., p, a bodem z
plati:

a’) (Pls coes P Z) n E;cl ={x},
b) (Pl:"'spxx)s n E;t.:(b: LEI, L F .
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3*. Pro vektorovy prostor (py, ..., p,) uréeny vektory p,, ..., p, plati (py, .-
p,) 0 Vi ={o}, tel, o je nulovy vektor.

p, spliiujici shora uvedené podminky «) az y) spliiuje téz zfejms 1%, 2%, 3.
(B, P15 - - -» Py %) budiZ nejmensi linedrni podprostor v Ey,,, obsahujici By a »
a jehoZ zaméfeni obsahuje vektory p, ..., p,. Dimense prostoru (Ey, P, - --> Px
z) je k+ %+ 1 pro ¢ + t;, k + % pro y. Pondvad? téchto podprostort je
ma k4 %+ 1< 2k+ 1, existuje #,,1 € Byoy — U (E, p1s ---» P &). Body

.3

tel
Z,.1 & x uréuji ptmku p,.,, (basi v jejim zaméfeni oznaéme p, ), pro niz plati:

1%¥1 Vektory Py, ..., Py Prsr jsOU linedrnd nezivislé.
2%+1. Pro line4rni prostor (py, ..., P,.1, z) uréeny bodem x a vektory Py, ...,
Pn+1 Pla'ti:

a’) (Pl: ceiny Px+1> x) n Eh = {x}a
b) (Pla"',Px+1‘x)nE;¢=0, LGI, 1'4:1",
3**1. Pro vektorovy prostor (p,, ..., P,.x) plati

(Pl: @] Px+1) n V;c b {O} *

%1

Ad 1**, Pripustme, Ze lip; + ... + Lp, + LsPyss = 0, > &t + 0. Pondvadi

i=1 .

podle 1* py, ..., p* jsou nezivislé vektory, je l,,, + 0. Potom p,, je prvkem

zamé&¥eni linedrniho ‘prostoru (B, P, .. ., P, ¥) a tedy z .y € (B, P1s - - Puo ©)
COZ je spor. .

Ad 2**'. a) Ptipusfme, %e x + ye(py, ..., P,u1, ) 0 Eg. Necht vektory

vi, ..., vy tvoli basi ve V. Potom plati lip; + ... + L Py =bvys + ... + -

x+1

+ kv pro vhodna redlnd &sla L, ..., [ ., by, ..., by, kde ilf + 0. Protoze
i=1

plati 3% je I, + 0. Tedy p,.., patfi do zaméfeni prostoru (B, py, ---> Pws %)

odkud plyne #, ., € (B, p1, -- -, Py Z), COZ je Spor.

b) Pripustme, Ze ye (py, ..., Prs1, 2) 0 By pro jisté ¢ + 4. Potom y =
=2+ Lpr + ... + hiaPysn- Z 27 b) plyne, Ze Ly, + 0. Tedy p;4, je prvkem
zamé¥eni prostoru (Ej, py, ..., p,, z), tedy .., € (B, P1s - - -, P, &), COZ je SPOL.

Ad 3**', Pripustme, %e 0 + ve (py, ..., Pys1) 0 Vi pro jisté . Z 3* plyne, Ze
potom je p,., prvkem zaméfeni prostoru (Ej, py, ..., p,, ). Odtud plyne, Ze
Zyi1€ (B, Prs -5 Py @), €OZ je spor.

Polozime-li x =k — 1, zjistime podle 1%, 2%, 8* gze prostor (z, Py, --., Px)
spliiuje vlastnosti 1, 2, 3 uvedené ve znéni lemmatu.

Vé&ta 2. Budi¥ I mnofina indexii, I = 2%. Necht ke kasdému ve I je pFitazena

mmnozina M,, 0 + M C B, C By, (k = 0). Potom existuje systém S podmnoZin
M z B,y takovy, fe '

1. M*' = M, 2. & jerozklad na B, ..
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Dukaz. Uspoiddejme body z ., v posloupnost typu £
Ty Tpy vy Ly oy T 2.
Mizeme predpoklidati, ze mnoZina indext I je mnoZina ordindlnich &isel
mensich nez 2. UkéZeme, Ze lze sestrojit posloupnost
MO M L M T D (3.1)
podmnozin z F,, tak, Ze plati:
1. MrA M, M7 Me =0, o < A.
2. Ke kazdému 7 << 2 je piifazen k-rozmérny linedrni podprostor Ef c E,; .,
tak, Ze plati:
M™cE:, EinEicUM', v>0. (3.2)
<7
3. z,e Y Mo.
osT
Posloupnost (3.1) s vlastnostmi (3.2) sestrojime transfinitni indukei. Zvolme
z e M anecht 7 je translace prostoru By q, pro niz 7'(z) = z,. Polozme 7'(M,)
rovno M°, Ey = T(E,). Vlastnosti (3.2) jsou pro M° a Ej ziejm& splndny.
Necht 0 < » < 2 a necht jsou definovany M, Ef pro = << v. Protoze U M~ %
< ’

+ Ey.4q, existuje bod #,, kde », je prvni index », pronéjz platiz, none U M.
v

Y

Podle vlastnosti (3) je », = ». Mohou nastat dva p¥ipady

a) z, none U Ef,
<<y

b) , e U E;.

<y
Definujme nyni E» a M, takto:

V ptipadé a) necht E” je libovolné, ale pevné zvoleny k-rozmérny linedrni
podprostor v By, takovy, Ze x, ¢ E». Systém viech Ej, v < v, oznacme Mm,.

V piipadé b) existuje pravé jedno 7, tak, Ze =, e B3, jak plyne z 2. Polozme
E» = Ep a systém {Ez!.., — {Ey} oznatme M,.

Podle lemmatu 2 existuje k-rozmérny linedrni podprostor B’ v By, tak, Ze

V. z, e B,

2. B nE =0, E<M,,

3. B n B' = {x,}.

Zvolme ze M,. Existuje piimé shodnost 7" v B, tak, Ze T"(z) =z,,
T'(Ey) = E'. Necht M» =T'(M,), E; = E’. Ukézeme, %e pro M», E; plati
(3.2).

Ad 1. M» ~ M, plyne ihned z definice M». M» n M* = § pro v > ¢ plyne
z inklusi M7 c Ej pro o < v, z definice By, a z vlastnosti 1, 2’, 3" pro K.

Ad 2. Plynez 2" a 3'.
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Ad 3. Plyne ihned z definice bodu ,. . P
fm j i ti 8 3 ukazuji, g,
Tim je dokézéna existence posloupnosti (3.1) asnmf. s :
mnoém;r této posloupnosti tvo¥f rozklad na B,y 8 #ddanymi viastnostmj,
" Disledek véty 2. Bud;iﬂ# Mch By, Poom M je pFimd rozkladond
mnoging prostoru By

il

l,,a

sl _ ' : M!

7"‘,4 R T < ¢
' ) . Obr, 1,

Ukazme jests, ze existuje neprézdng podmnosging pHmky, kterd nenj roz.-
Kladovou mnoginoy na roviné., Phkladem takové mnoginy je mnofing,
kterou dostaneme, kdy% 7z pHimky vypustime bod. Oznadme tuto mnodiny
jako M. Pripustme, %o existuje rozklad na roviné £, na mnoiny shodné ¢ i
Potom nastane jeden z p¥padi naznadenych na obrdzky 1, Zvolime-li bod X

VDt rovnobs; > TOSp. trojihelntka 4RO, vidime, 2e pro kazdoy :

Ve Btk 3t imstin bodi na Siselg ove, 7 2 %4, & > 0 libovoind, Potom

qmistujeNDMta}c,ieﬁ=E N je pFimon mnofinow na pFmes

@ UNY < UMY L 5 (G 2 ;
SAU) 46 (g )Mmmﬁrmnoimyﬂ)-

Sy Rozkl&dovyini mno¥ na : : . .
SeraNNA: O rozkladovycmﬂnéehpmx;?p;femﬁyv‘ Pipieror w1 Sldnek Koumxs
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Dikaz. Poloime M, = M v piipadé, ze M je neohranitend, M, =
M UldM) &}, jeli M (;hru.niéené.. Necht N’ znadf aditivni grupu vy-
tvofenou mnozinou M,. Je N’ = M. Ttdy mod N’ v aditivni grup¢ viech
realnych ¢isel jsou mnoziny piimo shodné s N. Je-li M neohranidené, polozime

N - N'. Budiz M ohranidend mmnozina. Polozme A4 = N’ ) [inf M — ‘:

sup M- ‘). Necht T je translace, pro niz T'(0) = d(M) + &. Ponévadz

2)'
d(M) + eeN', je THA) < N’ pro k celé (T* znadi k-tou moeninu translace 7'
v grupovém slova smyslu, pfi ¢em2 nasobeni je definovano jako sklddénf zobra-
zeni). Je ziejmé T8(A4) O} T (A) =0 pro k, + k,. Koneénd prox ¢ N’ existuje k
tak, ze r e TH(A). Tvoiitedy {T*(A4)}, k celé, rozklad na N'. Je tedy A piimou
rozkladovou mnozinou na N a, podle lemmatu 1, je téz pfimou rozkladovou
mnoZinou na piimee. MiZeme poloZit N = A4. Jest zfejmé, Ze d(4) = d(M) +
g, Tim je véta dokdzéna.
Ukazme jesté na Cantorové mnoZiné, Ze tvrzeni véty 3 uelze v podstaté
zesilit. Cantorova mnozina ' je mnoZina redlnych &sel ¢ s triadickym rozvojem
o 2 _:5‘, kde ¢, = 0 nebo 2.

fenl ¢

=

Je dobfe znamo, ze u(C) = 0.3) H. STRINHAUS dokdzal nasledujici vétu:?)
(8) Ke kafdému &islu 0 < x < 1 existuji v C &isla x, Y tak, %e
r—y =o. (4.1)

7 (S) plyne

Lemma 3. Necht ve|—1,1). Necht T je translace redlné osy o &islo x. Necht
M5 C. Potom M~ T(M) % 0. '

Dakaz. Z (4.1) plyne, Ze existuji x,ye C tak, Ze x — y == x. Ponévadz
0eC, je Oe M a T(0) = neT(M)atés & + ye T(M). Pondvadz x + y =, je
reT(Myn M,

Na zdkladé lemmatu 3 dokdzeme toto tvrzeni:

Véta 4. Necht M > C je pFimd rozkladovd mnofina na Eiselné ose. Potom

‘ LdM) =1, 2. pu%M)=1.

Dikaz. Necht M > ¢!, M je ptimé rozkladové mnoZina na ¢iselné ose. Kxis-
tuje rozklad R = {T'(M)}, kde 7', je translace, ¢ probihé jistou mnoZzinu 1.
Necht ¢, == 7,(0). Bez jmy na obecnosti miZeme predpoklidat, Ze M ¢ R.

Ad 1. Pripustme, ze d(M) = 1. Potom M c [0, 1]. Protoze interval [0, 1] neni
rozkladovou mnoZinou na p¥imee, existuje z e [0, 1] tak, Ze z non e M. Existuje

;)‘};(..’&B“i;nmi Lobasgusovu miru mnoziny M, u*(M) vndj¥ Lebesgueovu miru mnozi-

ny | , .
4y H. SreiNvaavus: Nowa wlastnodé mnogosei G. Cantora, Wektor 7 (1917), citovano dle

Fortschritte d. Math, XLVI, 1. dil, 8. 300 (1916 —18).
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M, + M tak, %e ze M,. Ponévadz predpoklidime, Ze 41(.!!? la ja M, -
N L[IO 1] + 0, je t, e[—1, 1]. Podle lemmatu 3 je M, n M 4 0, cok je spor,

Ad 2. Pipustme, %e existuji u,xel, u + x tak, Ze Jl',, -t S I Potom
systém mnozin {T;*T (M)}, ve T' je opit rozklad pfimky A‘:. na mnokiny piimo
shodné s M. Oznaéme jej Ry. Je T, ' T' (M) = M «Ry a 71',,’ ' T,f(.ll) «R,. Je dile
T*T(0) =t,—t,e[—1,1]. Podle lemmatu 3 je 7' 7'(M) n M 4 6, coi
je spor. Je tedy pro u # % .
fta —t) > 1. (4.2)
Odtud plyne, ze I < %,. Kdyby tomu toti* tak nebylo, existoval by hromadny
bod mnoziny {,}, te I, coZ je vesporus (4.2). Necht N, == M, [0, 1]. Uvakme
o systému podmnozin 773(N,) (kteréito mnoZiny lezi v M). Nechf [/ ' nadf
prinik viech intervalli (z mnoZiny intervalii otevienych) uzavienych i polo-
otevienych) obsahujicich T;1(N,). Z (4.2) plyne, %e I, n I, == 6 pro p + x.
Odtud jiZ snadno dostaneme

w2 S TN = StV = 1,

tel tel

odkud p*(M) =1, e. b. d.

Peswome

PA3JIOJKEHUA EBRIUIOBBIX [MTPOCTPAHCTB

MUTAH CEKAHMHA (Milan Sekanina), Bpno
(Mocrynmio B pepaxmumio 23/1 1957 r.)

IIycye E, ozmagaer 7-MEpHOe eBRIWIOBO mnpocrpancrso, M,, M, c E,;
M, ~ M, 3maumt, uro Cymecrsyer nsmxerue 1-ro poma B K, T raxoe, wro
T(M,) = M,. B paGore moxasams CTICYIOLIIG TOOPeMEI:

Teopema 1. ITycms n > 2, 0 < m < 2% & — cucmema Henyemnx mio-
wceeme M, us E, € =2 H <m [8 (M) osnavaem mowmocms mmo-
awcecmea & (M,)]. Tozda cywecmeyem cucmema &' MHoncecme M, dan womopoi
LM = M, 2. & ssasemes pazioscernuen npocmpancmea E,,

Teopema 2. Iyems I — muooscecmeo undercos, 1 = 2%, Myems & Ra wedomy

tel coomeememeyem M, <= ¢, M CE,c Ey.y. Toeda Cyugecmayem ecucmema

S mmoorcecme M us Eyis1, 045 womopoii: 1. M =~ M, 2. & geanemes paaao-
Hceruenm npocmpancmea By, ,.

Teopemst 3 u 4 kacawres Pa3IOREHMA TP AMOL:
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Summary
DECOMPOSITIONS OF THE EUCLIDEAN SPACES

MILAN SEKANINA, Brno
(Received January 23, 1957)

E, means n-dimensional euclidean space. M,, M,c E,, M, ~ M, means,
that there exists a movement of the 1. sort in B, T, so that 7'(M,) = M,. In the
present article following theorems are proved:

Theorem 1. Let n == 2,0 < m << 2% let S be a system of the subsets M, (& 9)
of Ky, S -2 M, =m (@ (M ,) means the cardinal number of S (M ,)]. Then there
cxists a system S’ of the subsets M* of B, with the following properties: 1. M* ~ M,
2. & is a decomposition of E,.

Theorem 2. Let I be a set of indices, I = 2%, Let to every e I belong M, + 9,
M, C E,C Eg,,. Then there exists a system S of the subsets M of By, with
following properties: 1. M~ M,, 2. & is a decomposition of Hy.,,.

Theorems 3 and 4 are dealing with the decomposition of the straight line.



Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O RESENICH ROVNICE 27* = n CELYMI
NEZAPORNYMI CISLY

LADISLAV KOSMAK, Brno DT:5191
(Doslo dne 16. tinora 1957)

Clének pojednévs o jistych extremélnich vlastnostech t. zv. hlavntho
YeSeni rovnice (1) (srv. préci [1]).

V &lénku [1] se K. Cunik zabyvs otézkou, pro kterd nezaporna celd d&isla
Ty Toy -5 Try j€Z Vyhovuji rovnici
&
>r;=mn (k, n piirozend ¥sla), (1)
i-1
E
nabude soudet Z(C’) (c = 0 celé) minimalni hodnoty. Dokazuje, Ze to nastane

i=1

pro t. zv. hlavni FeSeni A, A, ..., bx rovnice (1), které je definovino tak,

2e z &isel hy, by, ..., By je b —n +k [ﬁ] rovno [%] a ostatni jsou rovna,[%] +
+ 1 toto YeSeni je (viz [1]) chara,ktensovano vztahem

max h; — min h; =1.
iSisk 1sisk
Pii dikazu pouzwa Cuhk pomocnych vztahti mezi celymi nezépornymi
éisly ¢, 'p,
2% —
2(T)§(p)+( ’ p) (pip < 2), @)
c c c
1 2r —p +1 -
Qo)) frs) mozein o

V této poznémce je podan jednoduchy dikaz téchto vztahd, ktery zaroven
umoznuje zesilit tvrzeni uvedené véty.

Pisme nerovnost (2) ve tvaru

()= ()=(27)-(0)
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pro ditkaz mizeme piedpoklidat, Ze p < r. Oznadéme b, = (z) prot=0,1, o
posloupnost {b,}%, z¥ejmé neklesd a pro ¢ > 0 vybrané posloupnost {b;,. ;}2,

roste. Polozme d, =b,,, —b,, t=0,1,..., tak¥e d, = (c . 1). Pak je

2 - ] .
( r p)_(T)=bzr—m—brzdgr—p—1—l—d.z,._”_z—{—_.__|_drg

;d,_1+d,_2+.._+(zp=br_bp=(r)_(p).

¢ ¢
Ostra nerovnost plati pravé tehdy, kdyZ p + 7, 2 < ¢ < max {p, 2r — p}.
Obdobné se dokéze (3), kde ostrd nerovnost plati pravé tehdy, je-li p + 7,
pxr+1, 2=<c=max{p, 2r — p + 1}. Odtud plyne (viz dikaz véty 2
v citované Culikové préci):

]

Necht hy, hy, ..., by, je hlavni FeSeni rovnice (1) a necht r,, 7y, ..., 1y je libo-
volné dalst Feent (rdzné od hlavntho). Pak nerovnost

< h; é‘ 7
Zl(c) < 6-41(0)

plati pravé tehdy, kdyz 2 < ¢ < max r; jinak je

1=isk
k ]
i=1\ € i=1\C
pro kaZdé reSent ry, 1y, ..., 1y, rovnice (1).
LITERATURA

k
[1] K. Culik: O jedné vlastnosti nezépornych celodiselnych YeSeni rovnice 27 =n,
i=1
Cas. pro péstovéni matematiky, 82 (1957), 353 — 359.

PesoMme

3AMETHA O PENIEHNN YPABHEHUSA Zr, =n
B IEJBIX HEOTPUIIATEJIBHEIX t-II/ICJIAX
JAIVCIIAB KOCMAHR (Ladislav Kosmédk), Bpro
(ocrymumo B petakmmio 16/IT 1957 r.)
Iycts k, n — marypanbHBle YACHA B OYCTh Ay, ks, ..., hy — nensie seorpu-
k

HaTeJILHEE YUCIIA, ONPeAelIeHANe yCIOBHAMHA zh,- =m, max h; — min h; < 1;
i-1 1<isk 1Sisk
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OycIh 7y, Ty, ..., T — HPOM3BONBHBE HeJbe HeOTPHIATNILHLE HHCAA, pag

KOTOPHIX Zr- = n. B pa6ore noxasmpaerca Teopema (csm. Yyami[1]):

=1

Hepasencmso Z( ) Z( ) cnpagedauso moeda u moavko moda, ecan

=1

r
L} ¢
2 <c¢=max r; > 1 4 min r;; ¢ npomusromn caywae 2('_) / (r)

1sisk 1Sisk | ey

Zusammenfassung

BEMERKUNG UBER DIE NICHTNEGATIVEN GANZZAHLIGEN
»
LOSUNGEN DER GLEICHUNG 2ry=n
: i=1

LADISLAV KOSMAK, Brno
(Eingelangt 16. 2. 1957)

Es seien k, n beliebige natiirliche Zahlen und kl hy, ..., h, die niehmvgntivnu
ganzen Zahlen, welche durch die Bedingungen 2 h; =n, e r:l?:‘ Ry | 21 ‘1:1 hy -
bestimmt werden ferner seien r,, 7, ..., 7 behebxgo nichtnegative ganze Zahlen,
fiar welche En =n gilt. In der vorliegenden Arbeit wird folgender Sats
bewiesen (vgl Curix [1)):

Die Unglewhung Z( ) < Z(r‘) gilt dann und nur dann, wenn 2 <. ¢ <

k
Smax r;> 11 mmr,,sonstistz by =3 b
1<isk 1sigk i-1\C i-1\¢
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Casopis pro pistovini matematiky, rok. 83 (1958), Praha

O JISTYCH TRIDACH FUNKC[ SPOJITYCH

MILOSLAV JUZA, Praha DT: 517.181
(Doélo dne 8. bfezna 1957)

V élinku je primou konstrukel proveden dikaz véty 1, kterou do-
kdzali AurBACH a BANACH v prici [1] methodou kategorii. Ke kon-
struktivnimu dikazu  je udito methody, pouZité E. SrriNirzed
v préci [3]. Jako snadny disledek véty 1 se dostane vita 2.

Slovem ¢islo se v tomto dldnku viude, pokud neni vyslovné fedeno jinak,
rozumi vZdy redlné ¢islo; slovem funkce se viude rozumi funkee jedné redlné
proménné. '

Véta 1. BudiZ 0 < o < v = 1. Polom existuje funkce f(x), kterd spliuje
Lipschitzovu podminku fdu o,*) ale pro kaZdé Eislo x, jest

lim sup ) — o))

B, ’I - Xy|T - (1)

Existenci takové funkee po prvé dokdzali AugrRBACH a BANACH v préci (1]
methodou kategorii. V tomto &lénku dokdZeme vétu 1 pimou konstrukei
takové funkce.

oz aT
Budiz tedy 0 < o < 7 < 1. Polozme n = [37] 4+ 1. Potom jest n > 3*~°,
L 1 o
takze n ** =3, n* = 3" 7> |, tedy
1 2 3 2z
n — A" =a"n " —1)> 2.
Tedy existuje nejmendi piirozené éislo m takové, Ze
ml. tl
n* < m<n° (2)

1
a %6 m md tous paritu jako n. ProtoZe jest m = n* = n, jest &islo §(m + n)
celé kladné a menii nez m.

YT, j.exintuji fieln d > 0, K O tak, Ze pro o — x| < e | f(a) — flo)] s Kle - ay|®

83



Budeme definovat éisla 4, ;,,.;, k pfirozené, [ celé, © = 1, 2,

., m, taktos
1 .
A1.lm+i=’;: 1=1,2,.. "%(m_l"n)’
1 .
A1,lm+i=_7: 'b=%(m+n)+1,...,?n; . (3)
Ak+1.(l—-1)m+z‘ = Ak,l . Al,i s ki = 1, 2, 3, ...;’i =1, 2, ey M.
Ziejmd pro [ celé, k=1, 2, ..., plati
m mk
ZAE+1,(Z—1)m+i == Ak,z s ZAI:+1,1: =1, (4)
i=1 =1
1
lAk ll = =5 ! (5)

Budiz 4,, mnoZina viech &sel tvam , I celé, k piirozené. Budeme defino-

vat na mnoziné 4,, funkei ¢(x) predplsem
!
‘P(lo +;zlf)=l0+ ZAI:,i’ locelé, Z=O, 1:--~:mk_'1; k=1)2:"' (6)
i=1

ProtoZe plati (4), je funkce @(x) timto predpisem na mnoZing A4,, jednoznadné
urdena.

Budtez p, g celd &isla, p > ¢, k ptirozené, [ml] = [737‘] Potom plati

k
ol o] <2 ™
Nebof. necht __p_k = [ ] + == mk s 'ri" [ ] + = q ;. potom podle (6) a (5)

plati .
_2_)— B i . . /5% .
‘ @ (mk) ¢ ( Ic) = .i i_ZlAk,i =
Py
P — 9 P—4q
= 4, ; A4 = 2k 1 = -
i-gn B = wgul b n¥ nk
Déle pro kaZdé celé I a kazdé piirozené k plati
l+1 l 1 :
o{5) o )| =5 @
+ 1

l1+1 l l l l+1
,Pa'k[ mk ]=[mk]_l0:m _l0+ mk =

7:; 1 a pod]e (6) a (5) mame

(5] =<l -

l,
=lﬂ+

L+1

b
zdk i iZIAk'i

= [Ak. z.+1l =ﬁ
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mFE — 1

__— l4+1 ; l ‘
Je-li viak ke ly celé, potom Pl (lo— 1) + po a podle (6),
(4) a (5) dostaneme ,

b ! -
e Rl R RS
me-1 1
= ,l — z Ak_, ‘Jk mkl —-—k
=t
l 1
Jeli o l° = 0;; , I celé, % plirozens, z ¢ ,,, potom
l — 111
o[ <+ 2222
l 1 ] 11 1
Px) — ¢ (07:; ) < (1 4+ ‘n._'_‘T) eyl (9)
To plyne ihned z (8), je-li x = b + . Jestlize x < Ly + , pak existuji

' i
byl L, 0L, Em—1proe=1,...,1, tak, e 2 = —”-zli—apodle

’go(imh)— EAIES
<Z (m — 1) igl_zm_yi

z této nerovnosti a z (8) dale plyne

(7) plati
b
Px) — @ (mk)

1 nk+

vl — o () g!""x)_ () ’w(%)“qﬂ(lo;;l)’ <
<(%:~% +1).7}c,

coZ je druha z nerovnosti (9).
Nyni dokézeme, Ze funkce ¢(x) spliiuje na mmnoZiné A4,, Lipschitzovu pod-

minku ¥adu o. Budiz totizx e 4,y e 4,, 0 <y —x < %l Existuje pfirozené

¢islo p a celé &islo I tak, Ze <J—x<i—l gl+1 Pro &islo
my’ my ==

b Lis
mvy

; ! +
y-pak plati bud o <Y = - nebo — Sy < , ale v kazdém

piipadé podle (9) plati

m— 1\ 1

1 - el
<( ' n—l)nv’
1

n
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tedy

lp() — ¢(¥)| < 2(1 + ":: 1) J

1/ ny
1 . 1
Protoze |z —y| = el podle (2) jest me < m, tedy pro 0 <y — 2 < =

dostaneme
l¢(lﬂ;)_;§y)l < 2mety+D (1 4 11) L < ome (1 n m—ll) (10)

Skuteénd tedy funkce g(z) sphituje na A Llpschltzovu podminku ¥adu o.

Z posledniho vysledku viak plyne, %e ¢(x) je na A4,, stejnomérné spojita.
Existuje tedy funkce f(x) definovans a stejnomérng spojitd na mnozing vsec.h
redlnych disel takova, %e pro xz e 4, je f(x) = ¢(x).?) Funkece f(z) spliuje
Lipschitzovu podminku ¥4du ¢ na mnoziné v¥ech redlnych &isel. Nebof jsou-li

z, y libovoln4 redlns &sla, 0 < |z — y| < %’ existuji &isla 2;, 25, .. Y1, Yoo -+
@; € A, Yi € Ay T; % Yy, tak, Ze lim z; = x, limy, =y, a v disledkn spoji-
tosti funkee f(z) podle (10) plati o
(@) — FO _ 1020 — 1w 2m"(1 BT 1) -
e —yl o [T — Yl =1

Diéle pro kazdé &islo z, plati (1). Nebof existuji celd éisla by k=12, ...,
tak, Ze

b b 41
;n_ké%< mk

Podie (8) dostaneme

L +1 I

lf(kmk)—f(Tn%)_ﬁ‘_ m.,k
Lil TLIr  # _(_n—)'
mE mE

Protoze podle (2) je 2:;. > 1, jest

L1 b
hm"( )1 () _
htl L
mE mE

(11)

k—c0

JestliZe pro nekone&né mnoho % je -fnik = ,, potom (1) jiz plyne z (11). JestliZe
pro skoro viechna & j jo—s b = < %, pak pro tato k jest
b lk +1 b

mE m¥

b+ 1 b

mk m¥

0 < <

,» 0L

I+ 1 ‘
mE

mE T

%) Viz t¥eba [2], véta 177.
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a tedy

o) - )

b+ 1 by
_ lf( — f(@o) \f (W) — (o)

mk
L+l L[ T |h+l : L
mE mE T T mE

Protoze limita levé strany je co a prava strana je soudet nezédpornych séitanct,
musi limes superior asponi jednoho z téchto s¢itanch byti roven oo. Odtud
plyne (1) i pro tento pripad.

Dokézali jsme tedy, Ze funkce f(z) spliuje vSechny podminky ve vété 1.
Poznamenejme jesté, Ze podle (6) je f(0) = 0.

Z véty 1 snadno plyne tato

Pomocna véta. BudteZ ddna redlnd isla p, ¢, 1 < p < q. Pak existuje funkce
f(z) definovand a spojitd na mnofiné viech redlnych &isel a majici tyto vlastnosti:

1. pro ka#dé &islo r = q a kazdé islo z, plati

Z->, ‘x = wo!

7 w7 2 w7

11. pro kazdé éislo s < p a katdé &islo x, jest

T =T, lx = xol
II1. f(0) = o.
Dikaz. Polozme o = —i, T = i, takZe jest 0 <o <7 =1 a uva-
P +9q p

zujme funkei f(z) z véty 1.

1. Existuje &islo K tak, Ze pro |z — | < —”—11,— je m)———]-cg;"—)' < K, tedy

|2 — 2olP*e

ptd g4q

lfe) — flw) — _ %5
e — |

spife pro kazdé r = ¢ plati

a tedy pro kazdé &islo » > }(p + ¢q) a tedy tim

lf(x) = f(xo)lr _ |ﬂx) — f(xo)l ) If(x) _ f(%)lr e <

e — | |z — |

< Ki0+0 [f(z) — fag)|r-¥o+o

r+a
2

a tedy v disledku spojitosti funkce f(x) plati (12).



= = XTo) 1P

II. Jest lim supw = 00, tedy téZ lim sup V—ngj‘ =

2>, I T — xolp 23,

BudiZ 2,, &, ... posloupnost takova, Ze im x; = =, f(z;) + (%),

Tim f(@:) — o)
i lxz o xol

tosti funkee f(x) mit

i M@ — Faw)le o i) — fz)le
v |Bs — Ty o [T — %l
a tedy plati (13).
II1. Z poznamky na konci dikazu véty 1 vidime, ze f(0) = 0.

= o0. Potom — protoZe s < p — budeme v disledku spoji-

. ],l_,ni [f(x:) — fag) =7 = oo

V&ta 2. Budif m ptirozené &islo. Pak existuje funkce f(f) definovand a spojitd
na mnoziné vech redlnich Eisel a majici tyto vlastnosti:

1. je-li P(x) libovolny nekonstanint polynom stupné mendtho nef m, memd
funkce P(f(t)) vlastni deriwaci v Zddném bodé;

IL. existuje polynom Q(x) stupné m takovyy, Ze funkce Q(f(t)) md aspoth v jednom
bodé derivact rovnou nule.

Dikaz. Je-li m = 1, stadi za funkei f(£) vziti libovolnou konstantu. Budiz
m > 1. Polofme p = m — 1, ¢ = m a f(f) budiz funkce spliiujici podminky
I, II, TII pomocné véty.

I. Budiz P(z) nekonstantni polynom stupné mensiho nez m, #, redlné olslo
Dokazeme, Ze funkce P(f(t)) nemé vlastni derivaci v bods$ ¢,.

Oznaéime f(f,) = z,. Existuje p¥irozené &islo s < m takové, Ze pro derivace
polynomu P(z) v bodé =z, plati

Pl(zy) = P'(x) = ... = PeD(z) = 0, PO)x,) + 0.
Podle Taylorovy véty plati

[P@) — P(a)| = o POE) @ — 20)%

pii demi |& — x| = [x — ,|. ProtozZe véechny derivace polynomu jsou spojité,
existuje &islo ¢ > 0 tak, Ze pro x, pro néz |x — z,| < ¢, plati

|P@) )| > 3| PO (,)].
Snadno zjistime, Ze pro z, pro né% [x — z,| < e, plati
1 1
|P(z) — P(x,)| > = [P@(2)] - [ — wol® - (14)
Protoze funkce f(t) je spojita, existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro ¢, pro néz

|t — to] < 6, plati |f(t) — f(to)] < &. Pro t, pro né% |t — t,| < 6, tedy podle (14)
plati

[P — P(ft))| > C. |f() — ft)l*,
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kde klademe pro zkraceni C = — - sl' - |P@(z)] > 0. Odtud zjistime, Ze pro ,
pro né% |t — £,| < 4, plati

P(f(t)) — P(f(t)) ) — )
[ f— & !>C CE—=

Jest viak s = m — 1 = p a tedy podle pomocné vty plati (13). Tedy tim

| PUHE) — Pft)
| t— 1,

spise lim sup = oo a tedy funkce P(f(¢)) nemd vlastni

i—t,

derivaci v bods £,.
II. Dokézeme, Ze funkce (f(f))” ma v bodé 0 derivaci rovnou nule. Jest
s _ 5o FO)™ — (FO)™ _ [f(t) — HO)|™
totiz f(0) = 0, takze = = =]
podle pomocné véty vzoree (12) pro » = m a funkee (f(t))™ mé tedy v bodé 0
nulovou derivaci. Stadi tedy poloZit Q(z) = ™.

, a protoZe g = m, plati
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Pesome

O HEKOTOPLIX KJIACCAX HENPEPLIBHBIX @®YHHKIUN

MUJIOCJIAB I03A (Miloslav Juza), IIpara
(ILocrymmmo B pegaxmmio 6/I1T 1957 r.)

oT

Hyers 0 < o <7< 1. Homomm n = [3'—“—’] + 1; nycrs m — HaTy-
1 1

paBHEOe YHCIO TaKoe, 9TO 7° < m << m°, m — 4YeTHOe WM HEeIeTHOe BMECTe
l
¢ n. Ha mHOMeCTBE A, BCex 9mcea BHAA pon 3 rxe l—nemnoe, k—HaTypansHOe,

ompepennaM QyHRIMO ¢(z) mo dopmydme (6), rie BenwdmEH A, ; ONpPEeIIeHs 1o
popmynam (3). Torma @(z) yROBIETBOPAET YCIOBHIO JIMImmMIa mOpARKA o.
Ecam reneps f(zr) — HenpepsiBHOe pacmmpende QyHKIEE @(Z) HA MHOMKECTBO
BCEX BEIECTBEHHEIX umcelt, TOo QyHrunus f(x) ymosiersopger ycaoBmio Jlmmmu-
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11a IHOPSAKA ¢ Ha BCeM 3TOM MHO;kecTBe. H{pome TOro, mnsA Hee HMEET MeECTO
fopmyna (1) gas moboro z, CymecrBoBanme Takoi QyHKOEA OHIIO BIEPBHE
JIOKa3aHO METONOM KaTeropmii B crartbe [1].

U3 cymecrBOBaEMA TAaKOH QYHKOUM HETPYXHO AOKA3aTh CIELYIOLIYI0 Teo-
pemy:

IIycrs m — Barypaxsuoe rucao. Torma cymecrsyem ¢pyrrunus f(t), ompene-
JIeHWAS W HEMPEePHIBHAA HA MHOMKECTBE BCEX BEII@CTBEHHHX 4HCElN, MMeIomas
cIemylomme cBoicTea:

I ecam P(z) — nmi6oii HEmMOCTOAHHBIL MOJAMHOM CTENEHU MeHbIIe 77, TO
¢ysxuma P(f(f)) me obmagaer coGeTBEHHON TPOW3BOXHON HU B KAKOH TOUKE;

II. cymectyer mommmoM @(x) crememm m rakoir, wro ¢ymumms Q(f(f)
uMeeT B HEKOTOPOM TOYKEe HPOMUBORHYIO, PABHYI0 HYIIO.

Résumé
SUR CERTAINES CLASSES DE FONCTIONS CONTINUES

MILOSLAV JUZA, Praha
(Regu le 6 mars 1957)

ov

Soit 0 < ¢ < 7 < 1. Posons 7 = [37-°] + 1 et soit m un nombre naturel
1 1

de la méme parité que n et tel que n* < m < n°. Sur Pensemble 4,, de tous
les nombres Eli’ ou I est entier, k naturel, définissons la fonction ¢(x) par la

formule (6), ou les quantités 4,, ; sont définies par les formules (3). La fonction
¢(x) satisfait & la condition de Lipschitz d’ordre ¢. Si maintenant f(z) signifie
le prolongement continu de la fonction @(x) sur 'ensemble de tous les nombres
réels, la fonction f(x) satisfait & la condition de Lipschitz d’ordre ¢ sur cet
ensemble tout entier. De plus, la fonction f(z) vérifie aussi la formule (1) pour
chaque x,. L’existence d’une telle fonction a été démontrée pour la premiére
fois par la méthode des catégories dans le Mémoire [1].

De V’existence d’une telle fonction, il résulte aisément le théoréme suivant:

m étant un nombre naturel, il existe une fonction f(f) définie et continue
sur I'ensemble de tous les nombres réels et jouissant des propriétés suivantes:

1. pour tout polynéme P(x) non-constant, dont le degré est plus petit que m,
la fonction P(f(#)) n’admet de dérivée finie en aucun point;

I1. il existe un polynéme Q(z) du degré m tel que la fonction Q(f(t)) admet
une dérivée égale 4 zéro dans un point au moins.
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éasopis pro péstovani matematiky, roc. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O DELCE JORDANOVY KRIVKY

JAN MARIK, Praha DT:513.83
(Doslo dne 17. dubna 1957)

Autor dokazuje, Ze délka Jordanovy kfivky s vnittkem G je supre-
mem mnoZ#iny é&isel

f (avl(x, y) % v, (2, y)) di A,
ox oy
G

kde w;, v, jsou polynomy, spliiujici nerovnost v}(e,y) + 3z, y) < 1
pro vSechna [z, y]e G.

1. Symbol E, (resp. E,) oznaéuje mnozinu viech redlnych (resp. komplex-
nich) cisel. Dvojici realnych &isel [z, y] ztotoZiujeme s komplexnim é&islem
2 4 ty. Funkei dvou redlnych proménnych budeme tedy poklidat téz za
funkei komplexni proménné nebo naopak. Redlnou (resp. imagindrni) &ast
komplexni funkee f budeme vidy znadit symbolem f, (resp. f,).

Bud f spojitd komplexni funkce, definovand v intervalu <a, b). Necht
f(@) = f(b) a necht plati implikace

(b, tae<a, by, 0 < [fy — to| < b — @)= f(tr) + f(t,) -
Potom mmnozinu C = f({a, b)) nazveme Jordanovou kfivkou (a fekneme, Ze
funkee f uréuje Jordanovu kfivku C). Mnozina E, — C mé dvé komponenty
a k¥ivka C je jejich spoleénou hranici. Tyto komponenty jsou oviem oblasti

(t. j. oteviené souvislé mnoziny). Jedna z nich je omezena; ta se nazyva vnitiek
ktivky C. Druhéd (neomezend) oblast se nazyva vnéjsek C.

Je-li & komplexni (nebo redlnd) funkce v intervalu <a, b), polozime

var (h, a, b) = var () = sup 2, |h(t;) — h(t;-)| .
i=1

kde D={a=t<t; <...<t, =>b} probihd vSechna déleni intervalu
{a, b).

Jestlize funkce f v intervalu {a, b uréuje touz Jordanovu k¥ivku C jako
tunkee ¢ v intervalu <c, d), je var (f, @, b) = var (g, ¢, d); tuto hodnotu (ktera
oviem nemusi byt koneénd) nazveme délkou kiivky C.
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Pro libovolnou komplexni funkei & v intervalu {a, b> plati
max (var (by), var (hy)) = var (k) = var (b)) + var (hy) . (1)

jak se snadno dokéze. (Zde jsou ovéem — podle imluvy — funkee Ay, A, redlné
aje h =hy + thy.)

Mnozinu viech spojitych komplexnich funkei A v intervalu <a, b, pro nij
je var (h) < o, oznadime symbolem V(a, b). Dile bud V(a, b) mnokina viech
heV(a,b), pro néz h(a) = h(b).

Jsou-li 2y, 2, body oblasti @ c E,, existuje ke V{0, 1) tak, Ze A(0) =
k(1) =z, B0, 1)) c G. )

Je-li heVy(a,b), miZzeme na mnoZiné K, — i({a, b)) definovat {unke

- ind, pFedpisem

b
: _ dA(t)
ndy 2 = 55 f W3
[

Potom nabyvé funkee ind, jen celodiselnych hodnot a je konstantni na kasdé
komponent$ mnoZiny B, — h(<a, b)); je-li 2| dostateind velké, plati ind, 2 0,
(Viz [1], odst. 4.)

2. Bud heVy(a,b). Pro j =1,2 bud 2z =z + iy, kde z,y,¢ E,, ¥, <y,
(resp. 2; = x; + iy, kde 2;,y € By, @, < x,); bud J dsetka o koncovijch bodech
%, 29. Necht body 2y, z, nepatfi do h(<a, b)) a necht existuje prdvé jedno t « (a, b,
pro néZ h(t) e J; ddle predpoklddejme, %e t ¢ (a, b) a fe funkee h, (resp. hy) je ryee
monotonnt v bodé t. Potom platt

lind, 2, — ind, zg| = 1. (2)
Dikaz. Viz [1], odst. 7, vzorce (19) & (26).

: ,?' Necht funkce f (= ]‘EL + ify), definovand v intervalu {a, by, urfuje Jordanovu
mvk:u C. Bud M mmofina véech te (a, b), v nich? md funkee [, lokdlni extrém
(ostry mebo meostry)). Bud @ wnitFek nebo vndjdel kfivky C. Necht z,y,¢ E,,
N <y < Ys 2 = Z + 1y, (j =0, 1, 2); necht zye C a necht tisetka o koncovich
bodech 2z, z, je &Gsti G. Potom 2 HL) v {fi(a)}. Y
Dikaz. Necht z + f,(a). Rozezndvejme dva piipady.
L. Existuji n,, 9, tak, %e 5, < i
Existuji 7, k, M2 & Ze tisetka J o koncovych bodech x + iy,
&+ 17, je Casti C. MtZeme urdit fsla a4y, by (0 < ay < by < b) tak, e » nug'ﬂ
;eflz(;g;a?gn)i? 1{1(@1, b)) rf:u tedy J c f(<ay, by)). Protofe na mnodiné {ay, by
omeomorfni, je /~1(J) opét tsetka. g jo viak f,(t
= ; odtud plyne z ¢ f, (). ) opss foelkn. Pro te /-4(J) b
L. Takové &fsla 7, 1)z neexistujf. |
3 ji. Potom miizeme predpoklidat, e s, :
11?1; eC z: tedy z,, 2, € G. Protote @ je oblast, existuje g ¢ V(Ol,) 1) tak ;‘m 9(0)“ s ’
=21, 9(1) = 25, 9(<0, 15) C @. Bud IJ otevieny kruh o stfedu z, a ;')olomn\ru '
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takovy, Zze U 0 (<0, 15) = 0; bud U, (resp. U_) mnozina téch bodi z U, je-
jichz prvni soufadnice je vétsf (resp. menif) neZ x. Polozme A(t) = g(t) pro
te €0, 1), h(t) = zg + (¢ — 1)(z; — zy) pro te <1, 2>. Potom je ke V0, 2).
Protoze (f = Ky — @ je oblast disjunktnf s (<0, 2)) ¢ @, je funkce ind, kon-
stantni na @; z podobného diivodu je funkee ind, konstantni také na kazdé
z mnozin U, U_. PoloZime-li na pt. z, = z, + }e, z- = 2, — }s, plyne snadno
z (2) (kde oviem pifeme z_, 2, misto z,, z,), %e funkee ind, mé na U, jinou hod-
notu nez na {7_. NemiiZe tedy platit zéroven @ n U, #0iGn U_ % 0. Je-li
na pk. ¢ U, 0, zjistf se snadno, Ze v bodd ty, kde f(t,) = z,, ma funkce f,
lokdIni maximum; je tedy opravdu xe f,(M).

4. Je-li 4 C By te By, bud

A, =EBlz;zeBy, x4 it €ed], A} =Ely;yek,t+ iyed].

Lebesgueovu miru v K, budeme znadit pu, (k = 1, 2). Slova ,,skoro vSude*,
,,méfitelnd mnoZina** a pod. se vidy budou vztahovat k miFe u,; ze souvislosti
bude patrné, které £ je minéno.

Bud 4 omezend méfitelnd neprdzdnd édst £,. Bud 9, (resp. B,) mnoZina
viech redlnych (resp. komplexnich) polynomi p(z,, 2,), spliiujicich vztah
lo(xy, zg)| == 1 pro kazdy bod [z, ;] e A. Pro k = 1, 2 poloZme

¢
||A]le = sup f édﬂ, . kde pePa;
i

dédle bud

1 0 .
[|4]] = sup f (-{7%: + é%:) duy, kde o = g, 4 t05¢ Ba.
1

Snadno se zjisti (viz [2], odst. 4, str. 523), Ze
max (||l4]h, [|4]ls) = [|4]] = [|4]l + [|4]ls - (3)
5. Necht funkee | (== f, + if,) definovand v intervalu <a, by wréuje Jordanovu

kfivku C; bud G vnitfek C' a bud A takovd méFitelnd mnofina, %e G c A c @,
PoloZme v, «= var (},) (j = 1, 2). Potom plati

vy = || Aly, v = [l4]}. (4)
Ditkaz. Pro z e K, bud ¢(x) podet prvkit mnoZiny f;(x) (je-li tato mnoZina

nekoneénd, poloiime g(z) == c0), Podle Banachovy vty (viz [3], str. 280) je
funkee ¢ métitelnd a plati

J‘I dpy = vy . (5)

Bud napted ||4||, <= o. Podle [2], odst. 33 (str. 545) existuje mnozina K c K,
kterd mé tyto viastnosti:
l) J(‘ !‘I(E' . K) =3 ().
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2) Ke kazdému z ¢ K existuji &isla x, < g, < ... < i < fi. (r colé 2 )

tak, Ze mnoZina A} je ekvivalentni*) se sjednocenim ‘p‘(u » B); polodime.)j

r =y(x), je ’-"'I['P o, = [l o

Dile bud M mnozina téch bodd ¢ € (a, b), v nichZ ma funkee f, lokdlni extrém;
bud ' ’

T = {fi(a)} v L(HM) v (B, — K).
Snadno se zjisti, ze mnozina f;(M) je spofetnd; je tedy p,('l:) 0. Zvolme

ze By — T a sestrojme podle 2) &sla «;, ;. Protoze A ¢ ¢, je ,“UI (a,, f,) (G
{ )
protoze vSak xznone f,(M) v {f,(a)}, je (podle odst. 3) ,9. (n,, B,) c G;. Polo:

Zime-li je§t& B, = — 0, w,,, = 0, zjistime podobné, Ze ’Uo(ﬂ,. ¥141) C (B~

= @2 Je tedy O = {ay, B, ..., an f,}; vidime, Ze q(z) = 2r = Jp(x). Odtud
az (5), (6) plyne v; = ||4]},. . _ .

Bud nyni v; < 0. Pro kazdé x je hranice mnoZiny Aj ddsti mnokiny (:,‘
kterd mé ¢(z) prvki; mnoZina A7 mé tedy nejvys q(z) komponent. Podle (5) je
4 duy < o0; podle [2], odst. 20 (str. 535—536) je tedy ||4]l, = '.Lj qdu, < o,
E,

Je-li tud, 4]}y = 0o, jo t6% v, = co. Tim je dokézéno, #e v kaddém pipads
plati v; = ||4||;; ditkaz vztahu v, = ||4]|, je podobny.

Poznédmka 1. Ze vztah (1), (3), (4) plyne, Ze plati var (f) < o, pravé kdyi
4] < oo.

Poznimka 2. Bud var (f) < o (a tedy ||4|| < ). Zvolme z« f,(¢a, b)) —
— T (snadno se zjisti, ze takové z existuje a %e p(z) = 1) a urdeme disla y,, y,
tak, abychom méli y, < o, < g, < Bi. ProtoZe ind,z = 0 pro viechna z =
=2 + 1y, kde y < &, plyne snadno z (2), %e lind, (2 + dy,)| = 1. Je-li tedy x
hodnota funkee ind, z na vnitiku G kiivky C, je x = 4 1,

6. Jsouli g, h komplexni funkece (na té%e mnoZiné), pak symbolem |g, ]
(skalérni soutin) budeme rozumst (redlnou) funkei g,h, + gshy. Dile pilieme

. ov
div v = ;Txl + ‘Z% pro kazdy komplexni polynom v(z,, 2,).
1 2

1. Bud @ vnittek Jordanovy kfivky, uréené funket f v intervalu (a, by. Ptedpo-

klddejme, %e funkee f,, f, isou absolutng spojité. Bud x hodnota funkee ind, na 6,
bud = komplexni funkce, spliujics rovmost

() = f(f)

*) Rekneme, ze mnoZiny P, Q jsou ekvivalentni, jestlife uy(P — Q) = py(@ ~ P) - 0.
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pro skoro viechna te {a, by. Potom plati

b
![v(,)v J'L'] dﬂ! == !div v d,u, (7)
pro kady komplexni polynom v.

Dikaz. Podle Greenovy véty (viz [1], odst. 10) dostdvéme x éf div v dpy =
1 b b b
f'f’l(/) df, !”I(l) df, = _!(l"x(f) fo — vqlf) f1) d, = x[[v(f), 7] dpy.

8. Bud G wnitfek Jordanovy kiivky C, kterd md délku d (0 < d =< ). Bud A
méfitelnd mnofina takovd, %e (' ¢ A c G. Potom plati ||A|| = d.

Diakaz. Podle pozndmky 1 v odst. 5 sta¥f vySetfit pt¥ipad, kdy d < o
(a tedy téZ ||A]| < o0). MiZeme proto predpoklidat, Ze funkee f, kterd urduje
k¥ivku (', ,,mé za parametr oblouk®, t. j., Ze f e V (0, d) a Ze var (f, 0, t) = ¢ pro
kazdé t «(0, d). Potom jsou funkee f,, f, absolutné spojité a plati |f'(t)] = 1 pro
skoro viechna te {0, d>. (Viz [3], str. 123, Theorem (8.4).) Oznadme hodnotu
funkee ind, na mno#iné (7 pismenem x a definujme v intervalu <0, d) komplexni
borelovskou funkei z timto predpisem: Jestlize f'(f) existuje (0 < ¢ < d) a ma
prostou hodnotu 1, bud z(t) = — ix f'(t); pro ostatni ¢ poloZme (na pk.) z(t) = 1.
Dile definujme na mnoZiné ' funkei » vztahem

»(z) =n(t), kde 2z =[(t).
Protoze pro kazdé n =~ 'l‘ je zobrazeni f intervalu <(0,d — %} homeomorfni,
je » borelovska funkee. PoloZme konelné
PB) = pu(f(B))
pro kazdou borelovskou mnozinu B ¢ C. Snadno se zjisti, Ze p je mira a Ze pro
kazdou omezenou borelovskou funkei @ na ¢ plati L[ odp = f o(f) duy; pro
kazdy komplexni polynom v je tedy (viz (7))

d
J[v. v] dp -«cof[v(f). x) dpy mL[div vdu, mj[divvdp,.

Odtud plyne podle [2], odst. 18 (str. 534), Ze p(C) = ||4||; je tedy opravdu
4| = d.
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Pesome

BAMETKA O JJIMHE KOPOAHOBOW KPUBOWM

AH MAPHUK (Jan Matik), IIpara
(lTocrynuio B pegaximio 17/IV 1957 r.)

B paGore [2] aia Bea®OTro m3MepEMOTro orpaHmuenHoro muoskectsa 4 c B,
ompenenero umcao ||A|, KoTopoe mrpaer BajKHYH DPOIbL B TEOPHHE IOBEPX~
HOCTHOTO MHTerpama. B Hacrogmeit paGore JoxasaHa cilefyiomas TeopeMa:

IIyeme G — obaacms, senmcawas ewympu (naockoit) owcopdarosoll Kpusok
dauner « (0 < o < o0); nycme A — usmepumoe mmoowecmso, G c A c G.
Tozda || 4] = o.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DIE LANGE EINER JORDANSCHEN
KURVE ’

JAN MARIK, Praha
(Eingelangt 17. IV. 1957)

In der Arbeit [2] wird jeder beschrinkten messbaren Menge 4 c E,, eine
Zahl ||A|| zugeordnet, welche in der Theorie des Oberflichenintegrals eine
wichtige Rolle spielt. In diesem Artikel wird der folgende Satz bewiesen:

Es sei G das Innere einer (ebenen) Jordanschen Kurve von der Linge d (0 <

< d = ). Wenn eine messbare Menge A die Bedingungen G C A c G erfullt,
dann gilt ||A]| = d.
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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

OPRAVA K CLANKU ,,POZNAMKA K OTAZCE RESITELNOSTI JISTE
SOUSTAVY NEROVNOSTI KLADNYMI CISLY“*)

ALENA CERVENA, Praha DT:512.13
(Doslo dne 15. ¥ijna 1957)

V citovaném ¢lanku byla uvefejnéna tato véta:
Nutnd a dostabujici podminka k tomu, aby soustava nerovnosti

011 — 00501 — 305 — ... — 0,01, >0,
— 0309 + %5055 — x3Ch3 — ... — 2,Con >0, )
— 20py — %3003 — 830ps — ... + 2400 > 0,

kde vdechny konstanty C jsou kladné, méla Fedent oy, s, ..., 0tp, kde x; > 0 pro
1 =1,2,...,n, je tato:

a) Soutin 01O, ... C,, md nejvétsi hodnotu ze vdech soucint typu Cy; Cy;, ...
o Oy kde iy, 0y, ..., 0, je néjakd permutace Eisel 1,2, ..., n.

b) Determinant soustavy (1) je vétsi net nula.

P¥i uvedené formulaci jsou podminky a) a b) pouze podminky nutné. Maji-li
to byt zéroven podminky dostacujici, je nutno zosttit formulaci podminky a).

Uvazujme p¥i daném piirozeném n mnozinu n determinanti, definovanych
rekurentné takto:

Jako D,, oznatme determinant soustavy (1) a polozme Cf> = C,.. Necht D;
pro 2 < j < n jest j-tadovy determinant s prvky (—1)1~%x C$, kde

j . 3 +1 5 §+1 1 : - c 3
057? = Oﬁc )Og'il,)ﬂ»l "I" (1 - -)'6ik) Og’i+1)0(jj++lk) prov = 1’ 2: R 2 k= 1’ 2’ ]

Pak nastupuje misto podminky a) podminka a'):

Souéin CYCY) ... CY) md (pro 2 < § < n) nejvétsi hodnotu ze vlech soudini
typu C2CS) ... C, kde iy, i, . .., i; je néjakd permutace &isel 1,2, ..., 7.

Pri dikazu postaditelnosti podminek a’) a b) uprostied na str. 338 je potom
pri indukénim kroku u determinantu (9) splnéna podminka a’) na zakladé
predpokladu a o splnéni podminky b) se pfesvédéime vypoétem, jak je uvedeno
v 8lanku. Ziroven se dé ukézat, Ze podminka a’) je rovnéz podminka nutné.

Ze vztahu D,_; = O}, 2D, (str. 338 nahote) plyne indukei, Ze podminka b) je
u% diisledkem zosttené podminky a’) (determinant druhého stupné D, pro j = 2
je totiz kladny vzhledem k a’)).

%) Gas. pro pést. mat. 82 (1957), 335—341.
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NCIIPABJIEHIE K CTATHE
,,3AMETKA K BOIIPOCY PEMIAEMOCTH OIIPEJEJEHHON
CHUCTEMBI HEPABEHCTB IIPH IOMOIIM TTOJIOMMUTEILHBIX
YUCEJI*) :

AJIEHA YEPBEHA (Alena Cervens), IIpara
(HOCqunno B penaxnuro 15/X 1957 r.)

Tar ®ax ycnoBus a) u 6) B TeOpemMe HUTHPOBAHHOH crarbu — HEOOXOMH-~
MBle, HO He J0CTAaTOYHbIC, AanmM Oojiee OCTPYIO GOPMYIIEPOBKY YCIOBHA a):

IIyers D, — ompegenmrens cucreMmsl (1), D; (2 =< j < n) — OmOpefenuTelb
jro mopamka ¢ omememtamm (— 1)1-%xCY, tne CP = CEVCYH) .+
+ (1 — 285) CEFN0YHS mna 4, k=1, ..., j; npm arom Cf) = O ’

Torga ycnosme a’) — cuemyrommee:

Hpousgedernue CHCT) ... C§) umeem naubosvwee smauenue us 6cex npo-

< () ) ;o ; e .

ussedenuii muna C{JCY) ... C, 2de iy, iy, ..., i; asasemca karoli-mo nepe
cmanogroil wucea 1, 2, ..., 1.

L]

OxasslBaercd, 9T0 ycOBHe 0) IBIAETCA yrKe cIelcTBEEM ycyioBus a').

BERICHTIGUNG ZUR ,,BEMERKUNG UBER DIE LOSUNGSFRAGE
EINES SPEZIELLEN SYSTEMS VON UNGLEICHUNGEN
DURCH POSITIVE ZAHLEN“*)

ALENA CERVENA, Praha
(Eingelangt am 15. Oktober 1957)

Da die Bedingungen a), b) im Satze dieser Arbeit zwar notwendig, doch nicht
hinreichend sind, wird eine schérfere Bedingung a’) gegeben:

Es sei D, das Determinant des Systems (1), D; (2 < j < n) das j-reihige
Determinant mit Elementen (— 1)z, wo O = 04M0¢Y ., +
+ (1 —285) CY;HCY N fir i,k = 1, ..., §, wobei O = Oy gilt.

Dann ist die Bedingung a’) die folgende:

Das Produkt C{CS) ... C§) besitzt den grossten Wert von allen Produkten des
Typus CﬁzC‘,f?= C‘,{%, WO Uy, %, ..., 4; eine Permutation der Zahlen 1,2, ...,7
darstellt.

Es zeigt sich, dass die urspriingliche Bedingung b) eine Folgerung dieser
Bedingung a') ist.

*) Cas. pro p&st. mat. 82 (1957), 335—341.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

RUZNE

DIRICHLETOVA ULOHA

RUDOLF VYBORNY, Praha ) DT: 517.947.42
(Doslo dne 19. dervna 1957)

V élanku se vySetiuje funkeionalni prodlouZeni Dirichletovy wlohy.

Je dobfe zndmo, Ze pro m = 3 nemusi byt Dirichletova tloha Fesitelna
v m-rozmérné oblasti ani tehdy, je-li hraniéni funkce spojitd. O. PERRONEM
a N. WieNERrEM [1], [2] byly vypracovany metody, podle nich% je kaZdé spo-
jité hrani¢ni funkei f pfitazena harmonicka funkce W;, kterd splyva s fefenim
Dirichletovy tlohy, jestlize feSeni existuje. Je znamo, Ze Perronova i Wienerova
konstrukee vede k témuZ zobecnénému FeSeni Dirichletovy tlohy (viz na p¥.
[3])- '

A. F. Mo~xNa [4] ptedlozil problém, zda toto zobecnéné YeSeni je jedinym
funkciondlnim prodlouZenim klasické Dirichletovy tlohy. Pfesnéji Tfeteno:
necht

1. A; je operator, p¥itazujici kazdé funkei spojité na hranici omezené oblasti
G funkei harmonickou*) v G; :

2. A4,(P) splyva s Fefenim Dirichletovy lohy, je-li pro funkei f Dirichletova
uiloha FeSitelna;

3. A, je distributivni operator, t. j. A, s 7o s, = 1y + CoA;;

4. m < A(P) = M v @G, jeli m < f(P) = M na hranici G.

Je A,P) = W,P) v G? Problém rozfesil M. V. KELDYS [5], ktery dokazal
spravnost této rovnice.

Ukazme, 7e poZadavky 1—4 mozno zeslabit. Tak na p¥. Ize podminky 1, 2, 4
nechat beze zmény a podminku 3 nahradit slabsi podminkou

3. Ay 4, =4, + 4,
To lze dokézat tak, %e z 3’ odvodime 3 pro racionalni ¢, a ¢, a 4 pouzijeme k li-
mitnimu pfechodu od raciondlnich ¢&sel ¢, a ¢, k irraciondlnim. Tak vznika
piirozend otdzka, zda podminku 3 neni mozno viabec opustit. DokéZeme, Ze to
je mozné, kdy% pozadavek 4 nahradime pozadavkem ponékud silnéj8im.

*) Jejiz hodnotu v bod& P znadime Az(P).
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Vé&ta.  Bud W,(P) Perronovo zobecnéné resent Dirichletovy wlohy. Bud A, ope-
rdtor, ktery splituje podminky 1 a 2 a pro néjz plati:

4'. Je-li K konstanta a f; = f, + K na hranici oblasti @, potom A;(P) <
=4, (P)+ K0 G

Potom Wx(P) = A(P) v G.

Poznamka. Spliuje-li operator 4, podminky 1—4, spliiuje i 4’. Neni viak
ihned patrno (plyne teprve z dokazované véty), ze operator splitujici pozadavky
1, 2 a 4’ spliuje 1 podminky 1—4. ,

Dtkaz véty. Staci dokazat, ze W,(P) = 4,(P) ve viech reguldrnich bodech
hranice, nebot dvé omezené harmonické funkee splyvaji v @, jestlize maiji ve
vSech reguldrnich bodech hranice oblasti stejné limitni hodnoty, jak dokézali
Evaxs a Kerroe. Bud @ regulérni bod, potom existuje funkee ¥, harmonické
v @, spojitd v G a takovi, ze V(@) = 0, V(P) > 0pro P + Q. Hraniéni hodno-
ty funkce V, v bodé P oznadme ¢p(P). Bud ¢ libovolné kladné é&islo. K nému
existuje okoli U bodu @ tak, %e pro body P eU plati f(P) < f(@) + &.
Protoze funkce ¥V, mé vné U kladné infimum, a protoZe funkce f je omezens,
lze zvolit konstantu C tak, Ze vné U plati f(P) < Co(P) + f(Q) + & . Tedy
viude na hranici oblasti @ plati f(P) < C¢(P) + f(Q) + ¢. Podle 4" je
Ai(P) = Ac(P) + f(Q) + &, aviak dle 2 je A, =CV, a tedy 4,(P) <
= OVo(P) + f(Q) + &; uvédomime-li si, Ze lim Vo(P)= 0, dostaneme

I@Q A,P) < (@) + . Analogicky se dokéZe ]1'11::40,(P) = Q) — & a tedy
P P=0
atedy 4,Q) = f(@) = WAQ) c.b.d.
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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

1. Budiz P mnozina v8ech posloupnosti {a,}_,, kde a;, = 0 nebo 1. Necht @
k

: g 5 ; 1 = Y i
je mnoZzina vsech posloupnosti {b,}.,, kde b, = % 2. a;, pii dem# {a;}% , probihd
i=1

mnozinu P. Rozhodnéte, zda ke kazdému intervalu {x, 8> (kde (; <a=Zfp<])
existuje v ¢ posloupnost, jejiz mnozina hromadnych hodnot je pravé (», ).
(Specidlné tedy: Lze kazdé &islo y € (0, 1) pokladat za limitu jisté posloupnosti
z@Q?)

Déle vysetiete, zda pro kazdou posloupnost z  je mnozina hromadnych,

hodnot intervalem.
Jirt Sedlddek, Praha

2. V eukleidovském n-rozmérném prostoru je ddno N = 2" navzajem riz-
nych bodua 4,, 4,, ..., Ay tak, Je pro 4,5, k=1,2,..., N (¢ + § + k + 1) plati

X A4;4;4, < g Rozhodnéte, zda plati, ze body 4,, 4,, ..., 4 5 jsou vrcholy

n-rozmérného kvadru (t. j. pravodhlého rovnobéinosténu).
M. Fiedler, Praha

. Reseni tlohy 4 (autor M. Fiedler) z &. 2 roé. 82 (1957), str. 229.

BorusLav Mi$ER, Honice u Nového StraSeci, zaslal redakei feSeni ¢dsti
a), b) tlohy 4. Uvetejiiujeme zde vysledky:

Regenim tdl. 4a) je prostorovy &tyrihelnik ABCD, jeho# viechny &tyii
strany maji délku } a pro ktery plati ABC | CDA,'BCD | DAB.

Regenim 1l. 4b) je prostorovy pétitihelnik 4 BCDE, pro ktery AB = BC =

) 3

=DE =FEA4A = 16
pii ¢emz rovina ACD oddéluje body B, E. Tomuto pétithelniku nelze opsat
kulovou plochu.

oD = T:: A0 = AD=T5 a dile ABC | ACD | ADE,

%

K dlohdam 4c)\a 4d) sdéluje autor:

Resenitilohy 4d) je v dlanku E. EcERVARY, On the smallest convex cover
of a simple arc of space-curve, Publ. Math. Debrecen 1 (1949—50), 65—70.
Vysledkem je oblouk §roubovice (v pravothlych soutadnicich)

gt smt
VETZ | Vgn ’ 2]/575 |
Tento oblouk rovnéz nelezi na kulové plose.

0st=2m.
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Refeni 1l. 4c) neni dosud znamo, aviak v piedbézném sdélem Z. A. MELzax,
Convex hulls of a class of closed space curves, Bams 63 ( 1957), 250 se uvadi, e
Gloha je ekvivalentni Yegeni isoperimetrického problému, jehoz Lagrange-
Eulerovy rovnice jsou

d=ay, & =—ap, Y = — ya2,
kde z, y, 2 jsou Pravoihlé soutadnice a nezdvisle proménnd. je délka oblouku

ktivky
Redalkce

102



Casopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

REFERATY

PROSTORY S AFINNI KONEXI LOKALNE EUKLEIDOVSKE
A KORESPONDENCE MEZI PROSTORY AFINNIMI A PROJEKTIVNIMI

A

(Los espaces & connexion affines localement euclidiens et les correspondances entre
espaces affines ou projsctives)

(Referat o prednésce akademika GHEORGEE VRANCEANU proslovené ve schiizi matema-
; tické obce prazské dne 2. z4¥i 1957.)

Prednasejici pi‘edpoklé,dai n-rozmérny prostor 4, s afinni konexi I';'k («t, ..., 2"), lokalnd
eulleidovsky, pro ktery I'f, = I'i; a ktery mé tensor k¥ivosti roven nule, t. j.

a‘riik 81"71 I"z IS Irirs =0 1
) st T a " dalte =Y @
Prostoru 4, ptidruZil bodovou transformaci
. ut = w2, ..., 2" (2)
rovnicemi
omut LI ozt 0 3)
oxct ozt T ggs

pfi SemiZ u* jsou kartézské soutadnice prostoru 4,,.
UvaZujeme-li nyni dva afinni prostory E,(u!, ..., u?), 4, (2, ..., 2"), miZeme slozky T,"k
povaZovat za slozky tensoru v prostoru 4,; potom je mo#né na zéklads vlastnosti tohoto
tensoru usuzovat na charakter korespondence (2) mezi prostory 4, a E,,.
Jde-li o projektivni prostory 4, a E,, potom tlohu elementi I'} i Prejimaji veli€iny m %
takto definované
out

1 ; dlg4 L 1 . dlog 4 _|o¥
dxd| ’

I, =r? | ot -
i jk+n+1 I gt n+1 * 99

co% jsou koeficienty projektivni konexe Thomasovy. Elementy IT ;k 1ze obdobné jako ele-
menty I'f, povaZovat za sloZky tensoru ve smyslu d¥ive uvedeném.

Prednélejici definuje tensory I'y, = I'Ll'§, resp. II;, = IT4IT],, které maji podstatny
vyznam pro studium korespondence (2) Je ziejmsé mozno formé,lné dojit naznaéenou
cestou k tensordm vysSich stupi.

Jako priklad tensoru IT;; ukézal prof. Vrinceanu pro n = 2, Ze tento tensor charakteri-
suje korespondenci (2) podle profesora O. Bortvky. Neni-li totiz II;; degenerovany, je
korespondence (2) prvniho druhu, je-li degenerovany, je korespondence (2) druhého
druhu a je tfetiho druhu podle O. Boruvky, je-li tensor I7;; nulovy.

Po piednésce, kterd byla poSetnd navstivena naSimi mladymi geometry, rozvinula se
diskuse, v ni# zejména akademik B. Crom ukézal, Ze tensory l’jk, IT, \Gzce souvisi s lineari-
sujici korespondenci, kterou pfed Sasem do teorie korespondenci zavedl.

Frantidek Vy&ichlo, Praha
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ZOBECNENI POJTMU PROSTORU S KONEXT
(Refersit ArLoisE SVECE, pfedneseny v matematické obei prazské dne 30. zé¥i 1957.)

Prostor s afinni konexi je definovan néasledujicim zptisobem: KaZdému bodu (u) oblasti
parametrtt 2 C A4, bud ptifazen cetroafinnf lokélni prostor 4,(w) s centrem M (u); kaZzdé-
mu oblouku y mezi body (), () bud ptifazena afinita mezi prostory 4,(u) a An('ch). Zmi-

1 g 1

néné konexe mezi lokilnimi prostory je ddna zndmym zpisobem analyticky, coZ zaru-
uje jeji dostatednou hladkost. Lokélni prostory mohou byt oviem i prostory projektivni,
eukleidovské a afinity mezi niminahrazeny kolineacemi, resp. shodnostmi; pak dostavime
prostory s projektivni a eukleidovskou konexi.

Definice Konigovy variety (nebo podle nové Kanitaniho terminologie prostoru s majo-
rantni konexi) je shodn4 s definici prostoru s afinni nebo jinou konexi, jenom dimense
lokalnich prostort (oznaéme ji m) je rizné od dimense n oblasti parametrit 2. Tyto pro-
story zavedl R. Koni¢ (Jahresb. D. M. Verein, 28, 1919, 213—228) a upozornil na nd
J. A. ScrouTEN (C. R. 178, 1924, 2044 — 2046); v novsjsi dobs studoval prostory s projek-
tivni majorantni konexi (m > n) J. KaNrTaNT (vétS§inou v Mem. Univ. Kyoto, u nés ne-
pfistupné). Kénigovy prostory se vyskytuji p¥irozenym zptisobem p¥i studiu variet v pro-
storech s konexi: Bud ddna na pt. varieta V, v prostoru s projektivni konexi P, a v kazdém
lokélnim prostoru ka#dého jejiho bodu bud zvolen bod M; mno¥ina t&chto bod je spolu
s prislu¥nymi lokélnimi prostory, mezi nimi% je konexe urfena konexi prostoru P,
Koénigovym prostorem. Je pravdSpodobné, Ze na p¥. celou teorii transformaci-ploch
viprojektivnim prostoru S; bude mo#no zobecnitina plochy v P,. Ve své nepublikované
préci jsem definoval dualisaci n* plochy = C P, (je to opét Kénigova varietan = 2, m = 3),
zjistil geometrickou interpretaci CARTANEM uvaZovanych zobecn&ni Darbouxovych
k¥ivek a nalezl projektivni linedrni elementy plochy z a z*, je% se zachovavaji p¥i jejich
projektivni deformaci. Ve své préci ,,Prostory s konexi IT* (cyklost. MUCSAV) jsem po-
drobng& studoval plochu v trojdimensiondlnim prostoru s eukleidovskou konexi, zv1ésté
souvislost mezi hlavnimi kfivkami a rozvinutelnymi plochami kongruence normdl.

Prostor s konexi je mo#no zobecniti i jinym zptsobem: KaZdému bodu oblasti 2 bud .
prifazen lokélni prostor (na pf. projektivni) S, > J€hoZ centrum je pak nahrazeno podprosto-
rem S,,; mezi lokélnimi prostory S ', je pak déna konexe obvyklym zptsobem. Tento pro-
stor zobeciiuje varietu podprosteri projektivniho prostoru prévd tak, jako Konigav
prostor zobeciiuje bodovou varietu projektivniho prostoru. V préci ,,Congruences de
droites dans les espaces réglés & connexion projective‘* (Cech. mat. . 7 (82), 96 — 114) jsem
studoval pfipad n = 4, m = 1, g = 3, hlavng vSak dvojdimensionalni variety tohoto
- prostoru, coZ je vlastnd zobecnéni teorie kongruenci piimek v P;. Pipadem n = 2

m = 1, u = 3 jsem se potom podrobn8 zabyval v prici ,,Prostory s konexi ITI** (cyklost.
MUCSAYV).

Domnivém se, e soustavné studium t8chto zobecnénych prostort by znaénd p¥ispélo
k v&t5i geometriénosti p¥i studiu variet v prostorech s konexi.

Alois Svec, Liberec

O DIRICHLETOVE ULOZE NA NEOMEZENYCH OBLASTECH

(Referat o piedndsce Ivo BaABUSKY a Ruporra VYBORNEHO, konané v matematické obci
praZské dne 7. ¥ijna 1957.)

PrednéSejici nejdiive podali historicky piehled o feSeni Dirichletovy tlohy p¥i spojité
hraniéni funkei a nejobecngjsi hranici. Potom referovali o vlastni préci zobechujici vysled-

ky J. Maiifra (viz Cas. pro p&st. mat. 82 (1957), 257 —282).
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Byla dokézéna existence zobecnéného FfeSeni Dirichletovy ulohy pro oblast G (nemusi
byt omezend) a spojitou hraniéni funkei f, jestliZe existuji funkee ¢ a y spojité na G; ¢ je
subharmonické, y superharmonické, ¢ < f < y na hranici ¢ a ¢ < ¢ v G. Zobecnénym
feSenim je min&na funkee harmonicks, kterd ve viech regularnich bodech nabyvé pfede-
psanych hodnot. Mezi vSemi zobecn&nymi feSenimi w, pro které plati 4 = ¢ existuje nej-
mensi, oznaéme ho W. Funkei W lze aproximovat fefenim Dirichletovy tlohy na oblasti
G,, které aproximuje G a na jejiZ hranici je déno vhodné spojité rozsireni funkce f. Déle
byla v pfednésce ukézana souvislost funkee W s Perronovou metodou hornich a dolnich
funkei.

Byla roziesena otédzka jednoznaénosti ve tiidé omezenych funkei. Dirichletova tloha
je pro oblast G C E, jednoznadng FeSitelnd tehdy a jen tehdy, jestlize fada Xy, 2-"
diverguje. Ptitom y, je kapacita mnoZiny C[z ¢ @, 2" = [1:[ < 27F1], Z této vty lze od-

P x *
vodit jednoduché geometrické kriterium jednoznaénosti:

JestliZe komplemenf ‘oblasti G obsahuje list L = [0 = 2, = xrks 2y = 1, 35 = 0],

T
u libovolné reélné, potom je Dirichletova viloha jednoznadng refitelnd ve tiid& omeze-
nych funkei.

Z vty tefici otdzku jednoznadnosti ve t¥idé omezenych funkei (na event. neomezené
oblasti) 1ze pomoci Kelvinovy transformace odvodit kriteria jednoznaénosti na omezené

oblasti ve t¥id& funkei, které nerostou rychleji ne# elementéarni fefeni. Tak ziskdme vétu
zobechujici vysledky ZAREMBOVY.

' Véta. Bud G omezend oblast, z (i = 1,...,8),47 (j = 1, ..., 7) koneény podet boddi hranice
oblasti G. Body z* budte reguldrnt. Bud w funkce harmonickd ve vech requldrnich bodech

; 1
s vyjimkou bodi x* spojité prodluZitelnd k nule. Necht ddle wu(x) = O (ﬁ) a
: oz,

—|; potom % = 0.
ez, y%)

u(x) = o (
Rudolf Vayborny, Praha
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

RECENSE

A. H. Maavyes: OcnoBsl 1uHeiinoM axredpsl. (Ziklady linedrni algebry). 2. vyd. pre-
pracované, Moskva, Gostechizdat, 1956, 340 str.

Lineérn{ algebra se zabyvé, jak uvddi autor, pfedméty trojiho druhu: maticemi, linedr-
nimi prostory a algebraickymi formami. Souvislost teorif téchto tif predméti je tak
zk$, %e vétSina loh linedrni algebry p¥ipousti formulaci v ka#dé z nich. V knize zvolena
za zéklad vykladu teorie matic, aé v geometrii a mechanice vétSina loh linedrni algebry
se jevi jako ulohy z teorie algebraickych forem a vnitini vztahy mezi riznymi Glohami
z line4rni algebry se nejvyraznéji projevuji pfi ttvahdch o linedrnich prostorech. P¥i studiu
linedrn{ algebry je tedy diileZité navykat si pFechédzet od formulace v jedné teorii k formu-
laci v druhych dvou. Ze stanoviska teorie forem se rozpadé linedrni algebra na tfi édsti:
teorii linedrnich forem, teorii bilinedrnich a kvadratickych forem a teorii forem multi-
linedrnich. VyS%{ &4sti této teorie jsou ji¥ pfedmétem teorie invariantd a o té se v knize
nejednd.

V kapitole I—V se studuji matice a vektory nad libovolnym télesem — télesem zdklad-
nim. Ctend¥, ktery se zajimé o uZiti linedrni algebry v geometrii a.v mechanice nebo
obecnsji v teoretické fysice, mi¥e za zdkladni t&leso volit tdleso &isel redlnych nebo
komplexnich.

Znalost poddtkd theorie determinantd se v knize predpoklddéd. Dokonalé ptipravy
k jejfmu studiu lze nabyt probrénim p¥istuinych &4sti z Kokingovyon ,,Zéklada algebry*.
Chece-li se étendi omezit na zdkladni téleso tvoFensd ¢isly redInymi nebo &isly komplexnimi,
stadi jako piiprava BypZovSKEHO ,,Zdklady theorie determinantt a matic*.

Uvedeme struéné obsah spisu.

V kapitole I jsou vyloZena hlavni pravidla pro poditéni s maticemi. V § 3 je vyloZeno
potitdni s maticemi rozdélenymi na bloky (pole), které je v mnohém ohledu analogické
s difve vyloZenym poéitdnim s maticemi.

Obsahem kapitoly II jsou linedrni prostory.

Kapitola III se zabyvé linedrnim zobrazenim.

Kapitola IV je nadepséna ,,Mnohoélenové matice. V prvnich t¥ech kapitoldch se
skoro stdle studovaly jen matice, jejich% prvky jsou prvky ze zdkladniho télesa K. Pouze.
v souvislosti s charakteristickym mnohoélenem bylo tfeba se zabyvat charakteristickou
matici A — A, jejiZ prvky nebyly prvky z K, nybrZ mnohoéleny v 1 s koeficienty z K.
V této kapitole se systematicky studuji vlastnosti matic, jejichZ prvky jsou mnohodleny
nad K. Vysledku je pak pouZito k uréeni Jordanovy formy matice linedrnfho zobrazeni.

Kapitola V jedné o unitérnich a euklidovskych prostorech. K operacim difve zave-
denym, séiténi vektori a jejich ndsobeni &islem, zde pFistupuje jako dalsi operace skaldrni
soudin vektori.

Kapitola VI jednd o kvadratickych a bilinedrnich forméch.

Kapitola VII mé nédzev ,Linedrni zobrazeni bilinedrnd metrickych prostora.
UvaZuje se v ni o klasifikaci hlavnich typé linedrnich zobrazeni (symetrickych, koso-
symetrickych a isometrickych) prostort s bilinedrni metrikou.
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Koneéné kapitola VIII se zabyvéd multilinedrnimi formami a tensory. K umo#néni
definice tensort byl difve zaveden pojem dudlniho prostoru. Pak je vyloZena tensorové
algebra a teorie invarianti.

Ke kaZzdému paragrafu jsou pfipojeny piiklady a dlohy, p#i demZ u té%8ich tloh je také
névod k feSeni. Mnohé z téchto tloh dopltiuji ldtku v knize probiranou. Tak v dloze 9,
§ 3, kap. IV se mluvi o charakteristikdch Segreovych, v l. 10 o charakteristikdéch Weyro-
vychl) a v dl. 11 o souvislosti obou téchto druht charakteristik.

Podle mého ndzoru bylo by v’a.k pro Gtendie jisté vyhodné udat asponl v nékterych
piipadech u tloh poukazy na literaturu, z niZz bylo derpéno a kde lze po pnpa.de nalézt
dalsi podrobnosti o probiraném piedmétu.

Zptsobem, jak latku spisovatel zpracoval, docilil toho, Ze jeho kniha je ldtkou nej-
bohatsf z ruskych knih jednajicich o linedrni algebie, at to je zndmé kniha Smmovova,
GELFANDOVA (pleloZend do ¢eStiny M. FIEDLEREM), nebo kniha GANTMACHEROVA ,,Teo-
pua marpun‘‘, kterd sleduje jiné cile.

Karel Rychlik, Praha

H. T.Yemaes: Yeroitumpoers nEmennsi. Gostechizdat, Moskva, 1955, str. 207, cena
7 rubli.

Recensovand kniha je druhym opravenym vyddnim knihy téhoZ nézvu z r. 1946.
Prvé vydéni nebylo v CSR k disposici a nebylo proto u nés recensovéno. Je proto t¥eba
upozornit étendi'e na tuto knihu, kterd mé nékteré nepopiratelné prednosti. Staéi to viak
provést v pomérné struéné forms, nebot zdkladni pojmy teorie stability pohybu byly
v poslednich letech v tomto dasopisu uvedeny v fadé ¢lénkd (mimo jiné v recensi Malki-
novy kmihy ,, Teorija ustojéivosti dviZenija, Cas. pro pést. mat. 80 (1955), 491—497).

Kniha je rozdélena do deseti kapitol. V prvé tvodni kapitole (str. 7—16) jsou
zavedeny pouze zékladni pojmy a definice teorie stability pohybu.

V kapitole druhé (str. 17—37) jsou dokdzdny obecné véty o stabilité, asymptotické
stabilité a nestabilité pomoci p¥imé, nékdy také zvané druhé, Ljapunovovy metody..
Véty jsou ozfejmeny na Yad$ dosti zevrubné provedenych piikladi z mechaniky. Jako
aplikace je zde také dokdzdna Routhova véta o stabilité pohybu, zndme-li nekteré prvé
integrély.

V kapitole t¥eti (str. 38— 56) je vySetfovéna stabilita rovnovéZné polohy mechanické
soustavy, jeZ je podrobena holonomné skleronomnim vazbdm a na ni% ptsobi pouze
potencidlni sily. Zde je uvedena zndms Lagrangeova véta o stabilité a Cetajevova véta
o nestabilité rovnovéiné polohy. Vedle jinych béZnych vysledkl je zde struéné vyloZena
zajimavé Poincarého teorie rozvétveni (bifurkace) rovnovéZnych poloh v piipads, Ze
potencidlni sfly jsou funkcemi néjakého parametru.

Ve &tvrté kapitole (str. 57— 96) je vyloZena teorie YeSeni soustav linearnich diferencidl-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty a to tak, Ze viechny potfebné pojmy i véty (na pi.
teorie elementérnich délitelt, Hurwitzovy véty) jsou zde zavedeny a dokdzény nezévisle
na jinych udebnicich. I kdy% v této kapitole neni pochopitelné novych vysledki, neni
jeji éteni nezajimavé ani pro &tendie s touto teorii jiZ sezndmeného. Na pf. souvislost
typa partikuldrnich fefenf s elementdrnfmi déliteli je zde poddna velmi instruktivné;
i takové upozornéni, %e eliminaéni metoda miiZe pii FeSeni soustavy obyéejnych diferen-
cidlnich rovnic vést k chybnym vysledkiim, mtZe mit pro praktika znaénou cenu.

V.kapitole p4té (str. 97— 116) se autor zabyvd vlivem poruch narovnovéinou polohu.
Vychézi z Lagrangeovych rovnic druhého druhu, pfi em# piedpokldds, %e v okoli rovno-

1) Viz E. WEYR: O theorii forem bilinedrnych, Praha 1889, 111 str.; ném. pieklad
v Monatshefte 7 (1890), 163—236.
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vé#né polohy lze kinetickou energii resp. potencidlni energii vyjadiit jako kvadratickou
formu rychlosti resp. soutadnic s konstantnimi koeficienty. Nejd¥ive ukdZe, Ze vhodnou
transformaci lze ka¥dou takovou soustavu uvést na normélni tvar, t.j. &; + lr; =0
(¢ =1,...,n), a potom vySetfuje vliv rliznych rufivych sil na takovou soustavu podle
jejich fysikdlntho charakteru (nové vazby, dissipativni sily, gyroskopické sily, vzdjemné
pusobeni dvou specidlnich soustav).

V tfech nésledujicich kapitoldch jsou uvaXovény takové soustavy, jejichZ pravé
strany jsou holomorfni funkce nezévislé na dase. ¢

V kapitole §esté (str. 117—125) jsou odvozeny zndmé véty o stabilité na zédklads
stability soustavy prvého pribliZeni.

V kapitole sedmé (str. 126 — 139) je zkoumsén kriticky pripad, kdy matice linearisované
soustavy (s konstantnimi koeficienty) m4 kroms vlastnich &isel se zdpornou redlnou
Sasti je§ts nulu jako vlastni ¢islo.

V kapitole osmé (str. 140—161) je vySetfovan dalsi dulezity kriticky pkipad, kdy
matice linearisované soustavy m4 vedle vlastnich ¢&isel se zdpornou redlnou édsti za vlastni
¢isla dvojici ryze imagindrnich konjugovanych é&isel.

V kapitole devété (str. 162—186) vySetfuje autor stabilitu YeSeni soustav, jejichZ
pravé strany jsou funkcemi &asu (neautonomni soustavy). Nejprve vyslovuje zdkladni
poutky o charakteristickych é&islech funkei a FeSeni diferencidlnich rovnic, zavédi pojem
regulérni soustavy diferencidlnich rovnic a posléze pro tyto soustavy odvozuje klasické
Ljapunovovy véty o stabilitd a nestabilité.

Kapitols desétd (str. 187—204) je vénovséna vySetfovéni stability trividlniho FeSeni
linedrni soustavy s periodickymi koeficienty. Vedle zéklada Floquetovy teorie jsou tu
udény dvé metody na ptiblifny vypodet charakteristickych &isel a to pomoci metody
postupnych aproximaci a pomoci malého parametru:

Kniha je opatfena jmennym a véenym rejstifkem.

Veelku Ize fici, %e Cetajevova kniha pres sviij pouze tivodni charakter je velmi uZitetnd
a to zv1gsté pro tendie s technickym zaméfenim pro sviij vyklad tzce spjaty s mecha-
nikou a pro fadu p¥kladu (8asto technickych), zpravidla dikladng vypracovanych, jimiz
je-cely vyklad doprovézen. )

. Otto Vejvoda, Praha

3. Koavmar: Beprapy Boasnano (Bernard Bolzano). Izdat. A. N. SSSR, Moskva, 1955,
str. 224, cena 9 rubli.

Recensovand kniha obsahuje vedle pfedmluvy p&t kapitol, dva dodatky a bibliografii.

Kapitoly jsou nazvény takto: I. Socidiné-politickd situace v Cechdch v poslednim dvaceti-
leti 18. stoleti a v proni poloviné 19. stolets. Pra¥skd universita v t6 dobd (9 stran). IL. Bol-
zantw Zivotopis. Plvod, rodina, vychova, studentskd léta. Pedagogicks, védecks a
osvétova' &innost. Prondsledovéni reakei (15 stran). II1. Bolzanovy matematické objévy.
Vyznam a pojmy matematiky. Matematicky dikaz. Aritmetisace analysy. Teorie
podobnosti a postulét o rovnob&#kéch. Bolzano jako predchiidee teorie mnozin. Zaklady
teorie funkei redlné proménné (65 stran). IV. Bolzanova filosofie. Logika. Filosofické
otdzky pifrodovédy. Psychologie, estetika, etika (24 stran). V. Bolzanovy spoledensko-
politické ndzory. Uleni o pravu a stdtu. Boj za rovnoprévnost nérodi, za mir. Bolzaneva
socialistickd utopie. Zévér (52 stran).

V dopliiku 1 je uveden rusky preklad Bolzanovy préce ,,Ryze analyticky diuikaz véty,
%e mezi dvéma libovolnymi hodnotami davajicimi vysledek opaéného znaménka le¥i
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alespon jeden kofen rovmice, a v doplitku 2 je uveden uryvek z Bolzanovy ,,Teorie
funkei* tykajici se konstrukce Bolzanovy spojité funkce, kterd nems derivaci v nekonetns
mnoha bodech.

Kolmanova monografie o naSem vynikajicim mysliteli BErNARDU Borzawovi je
marxistickou praci, kterd se snaZl o vSestranné zhodnoceni této veliké osobnosti.
Zhodnotit védeckou préci Bolzanovu v matematice, logice, filosofii, jeho socidlné-poli-
tické nézory a utopie je jisté védecky ndrodnym vkolem. (Praci Bolzanovych z mechaniky
a fysiky si Kolman nev§im4.) )

Zkouméni déjin védeckych problémt m4 velky positivni,vyznam pro feeni soudasnych
otdzek védy. Proto studium Bolzanovy osobnosti neni jenom specidlné historickou z4-
leZitosti, nybr# i praci, kterd muZe podnétné plsobit pfi fefeni soudobych problémfi.
Kolmanovo zpracovéni logickych a matematickych studii Bolzanovych na jedné strané
a Bolzanovy filosofie na druhé strané ddvé mo#nost hloubgji promyslet vztah svétového
nézoru filosofie a specidlni védy. Kolman piipoming Bolzantv piinos k otdzkdm logiky
a piitom ukazuje, jak FeSeni jednotlivych otdzek nebo zptisob argumentace jsou podmi-
nény filosofickymi ndzory Bolzanovymi. Zdroven pfi analyse téchto praci je ukézéno,
Ze neni moZné zaménit svétovy nézor védee a objektivni vyznam objevi jim udinénych.

Zvlédtnost marxistického zkouméni d&jin piirodnich véd ukazuje Kolman v tom,
#e chépe proces poznéni jako proces spoleéensky. Autorovo rozélenéni létky a také porad
kapitol obraZzi vnitini logiku tohoto zkouméni. Jednotlivé védy jsou riznym zptisobem
podminény ekonomicko-politickymi faktory. Pfitom je tfeba vychdzet z toho, Ze teprve
v dlouhych ¢asovych obdobich odpovidé kifivka vyvoje specidlni védy ktivee vyvoje
ekonomického. Proto je podle naSeho ndzoru nutné oddslit pfedevSim tendence vyvoje
vyroby a hospodéiské zédkladny spoleénosti a potieby praxe a ukdzat, jak se obréZely
ve vyvoji védy, kterd se vyviji relativné samostatné. Bude tfeba, aby autor v dalSfm
vydéni podrobnéji rozpracoval souvislost Zivota Bolzanova a jeho védecké a filosofické
¢innosti v tehdejsi spoleénosti, nebot takto se prvni kapitola jevi pom&rmé isolovanou
od ostatnich. Autor se tu hlavné vénuje vylideni éeského ndrodnftho obrozeni; Bolzano
vSak byl jen slabé spojen s touto ideou a proto tento vyklad mélo pFispivéd k vysvétleni
vzniku Bolzanovych nézora. :

Prvni dvé kapitoly maji fadu drobnych nedopatieni i v&enych chyb: spletené
udaje o Bolzanové procesu, nesprdvné tvrzeni o nutnosti odejit na venkov (str. 26),
vysvétlivka o tom, co je metafysika (str. 26), udaje o Zivotd na venkové (str. 27—28),
ocenéni bolzanovel (str. 28), umisténi éinnosti druhéhio pokoleni buditeld aZ do druhé
poloviny let &tyficdtych (str. 7), Jungmann jako pritel Bolzanuv (str. 8), udaje o uni-
versits (str. 12), Cesks kralovskd udend spole¢nost jako spolednost nacionalistickd (str. 13).

V tieti kapitole jsou uvedeny hlavni vysledky Bolzanovych matematickijch praci.
Jde predeviim o préce ,,Ryze analyticky dikaz véty, Ze mezi dvéma hodnotami, jeZ
dévaji vysledek ppatného znaménka, le%i alesponi jeden redlny kofen rovmice*, ,,Para-
doxien des Unendlichen‘ a ,,Functionenlehre*‘, v nichZ Bolzano razil cestu bud novému
pojeti nékterych disciplin (na pi. ivahdm o zdkladech matematiky), nebo novym disci-
plindm (na pt. teorii funkef redlné proménné a teorii mnoZin).

Kolmanovo hodnoceni ¢isté matematickych vysledki Bolzanovych se v podstaté
shoduje s hodnocenim, jeZ bylo éeskymi matematiky uvéiejnéno na rtiznych mistech
(na pt. v pfedmluvéch k soubornému vyddni Bolzanova dila a jinde), a jeZ je ¢eskému
&tendti vétSinou dobte zndmo. Nové prvky nalézéme v tom, jak se u Bolzana v matema-
tickych tvahéch odréZeji jeho filosofické ndzory, coZ v dosavadni literatui'e nebylo sou-
borng zpracovéno. Bolzano zduraziioval (na p¥. v pfedmluvé k ,,Versuch einer objektiven
Begriindung der Lehre von der Zusammensetzung der Krifte) tizky vztah mezi mdtema-
tikou a filosofii. Na jedné strané soudil, Ze matematické mysleni mé velky vyznam pro

.
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filosofii, coZ ¢4stednd pramenilo z jeho pfecetiovdni formélni logiky jako souddsti filosofie.
Na druhé strand vychdzeje ze svych idealistickych ndzort véii, Ze zdkladni pojmy mate-
matiky lze odvodit &istd rozumovou konstrukei (z Begriffswahrheiten). To, Ze Bolzano
viibec povaZzuje matematické pravdy za zcela ,,pojmové‘, ¥e nevidi, Ze v matematice se od-
-r4%i nafe zkuSenost a znalost objektivniho svéta, zpiisobuje, Ze Bolzano i tam, kde popird
chybné nézory jinych idealistickych filosofi (na pi. Kanta) na matematiku, neni schopen
nahradit tyto ndzory podstatné spravnéj&imi. Bolzanuv ,,filosoficky* pristup k matema-
tice prind¥i i ndkteré jiné zdpory, které se tykaji vice vlastni matematiky, tak na pf.
spife ,,filosofické*, vdgni definice nékterych pojmit (podobnosti, séiténi), které nakonec
vedou k nesprévnym dikazim. M8l viak bezesporu v mnohém i kladny vyznam — na pr.
v tom, %e obrétil pozornost k logickym zéklad@m matematiky, nebo v tom, Ze vyzdvihl

nutnost piisné logického odvozovéni matematickych vét bez odvoldvéni se na smyslovy
nézor.

Také do textu tieti kapitoly se vloudily mimo n8kolik tiskovych chyb i chyby vécné.
Tak na str. 65 p¥i ddkazu existence vlastniho hromadného bodu je tfeba mluvit o ne-
koneéné ohranidené mnoZing a nikoliv o mno¥ind uzaviend; na str. 82 soudi Kolman
neoddvodnénsg, %e z textu, v ném¥% Bolzano mluvi o velidindch M, N, u, », plyne, Ze veli-
éinami jsou zde minéna redlns ¢isla; na str. 87 Kolman tvrdi, %e mnoZina, jeZ je kontinuem
ve smyslu Bolzanové, neni dokonald, zatim co muZeme pouze tVr::]it, %e nemusi byt
dokonald; na str. 88, ¥. 4 chce Kolman z¥ejms8 ¥ici iraciondlni a nikoliv raciondlni.

Kapitola tvrtd: Déle autor ukazuje, jak na Bolzanovy préce navézala matemalickd
logika. Proti vulgarisujicim tendencim, které nedovedly odd&lit védu a nesprdvné filoso-
fické zdvéry, ukazuje na to, e formélni logika nabyla u Bolzana mimot4dné pfesnych
forem, které umo#iiuji zkoumat logické zdklady matematiky.

Presn&j¥i predstavé o Bolzanové pojeti logiky by prispélo podrobngj¥l prozkouméni
vztahd k Leibnizovi, Kantovi a zv1a&té k Hegelov® koncepeci dialektické logiky. (Stejné
by bylo tfeba podrobnéjitho rozboru tehdejsfho stavu matematiky v predchozi kapitole.)
Chybi potiebné vysvétleni, jakou roli sehrily Bolzanovy ndzory ve sporech mezi psycho-
logisty a logicisty v pozdéjsim vyvoji logiky a filosofie.

Kapitola patéd: Bolzano byl postavou sloZitou a plnou rozport. To, %e autor se zabyvé
vSemi strdnkami jeho dila, ném dévé moZnost poznat jak vnitini spojeni mezi jednotli-
vymi ddstmi jeho dila, tak i rozpory mezi ndboZ%enstvim a racionalistickym pojiménim
védy. Zévéreéns ¢ast knihy je vénovéna rozboru spoledensko-politickych ndzord Bolzano-
vych. Autor poukazuje na humanisticky charakter fady stanovisek a poZadavka Bolza-
novych, které se tykaji reformy spolednosti a které jsou vyloZeny v dile ,,0 nejlep&im
stété‘‘. I zde by bylo tfeba podrobnéji prozkoumat historické souvislosti Bolzanovych
nézord. .

Kolmanova kniha p¥iblizuje ndm dilo velikého myslitele. Cini tak s velkou znalosti
Bolzanova dila, které rozebirs se viech hledisek. Proto je sprévné, %e Stétni nakladatelstvi
politické literatury pfipravuje Sesky pieklad tohoto Kolmanova spisu.

Viadimir Ruml a Otto Vejvoda, Praha

s

M. A. I'posmos: HavepraTreasuas reomerpusa, 1. dil, Moskva, 1951, str. 122, obr. 116.
Vydal VSesvazovy polytechnicky institut pro ddlkové studujici.

Rozsahem nep¥ilis veliks kniZke se zabyvé pouze jednou promitaci metodou, pravo-
thlym promiténim na dvé k sobé kolmé pramétny. Podtitul j.5té bliZe vymezuje obsah
na uZiti pravoiihlého promiténi k feSeni zdkladnich stereometrickych wloh o bodech,
piimkéch a rovindch. Probird se tedy jen zdkladni &ést obvyklého obsahu Mongeovy
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projekce, zato dost diikladn® a systematicky. Pfitom celkové pojeti neni rozhodnd tra-
diéni, tak¥e v ka¥dém piipads je velmi uZitedné se s nim sezndmit a porovnat s bé¥nou
metodikou vyuky tohoto zobrazeni.

V pomérné velmi krétkém dvodu (str. 5—17) je v prvni kapitole vSeobecnd zminka,
o zékladnich pojmech promiténi, pak jsou vyloZeny nékteré zdkladni vlastnosti sti¥edo-
vého, rovnobéiného a pravouhlého promiténi a konednd je strudné uvedeno pravouhlé
promiténi na dvé k sobé kolmé primétny, p¥i éem# je hned zdtiraznéno, Ze je moZno zé-
kladnici vynechat. V dalSim, aZ na celkem velmi #idké vyjimky, se ji¥ zakladnice neuZiva.

V druhé kapitole (str. 18—29) se autor zabyvéd zobrazovénim bodu a piimky. P¥i
zobrazovéni p¥mky, kterou zésadné urduje dvéma réznymi body, tedy v podstaté tsed-
kou, uZivéd misto soutadnic uréujicich bodi jen rozdilé stejnojmennych soutadnic téchto
bodi. Tak na p¥. ptimka rovnobéiné se zékladnici « a od ni riznd mé rozdil z-ovych sou-
fadnic razny od 0, kdeZto rozdily y-ovych a z-ovych soufadnic jsou nulové. Obdobnd
se charakterisuji i jiné specielni polohy piimky k primétndm. Piirozené potom jiZ se
disledné pracuje pii hleddni skutedné velikosti tsedky vidy bez zdkladnice a uZivéd se
tedy jen rozdilového trojthelnika.

Treti kapitola (str. 30—87) je vénovéna zobrazeni roviny. Nejprve si autor v&mé
dvojice pfimek; rovnobéZnych a riiznobéinych uZivé k uréeni roviny. Pfitom zdsadnd
neuiivéd zdkladnice; vyjimku &ini jen v pripadech, kdy urdujici piimky jsou stopami
roviny. Piimku a bod v roviné zobrazuje, jak je zvykem, uZitim incidenénich vlastnosti.
Ve zvldStnim odstavei probiréd promitaci roviny a hledd jejich priseéiky s primkou a pru-
seénice s obecnd poloZenou rovinou. Po zavedeni hlavnich pfimek pfejde se hned k pod-
minkdm kolmosti pfimky k roviné. Stanoveni skutedné velikosti rovinného obrazce se
vénuje neobvykle velikd péde. Nejprve se probiraji ulohy v promitaci roviné; velikost
rovinného obrazce se urduje a) skldpénim, b) otdéenim. U obecnd poloZené roviny se
ukazuje nejprve uZiti treti pomocné primétny a teprve po vyloZeni pojmu otééent kolern
p¥mky postupnd po podrobném rozboru se dospdje k obvyklym konstrukefm otédéeni
roviny kolem hlavni pfimky do polohy rovnobéZné s pifsluSnou pramé&tnou.

Posledni, tvrtd kapitola (str. 88—119) fesi Fadu piikladh sestavenych podle metod,
jich% se u¥ivd k jejich Fesenf. Jsou to predev§im ulohy na zékladni principy zobrazeni,
tlohy p#i nich% se zavéddi pomocnd promitaci rovina, tlohy na transformaci pramséten
a konedné dlohy FeSené otdéenim roviny.

Vyznaénym znakem celkového pojeti knifky je shrnuti zédkladnich dloh o usedce
(odchylka od primséten, skuteénd velikost tselky) resp. o roviné (hlavni piimky, kolmost
pFimky a roviny, odchylka roviny od praméten, tGlohy v roviné) do zvldStnich odstavei
nesoucich velmi neobvyklé nézvy ,,analysa useSky* resp. ,,analysa tseku roviny*, které
ukondéuji pislugné &ésti vykladu o p¥mce resp. o roving.

V knf’ce je uZito celé fady ne prévé obvyklych ndzva, zavadéji se nové pojmy (na pi.
konické a cylindrické promitdni) a zvléSté velmi dasto je zvoleno oznadeni, znaéné se
odchylujici od b&Zného oznadeni. Mnohé nové zvolené oznadeni a pojmenovani je disled-
kem ptivodniho pojeti vykladu; u ndkterého snad pfece jen tradiéni oznaéeni se zdé vhod-
néj¥ (na p¥. autor oznaduje skuteéné velikosti tsedky &arou plnou pferusenou polo-
kruZnici, kdeZto v obvyklém oznadeni se uZivé éerchované vytazené &ary).

Udebnice ukazuje, Ze autor vénoval vybéru litky a zejména jejimu usporddéni velikou
pé¢i; znamend novy prinos k metodice vyuky deskriptivni geometrie. V rukou uéitele,
ktery by vhodnd kombinoval vyklad s piklady uvedenymi v posledni &éésti, byla by
vhodnym néstrojem k vykladim o zékladech deskriptivni geometrie.

Samostatné dalkovd studujici, jim¥% je udebnice doporudena jako pomucka, budou
viak v udebnici rozhodnd postrddat dostatetny podet ndzornych obrdzkl, které by jim

1épe umoznily pochopit probiranou létku. S didaktického hlediska jistou obtiZ bude pro
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né znamenat také témst dusledné vynechdvani zédkladnice. I kdyZ specidlni volba zé-
kladnice, p¥padnd jeji vynechdni, nehraje p¥i vlastnim fefeni dlohy v Mongeové projekei,
jak je velmi spravné zdiiraznéno, Zddnou podstatnou roli, studujici odkdzany jen na vlastni
studium nebude snadno spojovat uvddéné Yefeni ulohy v Mongeové projekei bez zdklad-
nice s Yefenim tlohy v prostoru. K tomu je t¥eba urdité praxe a hlavné jiz dobfe vy-
cvidené prostorové predstavivosti.

Kni¥ku, kterd je psdna jasng, srozumwel.né a velmi p¥istupnou formou, by méli dobfe
prostudovat vdichni ugitelé deskriptivni geometrie piedevsim proto, aby se sezndmili
s jejim pojetim zdtraziujicim zékladni principy a metody, podédvajicim Yefeni zdkladnich
dloh a tplnd potladujfcim procviovéni latky na piikladech n8kdy celkem umdlych
a &asto znadnd obti¥nych, vyZadujicich mnohdy velkého divtipu p¥i stereometrickém
reSeni, ale nevyZadujicich p¥irozen& p¥i Fefeni v Mongeové projekei nic jiného ne% prévé
aplikaci zdkladnich tloh.

A. Urban, Praha

*

M. A. }’po.uoe: HauepraTensHad reomerpud, 2. dil, Moskva, 1954, str. 280, obr. 232.
Vydal VSesvazovy polytechnicky institut pro dédlkové studujici.

U% podtitul ,,Rovinné k¥ivky, prostorové kiivky, plochy, obsahujici ndzvy jednotli-
vych oddili, ukazuje celkové zaméieni druhého dilu Gromovovy uéebnice deskriptivni
geometrie, vydané Viesvazovym polytechnickym tustavem délkového studia. V porovnéni
s prvnim dilem je rozsah vice ne% dvojnédsobny. Pomérem rozsahii obou dilii autor plnym
.prévem zdiraziiuje dileZitost znalosti zdkladnich vlastnosti kiivek a ploch. Na druhé
strand je ovSem tfeba uvést, Ze dosti rozsdhld &ést latky vyklddand autorem teprve
v rémei nauky o kiivkédch a plochdch se v bé&inych uéebnicich deskriptivni geometrie
probird obvykle jiz pribshem vykladid o zobrazovacich metoddch, piipadné ve specidlnich
partiich (v kinematické geometrii).

Autor pfistoupil s naprosto nového hlediska k bohatému materidlu tloh deskriptivni
geometrie. JestliZe jiZ v prvnim dile své udebnice tGspé$né uvedl v tsporné omezeném
rozsahu své vlastni usporddéni zédkladi Mongeovy projekce, pak v druhém dile p¥imo
radikdlné zménil obvyklou metodiku, jejimZ charakteristickym rysem je, Ze véty dife-
rencidlni geometrie kfivek a ploch se prost® aplikujf ve sledu obvyklém v diferencidlni
geometrii na technicky nejdtlezitéjsi k¥ivky a plochy. U kiivek velmi obratnym zptisobem
uzil jejich p¥irozenych soufadnic, u ploch vysel z jejich kinematického vytvoreni.

Prvy oddil (str. 7—72), vénovany rovinnym kiivkdm, je rozdélen na tii kapitoly.

V prvni kapitole se probiraji zdkladni vlastnosti kiivek. Po zavedeni pojmu seény,
polote¢ny, hladké kiivky v bodé, hladké kiivky a jeji teény pFechdzi k pFirozenym sou-
radnieim bodu hladké kfivky. Jsou-li O a X pevny a proménny bod dané hladké kiivky,
o, a &, teény kiivky v téchto bodech, pak piirozenymi soufadnicemi bodu X rozumi
autor jednak délku oblouku OX kfivky, jednak thel teéen ¢, t, (pro ktery se u nds uZiva
ndzvu kontingenéni thel).

Pii vySetfovéni kiivek pak autor uZivé zobrazeni dané kiivky na ki¥ivku, jejiZ pravo-
1ihlé soutadnice jsou rovny prirozenym soufadnicim kiivky (x-ové souradnice je rovna
oblouku OX, y-ovd soufadnice piislu¥nému kontingendnimu thlu). Pritom se autor
omezuje jen na t. zv. prosté kiivky; rozumi tim kiivky, pro né% kontingenéni thel je
ryze monotonni funkef oblouku.

Zskladni mySlenka uZiti pfirozenych soufadnic kiivky se ukazuje jednak na kruZnieci
a jejim obraze, kterym je tsedka (leZici v 1. kvadrantu) s jednim krajnim bodem v po-
tatku, jednak na ovidlech sloZenych zk ruZnic. UZitim prirozenyeh soutadnic dospivi
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autor k pojmim kiivosti kiivky v bodé, oskulaéni kruZnice, poloméru a stiedu ki¥ivosti,
evoluty a evolventy a vySetfuje styk kiivek. :

V druhé kapitole jsou pod souhrnnym nézvem transformace kiivek uvedeny nékteré
konstrukee resp. zobrazeni, jez umo#iiuji z danych kiivek sestrojit nové kiivky. Tak je
tu uvedena konstrukce piimych konchoid (Nicomédovy konchoidy, Pascalovych zdvitnic),
inverse, konformni zobrazeni a osové afinita. Na to velice struéné navazuje rovnobéiné
promitdni kuZelosedek.

Tteti kapitola zavadi pojem kinematickych kiivek; autor tim rozumi jak trajektorie bodu
pii pohybu neproménné rovinné soustavy, tak i obdlky pohybujicich se neproménnych
kiivek. Zékladni pojmy a véty kinematiky neproménné rovinné soustavy jsou uvedeny
jen ve velmi struéném piehledu, naznatuje se zdkladni mySlenka konstrukce stiedu
kiivosti kotdlnice, uZije se ji k odvozeni Euler-Savariho konstrukece a sestrojuji se de la
Hireovy kruZnice. :

Druhy oddil o prostorovych kifivkich je pomérné krdatky (str. 73—99). V prvni
kapitole po zavedeni zékladnich pojma teény, oskula¢ni roviny a priitvodniho trojhranu
prostorové kiivky probird autor hned rozvinutelnou plochu svédzanou s prostorovou
ktivkou. To mu umoZiiuje geometricky ndzorné zavedeni dvou daleZitych pohybt nepro-
ménné prostorové soustavy, nazyva je rotativni a spiroiddlni (kinematicky jsou charak-
terisovany tim, Ze axoidy pohybu jsou rozvinutelné plochy, okamZity pohyb axoidi
v. prvém piipadé je rotadni, ve druhém Sroubovy).

Krivost a torse se definuje uZitim sférickych indikatrix tecen a binormaél, pfi demiz
se podobné jako v piipadé rovinnych kiivek wfivé piirozenych soufadnic kiivky: délky
oblouku, kontingenéniho thlu (teden) a hlu torse (t. j. thlu binormédl). Prostorové
k¥ivka se zobrazuje do dvojice rovinnych kiivek. Jedna zndzortiuje (v pravoudhlych sou-
fadnicich) kontingenéni tihel jako funkei oblouku, druhd thel torse jako funkei oblouku.
Nalezené vysledky jsou v druhé kapitole aplikovény na Sroubovici a rozvinutelnou Srou-
bovou plochu. Sroubovice je definovéna jako prostorovd k¥ivka, jeji% obrazy tvoii
v uvedeném zobrazeni dvojici p¥fmek prochézejicich poddtkem soufadnic.

Nejvétsi, t¥eti oddil udebnice (str. 100 —275) zabird teorie ploch.

V prvni kapitole je zaveden pojem kinematické plochy; rozumi se tim plocha vznikajici
pohybem kiivky (jeZ neni trajektorii pohybu) riebo obalové plocha pohybujici se plochy.
Autor se omezuje jen na zdkladni pohyby a tedy také jen na zékladni typy ploch (za pied-
pokladu, %e pohybujici se kiivka je neproménnd): translaéni, rotaéni a Eroubové.

V druhé kapitole se probiraji paralelné vedle sebe vSechny tyto plochy a postupné
se Fesi nékteré nejjednodussi dlohy. -

Tieti kapitola je vénovéna zminénym zdkladnim tdlohdm na specidlnich linedrnich
a cyklickych plochéch uvedengch typh (rotaéni véleové a kuZelové ploSe, rotaénim jedno-
dilném hyperboloidu, zborcené pi{mkové Sroubové plose, kulové plofe, anuloidu a ser-
penting). N

Ctvrté kapitola pojedndvé o tedné roving, o jeji konstrukei na kinematickych plo-
chéch zdkladniho typu a o jejim uZiti k FeSeni ndkterych iloh, zejména k nalezeni bodu
obrysu rotaénich ploch a vyvrtkové plochy.

P4td kapitola probird nékteré dalsi t¥idy kinematickych ploch. Autor je nazyvé rota-
tivnimi resp. spiroiddlnimi podle toho zda vznikaji rotativnim resp. spiroidélnim pohy-
bem. Ukazuje se, #e ka?dé rozvinutelnd plocha je rotativni. Této vlastnosti se uZivé
k vykladu o rozvinuti rozvinutelnych ploch. Konstrukce rozvinuti se ovSem opiraji
o zndmou definici rozvinuti. Ke spiroidédlnim plochém néleZi piimé konoidy (je probiréna
pravouhld uzaviend $roubovs plocha, hyperbolicky paraboloid, Plickertv konoid, obecny
pHmy konoid a jejich uZiti) a primkové plochy, které autor nazyvé plochami s Fidici
rovinou (p¥{mky plochy sviraji s nf konstantni thel), jeZ jsou soudasné také rotativnimi
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plochami. Zdvérem kapitoly jsou probrény nékteré dalsi specidlni typy primkovych
ploch (cylindroid, konoid a hyperbolicky paraboloid) a obecné vytvoreni pifmkové
plochy wZitim t¥i fidicich kiivek.

Rozséhlé Sestd kapitola je cele vénovéna praniku ploch. Po zdkladni tivaze o vyhledsni
spole¢nych bodit k¥ivky a plochy vySetfuji se systematicky od nejjednodusiich piripada
metody ¥eSeni priniku specidlnich typa ploch. '

Podobné jako prvni dil Gromovovy uéebnice deskriptivni geometrie pfindsi i druhy dil
fadu podnéti k metodice vyuky deskriptivni geometrie. Nejpodstatndjsi z nich jsou
zavedeni a konstruktivni vyufiti p¥irozenych soufadnic rovinné a prostorové kiivky
a dusledné YeSeni tloh o plochdich na zédkladd jejich kinematického vytvoieni. UZ timto
pojetim se li§i podstatn® od jinych ugebnic zdkladd deskriptivni geometrie. Koncepce
ulebnice si vy#ddala oviem také dosti hluboké zdsahy do obvyklého usporddéni latky.
Nékteré partie o kiivkdch a plochéch, které se celkem tradiénd pfipojuji pfimo k vykla- -
dtim o zobrazeni, jsou zatazeny do #irStho celku geometrie kiivek o ploch; tim ovSem
ustupuji ponékud do pozadi kuZelosedky, Fezy kulové, rotadni vélcové a kuZelové plochy
rovinou, priniky hranolovych a jehlanovych ploch. Na druhé strand opét vystupuji
do popredi kinematické metody, jejich% duleZitost se obecnd uzngvd, ale kterym byvd
vénovéna celkem pomérnd malé pozornost; v Gromovové udebnici se stdvaji jednoticim
principem. Tim se deskriptivni geometrie dostdvéd do u%¥tho kontaktu s aplikacemi
v technickych disciplindch. Vyvstévd tu ovem novy problém, problém hlubsiho spojeni
s analysou. JiZ kinematika neproménné rovinné soustavy vyZzaduje konstrukei nejen bodd
trajektorii, ale i jejich teden a oskuladnich kruZnic. S hlediska analysy je tedy tfeba uZit
derivaci a jit a¥% do druhého ¥4du. Autor si je toho dobfe védom a alespoi naznaduje,
jak lze analyticky odvodit geometricky ndzorné vysledky o pohybu neproménné soustavy
v roviné, o kotéleni hybné poloidy po pevné poloidé, o konstrukeich stfedd kiivosti.
V teorii ploch je situace sloZitéj§i. Vynechdme-li zékladni pohyby neproménné soustavy
v prostoru (translaci, rotaci a §roubovéni), je pom&rné dost obti#né popsat jiné pohyby _
v prostoru jen geometricky ndzornym vykladem. V udebnici se autor omezil jen na jedno-
duché pipady, kdy oba axoidy pohybu jsou rozvinutelnymi plochami (rotativni a spiroi-
délni pohyb; piipad, kdy axoidy jsou zborcené plochy, byl vynechén); pracoval pfitom
s nekoneéné blizkymi elementy bez analytického doprovodu. I kdy% vyklad je velmi
instruktivni, geometricky dost ndzorny, neni dobfe mo¥no, aby tato cesta dala Gtendfi
v celém rozsahu jasny obraz kotdleni hybného axoidu po pevném axoidu jednou beze
smyku (rotativni pohyb), podruhé se smykem (spiroiddlni pohyb).

Kinematické pojeti vykladu theorie ploch ovSem neni tUplné nové. Obvykle se viak
omezuje jen na translaéni, rotaéni a Sroubové plochy. Hlavni autorovou zésluhou je,
Ze touto metodou pracoval systematicky (tak na pf. tlohy na transladnich, rotaénich
a §roubovyeh plochdch Yesil paralelnd vedle sebe) a ¥e vtipnd rozvinul zékladni myslenku
ina partie z teorie ploch, které se obvykle zpracovdvaji jingmi cestami (pfimkové plo-
chy).

A. Urban, Praha
*

Stanistaw Golgb, Rachunek tensorowy. Panistwowe wydawnictvo naukove, Warszawa,

1956, (Biblioteka matematyczna, Tom 11), ndklad 3000, 1. vydéni, str. 312, obr. 6, cena’
vaz. zt 30,70.

Kniha je rozdélena do t¥i éésti: V prvni $4sti (kapitola I—IV) se pojedndvs o tenso-
rové algebie a zav4ddji se potfebné pojmy a operace; ve druhé &¢4sti (kapitola V—IX),
o tensorové analyse, je jiZ pouZito vysledkii prvni édsti a v t¥eti ddsti (kapitola X) se apli-
kuje tensorovy podet v geometrii.
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V kap. I jsou zdkladem tvah analytické prostory konedné dimense, v nichZ lze zavést
v kaZdém bodé lokdlni souradnicovy systém a prechod z jednoho systému k druhému
lze ziskat pomoci vzdjemnd jednoznaénych a spojitych transformaci. Tyto transformace
tvoli mnozinu, kterd musi mit vlastnosti pseudogrupy. Transformaéni rovnice lze po-
vazovat bud za vztah mezi dvéma riznymi bodovymi prostory nebo za vztah mezi
soufadnicemi téhoZ prostoru v rtznych soufadnicovych systémech. Druhy zpisob vy-
kladu je pouZit v této knize. Bodovy prostor nazyvé se v okoli bodu lokélnim prostorem @,
Jjsou-li pfipustné transformace t¥idy C,, coZ znaéi, Ze funkce v transformadénich rovnicich
maji spojité parcidlni derivace ¥éddu r véetné. Jako podgrupa grupy @, je nejdfive uvedena
afinni grupa G, (piislus$nd k prostoru £,) a déle jeji podgrupy se svymi vlastnostmi
a z nich zvl4$t metrickd grupa G, (piislusné prostoru R, ). V afinnim prostoru jsou pak
definovény linedrni prostory dimense p < 7. Velmi duleZité je oznadeni soutadnic bodd
téhoZ systému a oznaleni soufadnic tychZ bodt po transformaci. PondvadZ podet (zauto-
matisovany a zeschematisovany tak, Ze je téméf vyloudena moZnost podetnich omylt)
je vlastné zéleZitosti indexl, jsou indexy podle své funkce rozlifeny na pevné a béZné,
#ivé a neZivé, volné a vazané. Nakonec jsou uvedeny vztahy mezi koeficienty transfor-
mace tiidy C,.

V kap. II (geometrické objekty) je definovén vézany vektor (kontravariantni) v daném
bod® jako piitazent n &isel v (soutadnic) v soufadnicovém systému (1), které se urditym,
pfedem danym zpusobem transformuji. Pro takové vektory lze zavést rtzné operace,
nelze viak porovnat vektory vdzané v riiznych bodech. Vektor je geometrickym objektem
o n soufadnicich. Obecné objekt w je geometrickym objektem, kdy% jeho soufadnice
v systému (1) lze ziskat z jeho soufadnic v systému (1) pomoci dané transformace
T(A — 4’). Ttidou objektu se rozumi ¥dd parcidlni derivace uZité transformace 7T' pii
vyjddfeni jeho novych soufadnic. Je-li objekt definovén v kaZzdém bodé oblasti, pak je
v ni déno pole objektti. Tak derivacemi skaldrniho pole t¥idy C, dostaneme souiadnice
kovariantniho vektoru, ktery geometricky uréuje dvojici rovnobé#nych nadrovin a jeho
soutadnice jsou prevrdcené velikosti tisekt vytatych nadrovinami na osédch. Kontra-
variantni vektor vyjadfuje geometricky dvojici bodid. Incidence kontravariantniho
vektoru v a kovariantniho vektoru v, je ddna skaldrem ¢ = w,vA. Pro vektory (obou dru-
hti) se buduje algebra (sé{tdni, ndsobeni redlnym ¢&islem, odéiténi, nulovy vektor, zékony
komutativni, asociativni a distributivni, ndsobeni nulového vektoru skaldrem, ndsobeni
vektoru nulou a t. zv. nasunuti o = uyv1). Pro dal§i ivahy se zavédi pojem linedrni
zdvislosti a nezdvislosti vektort, z nich¥ zvld$t daleZité jsou zdkladni vektory et. K sys-

” u
tému 7 linedrnd nezévislych vektort A (v,) existuje inversni systém linedrnd nezévislych
» n
vektorti v* (v,). Kapitola konéi definici linedrni kombinace systému vektort a vyjddfenim

m
libovolného vektoru jako linedrni kombinaci 7 linedrné nezévislych vektoru.
V kap. III (afinory) je nejdiive podéna definice afinoru vzniklého ndsobenim dvou

vektord, kterd je pak zobecnéna na afinory valence (p, q), t. j. p-krdt kontravariantni
a q -krét kovariantni. Specidlng jsou vyloZeny vlastnosti jednotkového afinoru (smifeného)

e\e . = A" Pak jsou postupné probriny algebralcké operace s afinory: nésobeni afinoru

rea]nym ¢islem, s¢itdni afinor (téZe valence) a soudin afinort, ktery je zavisly na potradi
¢initeld. Pro dalsf pouZiti je vsunut pojem linedrni zévislosti afinort té’%e valence a uveden
maximélni podet afinortt dané valence linedrnd nezévislych. Po téchto operacich je
definovéno tZeni afinort [z afinoru valence (p, g) se ziska afinor valence (p — 1,9 — 1)]
a nasunuti afinorfi, které je sloZenou operaci z ndsobeni a tZeni [z afinort valence (p, g)
a (r, 8) vznikne afinor valence (p + 7 — 1, ¢ + s — 1)]. Ob& operace lze piipadné provést
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i vicekrét po sobd. K provedeni symetrisovani p¥ip. alternovéni je t¥eba pojmu isomeru
daného afinoru, ktery je afinorem téZe valence. Aritmeticky primér viech isomerti
(pro dany podet tych indexi) je symetrickym afinorem vzhledem ke zvolenym indextm.
Tato operace provedend na vSechny indexy afinoru valence (p, 0) p¥ip. (0, ¢) dé tensor
(jimZ je afinor majici pouze jeden druh indext symetricky ke vSem indextim). Symetrisace
je tedy opét operace sloZend z isomerace, séitdni a nédsobeni &islem. P¥i alternaci jsou
jednotlivé isomery opatieny znaménkem podle toho, je-li permutace zvolenych indext
sudd nebo liché. Operace provedend na vSechny indexy afinoru (o jednom druhu indexi)
dé t. zv. p-vektor. Specidlni piipad jsou jednoduché p-vektory, které vzniknou soudinem
p vektort a provedenim alternace. Geometricky n-vektor ddvéd miru objemu nadrovno-
béZnosténu & » linedrné nezévislych vektori definuje v prostoru E, orientaci. Z transfor-
maéniho zdkona pro soutadnici n-vektoru je zobecnénim odvozen pojem hustoty véhy 7.
Podle znaménka transformadéniho koeficientu jsou rozliSeny A-hustoty, W-hustoty
- (Weylovy) a G-hustoty, pro né% je poddna algebra a jejichZ zobecnénim jsou afinorové
hustoty, vzniklé ndsobenim afinoru a hustoty. Pro tyto veliiny plati tyté% operace jako
pro afinory. Potom nésleduji postadujici podminky pro to, aby geometricky objekt
byl afinorem (afinorovou hustotou). DéleZitou ¢4sti této kapitoly je urdeni zdkladniho
tensoru g, ,, stanoveni inversniho tensoru gA¥, operace zvySovéni a sniZovéni indexd
afinoru (afinorové hustoty), definice délky vektoru, skaldrnf soud¢in dvou vektora (véza-
nych v tém¥ bodd) a jejich thel (z dehoZ plyne podminka kolmosti dvou vektori). Jako
dalsi pifklad uZiti zdkladnfho tensoru je zaveden versor vektoru v, ktery je jednotkovy
azévisly na daném vektoru. V centricky afinnf grupé je geometrickym obrazem tensoru g, ,
nadkvadrika g, ,£16#=1. Je-li pak v prostoru X, déno tipIné pole tensori g, > dostédvame
Riemanniv prostor V,,. Pomoci hustoty véhy -2 (dané determinantem ze soufadnic
tensoru) lze zavést objemovou miru. Tensor g, , umoZiiuje zavést dva zvléStni n-vektory
(Ricciovy), pomoci nichZ lze k p-vektoru kontravariantnimu (kovariantnfmu) pritadit
(n — p)-vektor kovariantni (kontravariantni). Ricciovy vektory umoznuji také prifadit
(n — 1)-vektoru za pomoci zékladniho tensoru novy vektor zvany vektorovym soudinem,
jehoZ zékladnf vlastnosti jsou uvedeny. Tensor g, « Je pak uveden na kanonicky tvar,
plidemZ zékladni vektory tvoii orthonormélni systém. Po zmince o vlastni hodnoté
afinoru a vlastnim vektoru je dokdzdna existence orthonormélniho systému (ziskaného

uZitim versorti) pro kaZdy tensor 7' a ukdzdno, %e v tomto systému vSechny soutadnice
tensoru o raznych indexech jsou nulové.

Kap. IV dopliuje zavedenou afinorovou algebru. Po zjednoduSenich pro pravodhly
kartézsky systém eukleidovského prostoru je afinor definovén jinym zptisobem pomoei
vektorového zobrazovéni funkcemi o danych vlastnostech. Diady (2rn konstantnich
vektortl) umoZiiuji provést zobrazeni vektorovd-vektorové. P¥i hleddni systému soutadnic
(K), v ném% n danych linedrnich nezdvislych vektori by bylo zdkladnimi vektory, se
zjisti, Ze nalezené podminky integrability nejsou obecns splnény a dany systém je anholo-
nomni. V téchto systémech je definovén objekt anholonommosti .Qf, antisymetricky
vzhledem k dolnim indextm, ktery je geometrickym objektem druhé t¥idy. Je-li déno
skaldrni pole ¢ tfdy C,, pak Hessidn §) = |o),| (kde o), = 8,9,0) neni v grupé G,
zv1éStnfm geometrickym objektem, v grupé G, je o, u tensorem a Hessidn b hustotou
véhy —2. Pro n = 2 jsou dény jesté Penzovovy objekty w, které v grupd rotaci G,
v eukleidovské roving pfedstavujf tangentu thlu vektoru v s osou & Po uvedeni gradientu
hustoty jsou uvaZovény vztahy pro afinory (zvané rozdvojené), které jsou jistymi indexy
vézény s prostorem X, a jingmi s prostorem Y,,. Ze vztahl je zvlést uveden prumés
velidiny a incidence. Po vySetfeni silovych velidin (diile¥itych v mechanice) kondi kapitola
tremi priklady dvoubodovych afinorovych poli.

Druhd 8ést: V kap. V (rovnobéing prenos) je definovéna absolutni derivace se svymi
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vlastnostmi. P¥i odvozeni absolutni derivace vektorového pole v E, tak, aby wzniklo
opét vektorové pole, je zaveden objekt rovnobéiného pienosu I’;‘v, ktery je zédkladem
viech dalSich dvah. Tento objekt je definovén i pro anholonomni systémy. Objekty
r,= T 8 dy= I}, ziskané Genim v objektu I"’1 maji oba stejny transformadéni zdkon.
Soufadnice objektu I‘" 1ze rozdélit na soudet symetncké a antisymetrické ddsti: Symetric-
kd ddst I’{‘ ,) 56 transformuje stejné jako I'’, (nemd charakter afinoru), kde#to anti-
symetricks édst I’[A 1je antisymetricky afinor vzhledem k dolnim indextim. Prostor, vném¥%
je dén objekt I’Av je oznagen L, prostor se symetrickym objektem I' je oznaden A,.
Potom je uveden pivodni autoriv zplsob zavedeni objektu rovnobéiného pienosu
& ukdzdno, jak je provéddén rovnob&iny prenos v Riemannové prostoru V,,. Lze-li podél
kiivky sestrojit pohyblivy geodeticky systém, pak se v ném absolutni derivace pole
libovolnych veliin redukuje na obyéejnou derivaci. Je-li vektorové pole déno v n-roz-
mé&rné oblasti nebo v celém prostoru, zavddi se kovariantni derivace 7 ,;u" tvoiici afinorové
pole. Pomoci této derivace lze jednoduse vyjddiit absolutni derivace za.vedenych veli¢in.
Zvl1ast je ukdzdno, Ze kovariantni (a tedy i absolutnf) derivace pole jednotkovych vektort
je rovna nule. V prostoru L, jsou pak urdeny geodetické kiivky tak, Ze pole tednych
vektori mé nulovou absolutni derivaci. Geodetiky jsou zdvislé jen na symetrické &dsti
objektu I' a WYL podal nutnou a postaéujici podminku, kdy dva razné objekty Iy, I'y
uréuji jeden a tyZ systém geodetik. Pro kiivky je odvozen afinni parametr, ktery pro
geadetiky se nazyvé prirozenym parametrem. KdyZ v bodé je objekt rovnobéZného
- prenosu roven nule, nazyvé se piisluSny systém lokdlné geodetickym.

Uvodem kap. VI (tensory k#ivosti a torse) je afinor k¥ivosti RA G anﬁsymetricky vzhle-
dem k prvnim dvéma indextim. Refenim problému zéménnosti kovariantniho derivovéni
ziskaji se soufadnice afinoru kiivosti v anholonomnim systému a vysledek, Ze obecné
kovariantni derivace zdménné neni. Odpovéd je kladné jen v ptipadé nulového afinoru
k¥ivosti. P¥i stanoveni objektu I' v anholonomnich systémech byl uden objekt SX zvany
afinorem torse. Pro holonomnf systémy se uvddi geometrickd interpretace obou afinort.
UZenim se ziskajf z afinoru B, dva afinory V, , = RM’ aR,, = Rw\ » kde V), je anti-
symetricky afinor a v ptipads, ze V,\ u=0v celém prostoru, pak I'y " je obJektem zachové-
vajicim objem: Podle Bompianiho je uvedeno zobecnéni geometrické interpretace
afinoru R) w

V kap. VIL (metrika prostorw) jsou zavedeny Christoffelovy symboly, které byly
vybrény z objektd I' za pomoci metrického tensort g; ,. Tyto symboly (druhého i prvntho
druhu) lze jednoduse odvodit z metrického tensoru g, ,. ProtoZe jsou Christoffelovy sym-
boly symetrické vzhledem k dolnim indexvim, je afinor torse identicky nulovy. Rovndz
kovariantni derivace zédkladnfho tensoru je v tomto piipad® identicky nulové, proto
je-li kovariantni derivace tensoru g, , vyjédiens pomoci objektu I" rovna nule, je objekt I”
symetricky a jsou to prévé Christoffelovy symboly Jejich dalsi uZiti je p¥i urdeni délky
vektort & ihlt mezi nimi. Problém volby g, , pro I" , vede na feSeni systému homogennich
rovnic. Po uvedeni vztaht mezi soufadnicemi a.fmoru kiivosti je odvozena zobecnénd
identita Bianchiho, jejim¥ specidlnim tvarem je Einsteinova rovnice obecné relativity
Vv prostoru.

Kap. VIII (nékteré specidini prostory) uvéadi vlastnosti prostorit Weylovych (p¥i rovno-
bé¥ném prenosu vektorti podél kiivky jsou zachovény thly a poméry délek vektort),
prostory afinnd eukleidovské (systém n linedrnd nezdvislych vektort uréuje objekt rovno-
b&¥ného pienosu zvany teleparalelismem, nezévislym na dréze) a prostory metricko-
eukleidovské (afinor k¥ivosti je roven nule). P¥i positivnd definitnim metrickém tensoru
1ze zavést poldrni souradnice a stanovit vztahy mezi novymi a pivodnimi soufadnicemi.

V kap. IX (diferencidlni operdtory a indegrdlné véty) jsou zobecnény z prostoru R
znémé pojmy gradientu skaldrniho pole, rotace p-vektoru (zvySujici valenci veliGiny,
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na ni% byl operdtor pouZit) a divergence (sniZujici valenci velidiny). K vysloveni duleZityjch:
integrélnich vét byl pomocné zaveden orientovany vicendsobny integrél, za jehoZ pouZiti
je vyslovena zobecnénd véta Gauss-Stokesova, kterd pron = 2 prechézi ve vétu Greenovu
a pron = 3 a eukleidovské prostory ddvé vzorec Gauss-Ostrogradského.

V posledni kap. X (u#iti tensorového podiu v geometrii) jsou uréeny feSenim variaéniho
problému kiivky, majicf v prostoru V,, s tensorem g,, mezi dvéma danymi body mini-
mélni délku. Podminka ukazuje, Ze kiivky jsou geodetickymi darami. P¥i feSeni problémi
geometrie prostord Y,, vnofenych do X, u#iva se rozdvojenych afinort, uréuji se souiad-
nice rovnobé’ného prenosu, pomoci nich% je déna kovariantni derivace, ddle afinor
k¥ivosti vnofeného prostoru a pramst ‘g,; metrického tensoru do Y,,. Metrika v Y, indu-
kovans, ‘g, je totoZné s metrikou indukovanou tensorem g, ,. Pro prostor V,_, vnofeny
do V, je sestrojen symetricky afinor h,, zvany druhy zdkladni tensor prostoru V,_;.
Po uvedeni pojmu geodetického prostoru je pro kfivku ¥V, na nadploSe V,,_,; stanoven
vektor k¥ivosti kiivky v bod$ (rovny nule v bodech geodetické ktivky). Jeho priimét
do V,_; je t. zv. relativni vektor k¥ivosti a jejich rozdil zvany vynuceny vektor kiivosti
souvisi s normélni k¥ivosti k¥ivky na nadploSe. Anulovén{ relativniho vektoru k¥ivosti
je nutnd a postaéujici podminka pro to, aby kfivka byla v prostoru V,_, geodetikou.
Pro vektor kiivosti a vynuceny vektor kiivosti plati zobecndné véta Meusnierova. V pfe-
hledu jsou uvedeny asymptotické kiivky, kulové body, sdruZené sméry a kiivoznaéné
¢éry. Potom jsou zobecnény Gaussovy aMainardi-Codazziho rovnice a sestrojen skaldr B
vznikly z afinoru k¥ivosti uZitim metrického tensoru, pomoci n8hoZ je déna skaldrni
k¥ivost prostoru V,, (pro n = 2 t. zv. Gaussova k¥ivost). Obsirngji je pojednéno o prvnim
a druhém diferencidlnim operdtoru Beltramiho a jejich pouZiti. Zévér knihy tvoii odvo-
zenf zobeenénych Frenetovych vzoreh pro danou ktivku, vekterych vyskytujici se skaldry
jsou k¥ivostmi této k¥ivky. Tyto k¥ivosti obricend uréuji kfivku jednozna¢né a rovnice
vyjadfujici zdvislost kiivosti na oblouku jsou znédmé pfirozené rovnice kiivky.

Tuto knihu miZe ¢ist kaZdy nd¥ &tenst, ktery je sezndmen se zdklady vektorového
a tensorového poétu v eukleidovském trojrozmérném prostoru. Neni tieba pouZivat
pili§ slovniku, protoZe po nauéeni se pomérné mélo hlavnim slovigkim je z textu a prové-
dénych vypodth z¥ejmo, o¢ vlastnd jde. Pti tisku a korekturdch nebylo postihnuto né-
kolik drobnych chyb (tykajicich se indexii), které vSak jsou ihned patrné, takZe smysl
neni rufen. Je snad $koda, %e do knihy nebylo pojato uZiti tensorového podtu v mechanice
a hydromechanice, a to tim spife, Ze tyto kapitoly byly jiZ napsény. Rozsah knihy by tim
jistd nevzrostl a bylo by znovu ukézéano, Ze tak vyhodny podetni aparit, kterym beze sporu
tensorovy podet je, neni uréen jenom matematiktim, ale je uZitetny v jinych vice &i méné
theoretickych wédnich oborech (fysika, astronomie, theoretickd chemie) i v oborech
praktickych a technickych (mechanika, geologie).

Karel Drdbek, Praha

E. W. Beth: Les fondements logiques des mathématiques. Collection de Logique Ma-
thématique, Série A. Svazek 1, 2. vyd. 1955, str. XV + 241. Paris, Gauthier-Villars;
Louvain, E. Nauwelaerts. A

Jak autor pravi v pfedmluvs, je kniha uréena &tendfi, ktery nenf specialistou v matema-
tické logice, ktery viak (jako obvykle) md ,,jistou kulturu filosofického a matematického
mysleni‘. Je minéna jako tvod do moderni matematické logiky a chce sezndmit na zé-
kladé konkretnfho matematického materidlu (pfevéZné aritmetiky, zédsti té% theorie
mno¥in) s hlavnimi soudasnymi tendencemi v oblasti t. zv. zékladi matematiky. Relméme
hned, Ze a) je to kniha vyznamnd, b) vyZaduje mnohem vice samostatné étendfovy prace,
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ne# byva u ,,avodi** obvyklé; je spiSe piehledem neZ tivodem, c) jeji ¢etba bude podnétns,
i pro odbornika.

S vyjimkou theorie rekursivnich funkci zde najdeme vyloZenu vétSinu method a vy-
sledkd, které tvoii zédklad soudasné matematické logiky. Vhodnym uspofadénim létky
se autorovi podatilo spojit genetickou methodu vykladu (postupné zvétSovéni presnosti)
s maximélni struénosti. Vystiznd motivace mu dovoluje uvést &étendie velmi rychle
p¥mo do st¥edu problematiky. Vyznaénym rysem knihy je autorova schopnost soustiedit
se na podstatu problému. Hlavni mySlenka neni nikde zastinéna technickymi detaily,
i kdy% se jim autor, pokud se mu zdaji podstatné, nevyhybs (na p¥. v souvislosti s aritme-
tisaci popisuje Gplné i axiomatisaci syntaxe vyrokového podtu). Snaha o strudnost,
p¥i tom ale téZ o maximdlni 8i#i pohledu na vzdjemné souvislosti jednotlivych vét a
method, vede ovSem k tomu, Ze text mé na mnoha mistech charakter &lénku z encyklo-
pedie: Autor referuje o mnozstvi dalfich vysledkt (neziidka z praci u nds téZko dostup-
nych) a doprovdzi je vlastnimi, mnohdy i pro odbornika cennymi pozndmkami (nkteré
formulace jsou oviem tak struéné, Ze nejsou vic neZ ne zcela jasnym néznakem).

Uroveti vykladu je veelku vysoké, piesto viak nékolik okolnosti mti¥e pii detbd
pusobit rusivé. Uvedme alespon:

a) Do cvideni na konei knihy je ze zédkladniho textu pfesunuto provedeni p¥ili§ mnoha
konkretnich detailt. (Na pf. prakticky celé technika odvozovéni formuli vyrokového
a, predikdtového poétu.)

b) Vyklad je na mnoha mistech veden v ponékud piili§ ,,velkém stylu*. Celd Fada
i kdyZ nepfijemmych, piece jen nutnych formélnich detaild se piejde mléenim, resp.
se jen naznaéi. (Pfehlednosti systému predikdtového podtu téZ nep¥idd ta okolnost,
Ze autor vzhledem ke své definici formule musi k odvozovacim pravidlim piipojit klausuli
,,je-li vysledny vyraz formuli®.)

¢) Genetickéd methoda vykladu se piece jen ponékud nepiijemné projevuje v tom,
%e teprve v kapitole o syntaxi se étend¥ dozvi, jak se vlastnd m4 divat na symboly predi-
kétového podtu, vyloZeného difve. Kromé toho autor nikde neuZivs typografickych pro-
stfedkt k odlifeni metamatematickych, syntaktickych proménnych.

d) ProtoZe autor nevyklddd theorii rekursivnich funkei, musi se u dtkazt dvou hlav-
nich Gédelovych vét o aritmetice spokojit s tim, %e technické detaily vymeché. Pocifuje
to sdm jako nedostatek, Stendi vSak dvojndsob.

e) Predikdtovy podet 2. stupné je subtilni zéleZitost. Je proto ponékud na zdvadu,
%e ho autor u¥ivé v diskusi theorie modelti, opiraje se pouze o jeho nejdulezitdjsi rysy,
aniZ odpovidajici systém podrobné popsal. v

f) Vzhledem k tomu, jak podrobnd se autor zabyvé intuicionistickou matematikou,
je s podivem, %e ani ve cviteni neuvadi formélni systém intuicionistické logiky.

g) Nekteré odkazy na vysledky jsou v textu opatieny pouze jménem piislusného
autora a rokem vyddni préce. Citace prédce chybi.

VSimnéme si podrobnéji obsahu (vzhledem k ji% zminénému referativnimu charakteru
mnohych paragrafi knihy je nutno omezit se jen na nejduleZit8jsf):

Kniha se sklddé ze Sesti ,,knih‘, z nich¥ nékteré se déli na kapitoly. Na konei knihy
jsou pfipojeny priklady a 11 stran bibliografie. ’

Uvodni krétkd kniha I je vénovéna v¥eobecnym otézkédm filosofického rézu: Aristo-
telovu pojeti deduktivni védy, jeho vlivu na dal¥f vyvoj a vztahu mezi matematikou
a tradidni filosofii. Vyklad je velmi kusy. V dalSich knihdch II—V se autor explicitné
specificky filosofickych problémii téméf nedotyks.

Kniha II je vénovéna predeviim diskusi principu ditkazu a definice tplnou indukei.
Autor ukazuje podrobnd jak lze tento princip ospravedlnit resp. dokédzat uvniti Dedekin-
dovy theorie pFirozenych &isel. Dokazuje kategoriénost systému Dedekindovych axiomi
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(ovSem v rémci naivni theorie mno%in), zdturaziiuje vak, Ze Dedekindova theorie nezaru-
duje existenci modelu, ktery by spliioval jeji axiomy.

Kniha IITI obsahuje jednak theorii predikdtového poétu, jednak rozséhly ijkla.d
hlavnich vysledkt methodologie formalisovanych deduktivnich systémt (zde je tfeba
spatfovat prvni vrchol kuihy).

V kap. 1 je popsén axiomaticky systém elementérni logiky, t. j. predikdtového poétu
prvntho stupnd (o vyrokovém poétu je zminka pouze v pozndmee, je mu viak vénovéno
znaéné misto ve cvidenich na konci knihy). Déle je predbéZné naznadeno uZiti elementérni
logiky p¥i formalisaci deduktivnich theorii.

Kap. 2 je vénovéna ,,theorii dtkazu®, t. j. metamatematické theorii formélnich de-
duktivnich systémt. Autor nejprve vyklddd Hilbertiv program. Z daltho uvedme:
redukece formuli predikétového poétu v oborech koneiného ¥ddu, definice dedulktivni
theorie formalisované pomoci elementdrni logiky, pojem syntakticky tplné theorie
(v autorové terminologii saturé), problém rozhodnutelnosti, véta o dedukei (autor zdi-
raziuje jeji prijatelnost s intuicionistického hlediska). Zbytek kapitoly je vénovén apli-
kacfm. Zde oviem autor porufuje zésadu poufivéni pouze finitnich prost¥edki (a to vé-
doms8), nebot pracuje s pojmem modelu (v naivnd mno#inovém smyslu) a formule prav-
divé pfi urdité interpretaci. ProtoZe k diile¥itému thematu prvni aplikace se autor jesté
vraci déle v kapitole o sémantice, bude na mistd struénd naznadit, oé jde:

Na zéklad® atomi typum =n, m<n,z +m=y +n, 2 +m < y + n, kde m, n
resp. @, y jsou symboly pro &islovky 1, 2, 3, ... resp. pro proménné ;, , ..., je induktivné
vytvotena pomoci prostfedki elementdrni logiky jistd tiida formuli N. Interpretujme
dislovky 1, 2,3, ... jako#to odpovidajici p¥irozend ¢isla, proménné =, 2, ... jakoZto
promé&nné, probihajici mno¥inu celych é&isel. Pomoci methody sématického vyhodnoceni
(vyloZené déle v kap. 4), lze presné definovat, které z uvedenych formuli z N jsou p¥i této
mterpretaci pravdivé. (UkéZe se pak, %e t¥ida M C N pravdivych formuli je deduktivné
uzaviensd.) Na zdklad$ popsané interpretace je pak mo?#no pomoci znémé methody
eliminace kvantifikdtori roztefit problém rozhodnutelnosti, t. j. popsat methodu, jak
o dané formuli z N rozhodnout, zda pati{ do M. Jednotlivé kroky tohoto procesu lze
specislné u formule z M poklédat za jeji ;,dtkaz*. To vede k moZnosti mnoZinu M koned-
nym zpisobem axiomatisovat. Pisluiny axiomaticky systém 4, ktery autor uvadi,
neobsahuje axiom (schema) uplné indukce (ve forms pro celd &isla), 1ze ho viak dokdzat,
nebot v oboru celych &isel je kaZdd formule, pFedstavujici konkretni jeho pfipad, prav-
divou vdtou, tedy patfi do M; ale kaZdou vétu z M lze v A dokézat. Je tedy nasnadé
odekévat, Ze moZnost dokdzat axiom Gplné indukee zaruéi (podobnd jako u Dedekindovy)
theorie) kategoriénost systému A (jenZ, jak se maZe zdét, popisuje jednoznaéné strukturu
celych ¢&isel). Autor vSak jednoduSe ukazuje, %e tomu tak neni: existuji neisomorfni
modely systému A. Davod tohoto faktu spodivé do jisté miry v nedostatednosti vyrazo-
vych prost¥edki systému 4. Neexistuje v ném na p¥. formule, kterou by pii interpretaci
v oboru celych &isel splitovala prévé lich4 &isla. — Jako druhou aplikaci fe¥f autor problém
rozhodnutelnosti pro theorii reflexivni, symetrické a transitivnf relace.

Kap. 3 mé ndzev ,,Syntaxe™. Je popsdna axiomatisace a aritmetisace syntaxe formali-
sované deduktivni theorie. Déle je naznaden dilkaz obou hlavnich Gédelovych vét o arit-
metice: o existenci nerozhodnutelnych vét a o nemo¥nosti formalisace dikazu beze-
spornosti aritmetiky uvnit# ji samé. Nicménd autorem uvedeny (oviem védoms netplny)
diikaz se dost dobi'e nehodi do kapitoly o syntaxi, nebof jeden z pfedpokladd, ktery autor
na piisluiny forméini systém klade, je formulovén tak, %e %4dng dokazatelnd véta
systému nepiedstavuje formalisaci intuitivn® nesprévné aritmetické véty. Jde tedy spis
o sémantickou versi dikazu (srov. na p¥. ivod v Mostowského knize ,,Sentences unde-
cidable in formalized arithmeties). V souvislosti 8 Godelovymi vétami provadi autor
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diskusi finitistického stanoviska a vyslovuje presvédéeni, Ze v oblasti dikazt bezespor-
nosti je tfeba hledat nové methody, jimZ lze rozumné divéfovat, i kdyZ nejsou finitni
v ptvodnim, Hilbertové slova smyslu. Zmituje se o Gentzenové dikazu bezespornosti
aritmetiky.

Kap. 4 je vénovéna sémantice, t. j. theorii obsahové interpretace formuli deduktivni
theorie. Je zaveden Tarského pojem vyhodnoceni a splnitelnosti a pojem normélniho
modelu jakoZto modelu, u ného% zékladnim oborem je mnoZina intuitivnich pfirozenych
¢isel. Autor pak prevadi Godelovu vétu o uplnosti predikétového poétu, Léwenheim-
Skolemovu vétu o existenci spoGetnych modell a fadu dalSich p¥ibuznych vét na tuto
zékladni vétu:

Aby trida D formult predikdtového poltu méla normdiné model, k tomu je nuiné a statt,
aby tFida K (D) (t. j. zhruba feéeno tiida vSech formuli, které lze odvodit z axiomd predi-
kétového poétu a z formuli z D) byla syntakticky bezespornd, t. j. neobsahovala véechny
formule vibec.

Pro tuto vétu poddvéd podrobny dikaz, uZivajici elementdrnich topologickych pro-
stiedkl. Sem té% zafazuje Herbrandovu vétu jakoZto finitni versi Godelovy véty. Zvid§tni
paragraf je vénovén predikdtovému poétu s identitou, pro ktery je rovnéZ mimo jiné
dokdzdna uplnost. Z dalifho obsahu kapitoly uvedme jeSté diskusi predikdtového podtu
2. stupné. Je naznadeno, jak lze prechodem k této silngjsi logice vyloudit existenci ne-
zadoucich neisomorfnich modeld, na pt. pro systém 4 z kap. 2. Autor zdiraziiuje pfednost
sémantické methody pied syntaktickou v oblasti logiky vysSiho stupné a velmi podrobné
pojednévé o tom, jak se projevuje zména situace s hlediska theorie modelt. (Podrobn8jsi
popis komplikované situace, kters zde nastévé, musime bohuZel nechat stranou.) V zévéru
kapitoly je naznaden dikaz Tarského véty o nemoZnosti definovat sémanticky pojem
pravdivosti v rdmci elementédrni logiky a jsou uvedeny pozndmky o souvislosti sémantické
methody s theorii mno#¥in, representaci algeber a topologii. (Toto thema stoji dnes v po-
predi zédjmu logikt a zddsti i matematikd.)

Kniha IV mé ndzev ,,Existence matematickych objekt“. Kap.1 je vénovéna vy-
kladu t. zv. logistiky, t. j. snahy vybudovat celou matematiku na &isté logickych princi-
pech. Autor podrobné vyklddé Fregeho postup p¥i vybudovéni theorie pfirozenych &isel
a srovnévé ho s Dedekindovym. Hovoii dédle o Russellové systému a o nejnovdjsich
logistickych tendencich. K logistice zaujimé kritické stanovisko.

Kap. 2 je vénovédna theorii mno#in. Jsou vylo¥eny zédkladni pojmy naivni theorie
mnoZin. Pak je uveden Zermeliv a Fraenkeliv axiomaticky systém. O systému v. Neu-
mann-Bernays-Gédelové je pouze zminka. (Quinetiv systém a theorie typd jsou
podrobngji diskutovény aZ v knize V.) Autor poznamendvé, %e axiomatickou theorii
mnoZin nelze vybudovat pouze na zéklad® pojmi logiky: Nelze se obejit bez principt
specificky matematickych.

Kap. 3 se zabyv4 intuicionismem. Zde je druhy vrchol knihy. Autor, sém neintuicio-
nista, poddvd tu jeden z nejlepfich kritickych vykladt vysledkii Brouwerovy Skoly.
Probird stanovisko intuicionistit k diikaziim bezespornosti, k principu tertium non datur,
pojednévé o Brouwerovs theorii mnoZin a kontinua atd. Vyklad je doplnén presvédéivymi
piilklady. Kapitola je uzaviena diskusi novych vysledki v oblasti intuicionistické mate-
matiky, zv14§ts algebry a geometrie, & itvahou o moZnostech formalisace intuicionistické
logiky. i

Kniha V je v8novéna logickym a matematickym antinomiim, kterych autor uvddi
dvandct. Nejprve je vyloZeno jejich zn&ni, pak se hovoii o konkretnich prostfedeich
k jejich feSeni resp. odstrandni. Zvld¥t vyznamny je komentdi (Skolemovy) antinomie,
kterd spadivé v tom, %e podle Skolemovy véty mé mimo jiné i axiomaticks theorie mmnoZin
spodetny model. Autor se vraci k diskusi z kap. 4 a poulfazuje na relativni charakter

121



tam dosaZenych vysledkt tykajicich se modelt. Zéle#i totiZ na tom, v jaké versi axio-
matické theorie mno%in modely konstruujeme.

Posledni kratks kniha VI obsahuje poznémky jednak o povaze a cilech matematiky, -
jednak o jeji souvislosti s filosofii. Filosofickych otdzek se viak autor dotykéd pouze
letmo. .

50 prikladt na konci knihy nejsou vétfinou prosté tloby na procvideni, nybrz bud
podstatnd dopliuji zékladni text, anebo maji spi§ charakter odkazt na literaturu.

Jir4 Belvd#, Liberec
%

E. J. Primrose: Plane Algebraic Curves. Macmillan, London 1955. Stran 111, obréz-
ka 17.

Knizks je urdena zaldtednikim. Seznamuje &tendfe piistupnym zpfsobem & nej-
dilezitdj&imi pojmy a vysledky theorie rovinnych algebraickych kiivek a pfipravuje
ho tak ke studiu dikladnéjsich knih z tohoto oboru.

P¥i vykladu vychézi autor z ndzoru. Vénuje proto prvni kapitolu tém vlastnostem
k¥ivek, které nejvice ovliviiuji jejich pritbdh v redlné eukleidovské roving a davé étendii
prakticky ndvod, jak k dané algebraické rovnici sestrojit nsdrtek prislugné kiivky. Tte-
ba¥e tato kapitola zabirs téméi t¥etinu celé kni¥ky, nelze o jeji vhodnosti pochybo-
vat, nebot zadatetnikovi jistd prospdje, mé-li hned od zaétku o algebraickych kiiv-
kéch sprdvnou predstavu. '

Celd zbyvajici dist je vénovéna — téméF vyhradné — vlastnostem projektivnim;
zékladnim t&lesem je t&leso komplexnich &sel. V druhé a tieti kapitole sezndmi se
Stens¥ s raciondlnimi kiivkami v jejich parametrickém vyjédfeni a s teénovou rovnici
kiivky.

Obsahem ¥tvrté kapitoly je analysa singularit provedend pomoci kvadratickych
transformaci; ndsobné body v okoli bodu daného nazyvé autor t&% implicitni. V zévéru
této kapitoly je zkoumdn vztah mezi inversi a zékladni kvadratickou transformaci,
z kterého p¥imo plynou zndmé véty o inversi. )

V p4té kapitole, jejim¥ hlavnim bodem je Bézoutova véta, je feSena otézka nésobnosti
prusetfkit dvou kiivek, v Sesté kapitole jsou odvozeny bé#nym zpiisobem Pliickerovy
vzorce.

V sedmé kapitole je provedena Klasifikace kubik. Jsou zde té% zékladni vlastnosti
eliptickych funkei, jichZ je uZito k parametrickému vyjidfeni nesingulérni kubiky. Pozor-
nost je vénovéna inflexnim bodim jednotlivych typa kubik. Déle je odvozena Salmonova
véta a zndmé véta o kubice prochdzejici obecnou skupinou osmi bodd.

V posledni, osmé kapitole je podén dikaz véty o transformaci kiivky, jejiZ ndsobné
body jsou vesmés obyéejné, a je tu definovén rod kiivky. Déle je dokdzédna véta o tom,
¥e racionslni kiivka mé rod nula, i obrdcend véta a nakonee véta o invariantnosti rodu
k¥ivky vidéi biraciondlni transformaci.

Cely vyklad je doprovézen mnoZstvim vhodné volenych piikladd v textu a déle iloha-
mi k procviceni, jeZ jsou na konci knihy rovnéZ vyieSeny.

Vzhledem k urdeni kniZky je ji nutno posuzovat s hlediska didaktického. V tomto
sméru lze Fici, %e se autor zhostil svého vikolu — usnadnit zaddteénikovi rychlé proniknuti
k j4dru theorie — tisp&¥nd. Rozmanitost litky, svéZest vykladu a jednoduchost diéikazit
jsou hlavni pFednosti této knitky malé rozsahem, aviak dosti pronikavé obsahem. Vy-
zdvihnout je tieba také to, %e si jejim studiem Stensi vyloZené metody muZe osvojit tak.
aby jich mohl bez obtiZi pouZivat i pii ¥eSeni konkretnich tloh.
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Kniha mé ov8em té% své nedostatky. Snaha omezit rozsah na minimum vedla autora
ke struénosti misty p¥iliSné; pouhs néznakovost nékterych dikazi éini je pro zaddteénika
mélo presvédéivymi. P odvozeni teénové rovnice v piikladu na str. 43 nestadi — jak
jeuvedeno — délit vhodnou mocninou 7, nybrz také druhou moeninou &initele I + m — n,
jehoZ anulovéni vyjadiuje podminku, aby p¥mka prochézela dvojndsobnym bodem dané
k¥ivky. V sedmé kapitole by bylo vhodné doplnit zékladni vlastnosti eliptickych funkei
jesté dvéma, jichZ je v dal&im pouZito, totiZ, Ze derivace eliptické funkce je opét eliptickd
funkce a Ze podet nulovych bodii eliptické funkece v rovnobéZniku period je tenty# jako
pocet péla (poéitdme-li je s piislusnou ndsobnosti). Koneéns je tfeba opravit nedopatient
na str. 65, kde v determinantu je opomenut jeden &élen, ktery se podili na souhrnu é&lentt
nejniz§tho stupné, a na str. 84, kde na koneci 19. ¥4dku nemd byt rovnice, nybr# jen vyraz
z jeji levé strany.

Jeito prednosti shora uvedené pievlddaji nad zminénymi nedostatky, je mo¥no ote-
kévat, %e ten, kdo pouZije kniZku k prvnimu sezndmeni s theorii algebraickych kiivek,
bude s ni spokojen.

Viadimir Bruthans, Liberec

*

Strojnicka pFirutka — matematika, dil prvni a druby. PreloZili: 0. Konibek, Zd. Tichy
a J. Veselka. Vydalo St. nakladatelstvi techn. literatury, Praha, 1956 a 1957, stran 230
a 192, cena Kds 29,80 a 24,75.

Strojnickd ptiru¢ka (dil prvni a druhy) je prekladem &ésti knihy CnpaBo4EEK, MaL-
HOCTpouUTes, vydané v roce 1951 v Moskvé nakladatelstvim Mamrus. V roce 1954 bylo
vydéno druhé (opravené a doplnéné) vydsni ruského origindlu. Cesky preklad byl p¥i-
zpusoben tomuto vydéni, ne vSak zcela disledns.

Je to piehled elementdrni a vySSi matematiky, sestaveny s pfihlédnutim k aplikacim
matematiky v technické praxi, konstrukei a vyzkumu. Oba dily obsahuji 14tku z matema-
tiky potfebnou ke studiu ostatnich dila ,,Strojnické ptirutky*.

V prvnim dilu jsou matematické znatky a tabulky, zdkladni poznatky z algebry,
prehled elementdrnich funkei, vyklad o fefeni (i numerickém) rovnic a zéklady diferen-
cidlniho a integrdlniho podétu. '

Druhy dil obsahuje planimetrii a stereometrii, funkce komplexni proménné, diferen-
cidlni rovnice, vektorovy a temsorovy podet, amalytickou a diferencidlni geomsetrii,
diferenéni podet a interpolace, momografii, theorii pravdépodobnosti a jeji aplikaci
v 'matematické statistice a vyklad o matematickych strojich.

V ptedmluvé k deskému vydani je zduraznéno, Ze toto vyddni bylo prizplisobeno
pojeti a zplsobu vykladu matematiky na nasich technickych vysokych Skoldch. Domni-
véme se, Ze v tomto piipads mélo byt ptihlédnuto i k usporddani kapitol, aby odpovidalo
postupu vykladu matematiky. P¥i nynéj§im uspo¥dddni se na piiklad v odstavei ,,Nume-
rické feSeni rovnic* kapitoly 4 pracuje s pojmy ,,spojitost, derivace, parcidini derivace*,
zatim co tyto pojmy jsou definovény a% v kapitole 5. Nebo v kapitole 3 ,,Elementdrni
funkee* prvniho dilu se u¥ivd pojmu soufadnice, zatim co tento pojem je zaveden aZ
v kapitole 5 ,,Analytickd geometrie druhého dilu. Tato piirutka sice neni uéebnici,
tak¥e neni nutné, aby ldtka byla usporddéna tak, jak se postupuje pii vykladu mate-
maitiky. Domnivéme se vSak, Ze by takové uspotddéni bylo vhodnéjii a dalo by se snadno
uskutednit pfesunutim nékterych kapitol a dal§imi menfimi tGpravami. Potom by se
stala tato p¥irucka skuteénd vhodnou studijni pomickou pro posluchade techniky, ktei
se po prvé seznamuji s latkou.

V deském vydéni piirudky jsou urdité nedostatky drobnéjsiho rdzu (zjiSténé uvedeme
v zévéru). Nékteré z nich se v druhém vyddni sovétského origindlu nevyskytuji.
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MnoZstvi l4tky uvedené v prirudce je veelku dostadujici. Domnivéme se, Ze by bylo
potfeba piirutku doplnit o kriteria pro konvergenci nevlastnich integrélii, zminkou
o zékladnich typech integrélnich rovnic a v matematické statistice o vlastnosti vybéri
a vybérovych charakteristik.

Vedle uvedenych nedostatkd je tieba zddraznit také klady. PrestoZe vyklad je struény,
nejsou opomijeny predpoklady, za kterych uvédéns tvrzeni plati (coZ nelze Fici o vétSiné
piirugek tohoto druhu). K osvétleni uvedenych pojmi ptispivé mno¥stvi obrézki a vhod-
né volené Fefené piiklady. UZite&né pro étendie budou jistd i tabulky a bohaty seznam
literatury, uvddény k jednotlivym kapitoldm. Prekladatelé vypustili ze seznamu literatury
prameny u nés nedostupné a nahradili je dostupnymi.

V soudasné dobs byl v deské technicks literatute pocitovén nedostatek piirucky tohoto
druhu, vznikly rozebrénim dobie znsmé Cuikixovy prirudky ,,Matematika‘, prvniho
svazku ,,Technického privodce. Tento nedostatek byl odstranén vydsnim ,,Strojnické
prirudky*, kters jisté dobie nahrazuje piirudku Cutikovu.

Domnivdme se, e rozddleni &dsti ,,Matematika* Strojnické prirutky do dvou dili
je zbyteéné. Vydéni v jednom dile by bylo pro étensie vhodnéjii, jak z divoda obsaho-
vyeh, tak i z divodl cenovych.

Zévady zji¥téné v prvnim dile:

Na str. 106 v odstavei ,,Funkce y = aa™* je ¥edeno, e y = az™ se nazyvé pro 7 celé
zéporné lomend raciondlni funkee. Bylo by vhodn¥j¥ #ci, %e ,,dostdvime specidlni
piipad lomené raciondlni funkce®.

Na str. 113 v 7. ¥4dku shora mé byt: sin & cos 8 + cos & sin f.

Na str. 117 na obrézku 22 by bylo vhodné&j§i kreslit graf funkce y = sin = jen v inter-
valu {— iz, 3z); 1épe by vynikla souvislost mezi grafy y = sin z a y = arcsin x. Podobn$
na obr. 23.

Na str. 117 v 1. ¥4dku zdolaméd byt — 3 <y < 3.

Na str. 118 vztahy mezi eyklometrickymi funkeemi by bylo vhodné doplnit vzorei:

arcsin % - arcsin ¥ = arcsin (% . Vl — 22 +'v.|/1—u2),
arccos 4 - arcecos v = arccos (uv — l) 1— 2. Vl —2?),

u 4+ v _ '
1— v’ .

Na str. 132 v odstavei ,,Transcendentni rovnice* (piipad 2) substituce y = A% nepte-
vede vZdy danou rovnici na rovnici algebraickou. Nékdy je t¥eba dalif substituce. Bylo by
1épe danou substituci nahradit substituci y = A9, kde ¢ je nejmensi spoledny jmenovatel
disel &y, &y, Kgs «+ ..

Na str. 132 v fddku 9. zdola méd byt log (3z — 11)(z — 27) = log 1000.

Na str. 139 v ¥4dku 14. shora mé byt f(z) = 0. _

Na str. 155: Pojem funkee rostouci, ...; je definovén jiZ na str. 104; neni nutné znovu
to opakovat. '

Na str. 157 v tabulce derivaci by bylo vhodné zduraznit, které ze vzorci jsou zdkladni
a které jsou pouze specidlnimi piipady vzorel zékladnich. Na pf.: ()’ = 2”1, specidlng:

i 1 1 »_
’=1; —] = — —3 _’=—_; /=
z (x) o~ (=) BE = -
. njjan-l
Tabulka by zaslouZila lepstho uspotdddni: nejd¥ive uvést vzorce pro derivovéni zdklad-
nich elementérnich funkei a potom teprve derivace nékterych ostatnich funkef.
Na str. 188 v odstavei ,,Integrace n8kterych raciondlnich funkei* by mdla byt (alespoir

pod éarou) ke vzorcum (1) a (2) zminka, %e za danych predpokladd nejde vEdy o raciondlni
funkei.

arctg v + arctg v = arctg

124



Na str. 217, 7. fddek zdola, mé byt dV = Pdz + @ dy + R d=z.

Na str. 220, 3. f4dek zdola, mé byt: Pravouhlé soutadnice t8Zisté télesa.

Zé4vady zjisténé v druhém dile:

Na str. 71: Pravodhlé souiadnice jsou zavedeny nesprdvné. Sprivné méd byt:
2y = 4+ OA (4 nebo — podle toho, je-li bod A na kladné nebo zdporné polop#imece
v o0se «); Yur = = OB (4 nebo — podle toho, je-li bod B na kladné nebo zdporné polo-
primece v ose ¥).

Na str. 86: Vektorovy tvar rovnice roviny prochdzejici t¥emi body M, = [F;], M, =
= [r,], My = [r;] je 1épe psét [r— Typ Ty — 79y 7y — 741 = 0 a soutadnicovs

T —® Y —Y 2 —2
Xy — Xy Y1 — Yo 21— 2| =0.
Xy — % Y1 —Ys 23— 2

-

d — -
Na str. 124 mé byt sprédvné ——dt = X T
s

Jan Raska a Stanislav Gabriel, Praha

*

G. M. Mirakjan: Sroubovice. Prelo¥il Ing. Milan Ullrich, vydalo Stétni nakladatelstvi
technické literatury jako 17. svazek kmiZnice ,,Populdrni pfedndSky o matematice®,
Praha 1957. Stran 60, obrdzkd 31, cena 1,52 Kds.

Mirakjanova kni?ka, kterou neddvno dostali na$i stredofkol§ti studenti do rukou,
pati jisté k nejplistupndji psanym dilkim, kterd dosud vysla v kniZniei ,,Populdrni pred-
nésky o matematice®. Nézev ,,Sroubovice*, ktery pro kni¥ku zvolila desks redakee, neni
pili§ vystiZny, nebot obsah spisku je mmohem 8ir§f; v osmi kapitoldch se totiZ dtendf se-
znamuje 8 nékterymi zajimavymi vlastnostmi vélcové plochy (v ruském origindle mé
kniZka nézev IIpaMoit KpYroBo#t MUIMHAP).

O Sroubovici, kter4 dala deskému vydéni ndzev, se mluvi jen v prvni kapitole. Z dalsiho
obsahu jmenujeme vedle tradiéni dlohy o vélei, ktery m4 p¥i daném povrchu maximélni
objem, jen ptfiklad s t. zv. Schwarzovym vélcem, ktery ukazuje, Ze nelze definovat obsah
plochy jako limitu obsaht stén mnohosténd vepsanych této ploSe. Spisek je doplnén
nékolika fysikslnimi a technickymi aplikacemi.

Autoru jisté nenf mo¥no vytykat, e se na mnoha mistech své kniZky opird o nézor,
nebot mnohé jeho tvahy jsou v podstaté dlohy z matematické analysy. Diikazy se po-
dévaji jen tam, kde maji stredoskolsky charakter; pak by vSak mély byt pokud moZno
tplné (na str. 21 neni Gplny dikaz, Ze rovinnym Fezem vélce je — za jistych ptedpokladit
— elipsa; chybi totiZ obréceni). Dals{ drobné hedostatky origindlu jsou opraveny nebo
komentovény pozndmkou pirekladatele pod darou.

Domnivém se, %e pro svij piistupny a zajimavy obsah najde tato kniZka fadu &tendii
mezi nasi mldde#i.

JiFt Sedlddek, Praha

%

DALSI VYDANE KNIHY

Emil Kraemer: Analyticki geometrie lineirnich utvard. Druhé vyddni 1957, Nakla-
datelstvi CSAYV, 240 stran, 40 obrazii, cena bro¥. Kés 10,50.

Nové vydéni odborné pifrudky a udebnice pro vysoké skoly pedagogické. Recensi
prvnfho vydéni viz v Casopise pro péstovéni matematiky, 80 (1955), 103—105.

*
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Jur Hronec: Diferencidlny a integrilny poéet, I. T¥eti pfepracované vydéni 1957,
Slovenské vydavatelstvo techn. lit., Bratislava, 288 stran, 39 obraz, cena véz. Kés 22,—.

Nové vydéni udebnice pro studujici matematiky na P¥rodovédecké fakulté a na Vysoké
skole pedagogicksé.

*
Frantisek Glanc s kolektivem spolupracovnikti: Kapesni poZetni tabulky. Stétni nakla-
datelstvi technické literatury; Prahs 1957, 58 stran a volné tabulka, cena Kés 5,60.

Tabulky obsahuji 20000 -+ 400 soudint &fsel a jsou ureny pro pouZiti zejména v dil-
néch a kanceldfich.

» *

A. I. Marku$evié: Komplexni &isla 2 konformni zobrazeni. Z rustiny preloZil Ing. Milan
Ullrych, 2. vydéni. Statni nakladatelstvi technické literatury, Praha 1957, 76 stran a 45
obrazki, cena Kés 2,30.

Nové nezménéné vydani 12. svazku ,,Popularnich pfednések o matematice‘;. Recensi
prvniho vydéni viz v Casopise pro péstovéni matematiky, 87 (1956), str. 264.

Redakc‘ e
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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

ZPRAVY

PROFESOR Dr. FRANTISEK VYCICHLO ZEMREL

Due 6. ledua t. r. zemtel nositel Rddu préce profesor RNDr. FraNTISEE VY&ICHLO,
doktor fysikalng-matematickych véd, vedouci profesor katedry matematiky a deskrip-
tivni geometrie fakulty inZenyrského stavitelstvina Ceském vysokém udeni technickém.

Profesor Vyéichlo vynikl zejména svymi pracemi v diferencidlni geometrii & byl na-
Sim nejv&t§im znalcem tensorové analysy. Po valce v&noval se téZ aplikacim matema-
tiky a v matematické teorii pruZnosti a v teorii skofepin uplatiioval své hluboké zna-
losti tensorové analysy a diferencidlni gzometrie. Byl vynikajicim pedagogzm, ktery
dovedl prokézat vyznam modernich matematickych metod v technickych v&déch.

Profesor Vyéichlo byl vedouci osobnosti matematického Zivota v CSR. Zprava o jeho
smrti se hluboce dotkla nés vSech, ktefi jsme ho znali jako netnavného pracovnika
a organisétora, muZe ryziho charakteru a vzécnych lidskych vlastnosti, ptipraveného
pomoei kazdému, kdo jeho pomoci potfeboval. N4§ &asopis v zesnulém ztratil jednoho
z nejzkufengj¥ich a nejob&tavéjsich spolupracovniki. Podrobné zhodnoceni #ivota a dila
prof. Vyé&ichla pfrineseme v n8kterém z piistich &isel.

Redakce

K PADESATINAM PROFESORA VLADIMIRA KNICHALA

Dne 20. bitezna 1958 se doZivé padesati let prof. dr. Viapimir KwicHAL, doktor fysi-
kéln& matematickych véd a feditel Matematického tistavu Ceskoslovenské akademie véd.
Jeho vestranné a hluboké matematické znalosti a jeho tviirdi matematické vykony jsou
blizkym jeho spolupracovnikiim a piételim dobie zndmé; je 8koda, Ze jeho publikované
préce o tom poddvaji jen kusy piehled. P¥indSeji vyznamné vysledky z teorie redlnych
funkef (superposice redlnych funkef), z teorie &isel (dyadické rozvoje a geometrie éisel),
z algebraické geomet:ie a zmatematické fysiky. Zv14sts je tieba zdtraznit, Ze prof. Knichal
mé rozséhlé a hluboké znalosti fysiky a Ze vénoval mnoho tsili a préce jak pouZiti nume-
rickych metod ve fysikdlnich a technickych problémech, tak i tomu, aby zdkladni teore-
tické otdzky ve fysice byly formuloviny a ¥eSeny s matematickou piesnosti.

Svou védeckou dréhu zadal jako asistent na Karlové université v letech 1929—1941.
V letech 1937—38 byl ve VarSavé, kde pracoval v semind#i kombinatorické topologie
prof. K. Borsuka. Za valky uéil na pramyslovych a jinych strednich Skoléch.

V r. 1945 stal se profesorem na Masarykové université v Brné. Soudasné konal pied-
nésky na Pedagogické fakulté v Brné, na Prirodovédecké fakulté Karlovy university
a na fakultd infenyrského stavitelstvi Ceského vysokého udeni technického v Praze.

Po zaloZeni Usttedniho 14 .tavu matematického v r. 1950 stdvé se prof. Knichal ve-
doucim oddé&leni technické matematiky a vyznamnou mérou se podili na vyvoji tstavu.
V r. 1954 stal se po akad. E. Czcrovr Feditelemn Matematického tstavu CSAV, ktery
z Ust¥edniho tistavu matematického vznikl; vénuje mu viechny své sily a pracuje s ne-
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viedni ob&tavosti a energif jak na problematice védecké, tak i na otdzkéch organisat-
nich.

Vsichni jeho spolupracovnici a piétels, ktefi si v4# jeho schopnosti i osobnich vlast-
nosti, mu p¥eji do dalSich let pevné zdravi a Fadu tispéchi.

Jaroslay Kurzweil, Praha

30. ZASEDANI MEZINARODNIHO STATISTICKEHO USTAVU (ISI)
VE STOCKHOLMU

Ve dnech 7.—16. srpna 1957 konalo se ve Stockholmu 30. zasedéni Mezindrodniho sta-
tistického ustavu (International Statistical Institute). Tento tstav je sdruZenim nejp¥ed-
ndjgich (k aplikacim zam&¥enych) statistikt celého svéta a zased4 pravidelnd po dvou le-
tech. P#isti zaseddni bude mimo¥4dng roku 1958 v Bruselu u p¥ileZitosti Svétové vystavy.

Zasedéni se zudastnilo asi 600 delegétti ze 48 stéti. Ceskoslovensko zastupovali dr.
A. Zavopovi (VUTT), dr. F. Fasrr (pfedseda SUS), dr.Jar. Hisex (MUCSAV), Ing.
F. Hersst (SUS) a dr. J. Svitron (VSE Bratislava). A. Zaludové prednesla sd&leni ,,Sta-
tistické kontrola jakosti vyroby pomoci jednotlivych pozorovéni® a J. Héjek sdéleni
»Nékteré prisp§vky k theorii pravdépodobnostniho vybsru®.

Na programu bylo celkem 137 p#isp&vki, p¥ednesenych na 20 shromé¥dénich, z nich#
v¥dy dv& probihala soub&#ng. Piispévky se tykaly matematické statistiky (pokusnictvi,
kontrola jakosti, vyb&rové Seteni), demografie, linedrniho programovéni, pouZivéni
elektronickych strojii a ekonomické statistiky. Podrobné&jii zpréva o programu bude uve-
fejnéna v Aplikacich matematiky.

Jaroslav Hdjek, Praba

ZPRAVA O ZAJEZDU DO DRAZDAN K UCGASTI NA KONFERENCI
JEDNOTY NEMECKYCH MATEMATIKU (DMV)

Leto¥ni konference Jednoty némeckych matematikt (Tagung der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung) konala se ve dnech 9.—14. zé#i v Dra¥danech za velké ubasti némec-
kych a zahraniénich matematiki. Zadastnilo se ji na 400 odbornikt z NDR a NSR a
z dalgich 14 stéti. Zastoupeny byly: Anglie, Bulharsko, Ceskoslovensko, Cina, Holandsko,
Ttalie, Jugoslavie, Madarsko, Norsko, Polsko, Rakousko, Rumunsko, SSSR, Svédsko.
Sovétsky svaz byl zastoupen pé&ti¢lennou delegaci v &ele s prof. P. S. ALEXANDROVEM. ~

Konference byla zahijena pozdravnymi projevy rektora dré?danské techniky a p¥ed-
sedy DMV prof. E. SPErRNERA z Hamburku, kte# uvitali p¥itomné delegace a hosty. Po-
zdravné projevy zahraniénich delegdtti do programu zafazeny nebyly.

Konferen¥ni préce se sklddaly ze sedmi hlavnich pfednések a asi z 90 sdéleni. Hlavni
prednésky byly hodinové a konaly se v poétu jedné nebo dvou vidy dopoledne. Sdéleni
trvala 20 minut v8etng diskusi, nan&¥ bylo po&itdno 5 minutami. Doba pfednések i sd8leni
byla zpravidla pfisn dodrfovéna. Jedno odpoledne (11.9.) bylo v&novéno otézkém
vyudovéni matematice na st¥ednich gkoléch a bylo zpestfeno promitnutim dvou filmi
o neeuklidovskych pohybech a o topologické struktufe projektivni roviny.

Hlavni pfednéfky byly prosloveny na tato themata:

EB. Hélder, Lipsko: Uber die partiellen anferentxa.lglemhungssysteme der mehrdimen-
' sionalen Variationsrechnung.
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L. Schmeterer, Hamburk: Nichtparametrische Methoden in der mathematischen Sta-
tistik.

Wu Wen-Tsiin, Peking: Studies on the eyclic product of a space and some of its appli-
cations.

P. 8. Alexandrov, Moskva: 50 Jahre Topologie.

E. Borsuk, VarSava: Uber einige Probleme der anschaulichen Topologie.

H. Billing, Gottingen: Ubersicht {iber neuere Entwicklungen auf dem Gebiet der digi-
talen Grossrechenanlagen.

P. Roquette, Hamburk: Algebraische Gruppen und ihre Anwendung in der Theorle der
Funktionenkdrper.

Nejvétsi a v kadém sméru opravnény tspéch méla prednéska prof. P. S. Alexandrova,
kterou piedsedajici prof. H. HassE z Hamburku oznaéil slovy: ,,Ex oriente lux‘‘. Také
ostatni pfadnésky m&ly vysokou droven. Zdé se, Ze nejvstsi zdjem na konferenci se sou-
stfedoval na topologii a na klasickou analysu v okruhu oby&ejnych a parcidlnich diferen-
cidlnich rovnie.

Us. delegace se sklddala z t8chto dlent: O. BorSvka, Mir. Drivr, Mir. FIEDIER,
M. KouiBiAR, Fr. NoZiéga, O. VEsvopa. VSichni proslovili na konferenci sd8leni, kterd
byla vesmés piijata priznivé:

9.9. Mir. Fiedler: Metrische Eigenschaften endlicher Punktgruppen in euklidischen
Réaumen.

10. 9. O. Vejvoda: Einige singuldre Falle der periodischen Schwingungen der quasi-
linearen Systeme.

10.9. Fr. Nosilka: Zur Barithrung von Mannigfaltigkeiten im affin-euklidischen
Raume.

13. 9. Mir. Driml: Verteilungsfunktionale und charakteristische Funktionale verallge-
meinerter zufalliger Grossen.

18. 9. M. Kolibiar: Uber die Relation ,,zwischen‘‘ in Verbénden.

18. 9. O. Bortwka: Uber Reihen von Zerlegungen auf Mengen und einige Anwendungen
dersgelben.

V- rémei konference \byl uspo¥ddédn (12.9.) celodenni autobusovy zdjezd do Saského
Svycarska. Mimo to uspot¥sdala DMV (13. 9.) k poct® tidastnikd konference spoledensky
veder s hudebnim a zébavnym programem. Udastnici méli té% mo¥nost navitivit opernt
predstaveni a symfonicky koncert.

Konference pfinesla &s. udastnikim nové cenné zkuSenosti védecké a pedagogické a ze-
jména poskytla celkovy pohled na snahy a vysledky n¥meckych matematiki.

Otakar Borvwka, Brno

JUBILEJNI SHROMAZDENTI MATEMATICKE SPOLECNOSTI JANOSE
BOLYAIE V SEGEDINE

Ve dnech 21., 22. a 23. z4¥i 1957 konalo se v Segeding jubilejni shromaZd&éni madarské
matematické spolednosti, jeZ nese jméno JanoSe Bolyaie ,,A Bolyai Jdnos matematikai
- térsulat‘‘. Byl to vlastné sjezd madarskych matematiki, ktery byl usporddén u pilei-
tosti desetiletého trvéni spoleénosti, kterd byla zaloZena roku 1947 v Segeding (Szeged).
Zasedéni se konalo za tdasti zahraniénich hosti v celkovém poétu 15 matematiki. Z Bul-
harska ptijeli B. PETrANGIN, B. DoLaPC1sEvY, L. ILsEV, A. MATEJEV; z Jugoslavie A. G.
Avarumovi¢; z NDR H. Grerr; z Polska R. Sixorski, W. Knarowskr; z Rumunska
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T. Poroviciu, J. GeraeLy, O. SacTER; z SSSR S. M. NIKOLSKIJ. Z Ceskoslovenska‘ se
ziSastnili sjezdu: Vi. Kokivex, J. NovAK a St. SCEWARZ.

Program sjezdu byl velmi bohaty, takZe viechny t¥i dny jim byly znaén& naplnény.
Ptesto probihal cely sjezd velmi hladce. Na plenarnich schiizich bylo 7 pfednések, z nichy
ka#dé bylo vyméfeno £ a% 1 hodina fasu. P¥ednéseli: L. Kalmdr: Zpréva o logickém
stroji v Segeding; G. Hagés Nézornost a geometrie; G. Alewits: O konvergentnich vlast-
nostech ortogonélnich ¥ad; B. Székefalvi-Nagy: Nové vysledky o operatorech Hilbertova
prostoru; L. Rédei: O vyznasnych bodech v trojuhelniku; 0. Varga: Nové vysledky z teorie
prostort diferencidlni geometne, L. Fuchs: O mo¥nosti rozifiiti Hajésovu vétu na neko-
nedéné grupy.

O obsahu t&chto pfedndfek uvedu jen nékolik poznamek o t&ch, které se mi zdaly nej-
zajimavéjsi.

L. KanmAr vykladal o logickém stroji, ktery se pravé sestrojuje v Segeding. Stroj bude
obsahovat jen ve své vstupni a ve své vystupni é4sti reldtka, kdeZto vlastni pracovni éést
bude pracovat vibec bez relétek, jen na zéklad® zapojeni. M4 provadst logické tsudky,
pokud obsahuji zékladni logické operace bez kvantort.

G. Has6s mluvil o n&kolika svych myslenkéch, na které p¥iSel p¥i psani své nové obséhlé
knihy o elementérni geometrii. Podle n&ho dosavadni zptsoby, jak se vykladé elementérni
geometrie jsou bud pFesné, ale zcela nenézorné, neb nézorné, aviak nepiesné. Podle minéni
Hajésova je t¥eba vykladat geometrii tak, aby byl vyklad pi‘esny, ale zdroveh geometric-
ky, coZ podle n&ho znaéi ndzorny.

V 6 sekeich bylo vymé¥eno na sd&leni i s debatou v¥dy 20 minut. Bylo pfedneseno
celkem 67 sdéleni od madarskych t8astnikii. Uvedu zde jen nézvy sekei a poSet v nich
uéinénych madarskych sd&leni: algebra a teorie &isel 15, analysa 15, geometrie 9, matema-
tické logika a teorie poéitacich stroju 10, podet pravdépodobnosti 8, vyudovani 10.

Ceskoslovensti uSastnici pradnesli tato sd8leni: V sekei algebry a teorie &isel pfednéSeli:
Vi. Kofinek na téma ,,Poznamky k tak zvanému t¥etimu zkuSebnimu problému (Test
problem) Kaplanskyho** a §%. Schwarz ,,0 struktufs multiplikativni pologrupy zbytko-
vych t#d mod m*. V sekeci analysy mluvil J. Novdk ,,0 kartézském soudinu jistych
L-grup*.

O své zahrani¥ni hosty se madarsti matematici vzornd starali a vibec cely sjezd se
krésnd vyda¥il. Na konec je proto moZno up#imné blahopfit madarskym matematilkim
k velmi zda¥ilému sjezdu a srdedn& pfati matematické spoleénosti JanoSe Bolyaie mnoho
zdaru & uspSchu do dalich desetileti.

Viadimir Korinek, Praha

ZPRAVA O POBYTU Dr. J. KURZWEILA V SSSR

V SSSR byl jsem od 31. 3. do 22. 6. t. r. Nejdéle jsem byl v Mogkve a jenom krétce jsem
navstivil Leningrad a Kijev.

T&%ist8 spoluprdce moskevskych matematikd je na mechanicko-matematické fakulté
MGU (Moskevsks stdtni universita). Fakulta pracuje ve velkém méfitku; v jednom rod-
niku studuje asi 400 posluchada (z toho 250 matematikt) a na fakultd se pfipravuje asi
100 agpirantii — dalsi aspiranti se §koli v Matematickém ustavu Akademie. Obdobng jako
aspirantura existuje v SSSR jesté t. zv. doktorantura, uréené k pFipravs doktorské diser-
tace, kters trva dva roky. Na fakulté pracuje asi 160 uditelskych sil; z toho je vice nez
polovina docentii, nebot asistent, ktery obhdjil kandidétskou disertaci, je brzy jmenovan
docentem. V&tiinu cviéeni vedou docenti a profesofi, naproti tomu jsou prednésky vedené
asistenty. Kromé toho pracuje na fakulté asi 200 v&deckych pracovnikd (z toho 120 ve
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st¥edisku pro vypodty na samodinnych poéitadich). Profesofi, docenti a asistenti nejsou
vazéni normami a je mozné nékteré osvobodit od uéebniho tivazku, aby se mohli vénovat
védecké préci. Siroce se uplatiiuje zdsada (nejenom v Moskve), %e je t¥eba na fakultd
vychovévat velky po§st posluchadd, aby z nich bylo mo#né vybirat nejschopngjsi pro
tvirdi védeckou préci. Mezi fakultou & tstavem Akademie je Zivy kontakt; fada matema-
tik( pracuje na obou pracovistich soudasné.

Moskevské matematické spoleénost se schézi kazdy tyden. Na potaduschiizi byvajidva
aZ ti'i odborné referéty, ale tim se Sinnost spolednosti nevydéerpavé; byl jsem na p¥. pii-
tomen obséhlé a v&cné diskusi o planu vydavani matematickych publikaci. Kazdy rok
udéluje spolenost dvé vysoké penézité odmény mladym matematikiim (do 30 let). Za
zminku stoji i skutednost, Ze v SSSR je &islo dasopisu vyti§téno za dva mésice po odevzdéni
rukopisu tiskdrng&, zatim co u nés je pot¥ebi dvojndsobné doby.

V SSSR je vysoko ocetiovdna uloha automatickych poéitaél pro rozvoj priamyslu
a intensivné se pracuje na konstrukei a vyuZiti téchto automatt. V Moskv& pracuji stfe-
diska pro vypoéty na samoinnych poditadich na mechanicko-matematické falkult
i v Akademii, Ustav presné mechaniky Akademie pracuje na novych elementech a kon-
strukeich t&chto stroja a dalsi st¥adiska se buduji v Leningrads, v Kijevs, v Novosibirsku,
ve Sverdlovsku a jinde. Podet posluchadl specialisace ,,vy¢islitelnaja matematika® na
mechanicko-matematické fakult§ MGU byl zvySen na 60 v jednom rodniku; té# specialisa-
ce se predndsi i na jinych universitdch a v brzké dob& budou uvedeny do provozu samo-
8inné poditade vyrobené seriovs.

Vé&decks &innost v matematice je v Moskvé velmi obséhlé a mohu se zminit jen o nékte-
rych smérech podle velmi subjektivniho vybéru. Jedineény je seminéi vedeny I. M. GEL-
FANDEM. Tento seminéi navitévuje Yada vynikajicich matematiki a je moz#no ¥ci, Ze
thematika zahrnuje celou matematiku. Letos byly na seminéfi pfedneseny prehledné
referdty o sm&rech badani v fad® disciplin (na p¥. v teorii funkei vice komplexnich pro-
mé&nnych, v kombinatorické topologii) a fada referat i kratkych sd&leni o novych vy-
sledcich; na seminé¥ obdas dojizdsji i stari ddastnici, kte¥i pracuji mimo Moskvu. Thema-
tem, které soust eduje Sirokou pozornost, je problém.malého parametru pfi nejvyssich
derivacich v parcidlnich rovnicich a problém p¥irozens vznikajicich nespojitosti v ¥eSenich
nelinedrnich rovnic hyperbolického typu (t. zv. nespojité viny; rovnice samy i poSatesni
podminky jsou hladké; viz pfehled v &lénku O. A. Oxelimwk: PaspsiBHBIE pemeHNA
HeTHHEeHHBX AuPPepeHuaNbLHEX ypaBHennil; Yemexn mareM. Hayk, T. XII, 3 (75), 1957,
1-73. i

Thematikou seminafe o obydejnych diferencidlnich rovnicich vedeného V. V. NE-
MYCKYM je asymptotické chovéni integralt diferencidlnich rovmie, okoli singuldrnich
bodu, otézky stability rovnice s nespojitymi pravymi stranami a pod. V Matematickém
ustavu Akademie se obydejnymi diferencidlnimi rovnicemi zabyvé oddé&leni vedené
S. L. PONTRJAGINEM, které je zndmé pracemi v kombinatorické topologii. Toto oddéleni
rozpracovalo novou problematiku, souvisici 8 otdzkami optimélni automatické regulace
(vizreferdt P. B. 'amkxpenunse: Cemumap JI. C. [IoHTPATHEA O MATEMATHYECKUM IPO-
OueMaM TeopuUM KOJEGAHUN ¥ ABTOMATHYECKOTO DPErylIMpOBAHHMA, YCIIeXH MATEM. HAYK,
r. XII, 3 (75), 1957,267—272.

Nezavisle ziskal o tém¥e problému zévainé vysledky N. N. Krasovskis ze Sverdlovska.
Asymptotické chovéni a kriteria stability v oby&ejnych diferencidlnich rovnicich je &ast
thematiky odd&leni obecné mechaniky Ustavu mechaniky Akademie. V Moskvs, Lenin- -
gradd a Kijevs jsem n8kolikrat prednésel o své vlastni préci a vysledky, o nichZ jsem hovo-
¥il, jsou uloZeny v mych pracich v mezindrodnim dasopise Yexoc. Mar. skypHax v loniském
roéniku a v préei, kterou jsem napsal pro 8agopis IIpuriagnas MaTeMATHKA ¥ MEXAHMKA.
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Zavérem bych cht§l zdaraznit velky zajem sovétskych matematikid o osobni styky
s deskoslovenskymi matematiky jak p¥i navit&vs a pfednéskich v CSR, tak i na pud¥
Sov&tského svazu.

Jaroslay Kurzweil, Praha

STUDIJNI POBYT MIROSLAVA SOVY V POLSKU

Na své studijni cesté do Polska, trvajici jeden a pil mésice (od 6. 5. do 24. 6. 1957), jsem
nav§tivil matematickd pracovi§té ve VarSavé, Poznani a Vratislavi. Zajimal jsem se
hlavng o funkecionédlni analysu a poSet pravdgpodobnosti. !

Ve Varfavd jsem se zidastnil seminafG z funkciondlni analysy, theorie dlstnbucl
a matematické fysiky. V seminé#i z funkeciondlni analysy se zde soustavng studuji By-
prostory, v semina¥i matematické fysiky se studuje zejména theorie Hilbertovych pro-
stor(; vznikly zajimavé price o parcidlnich diferencidlnich rovnicich (Cauchytav problém).
V Poznani mne zajimaly préace tamnich matematikt ovektorovych funkeich. Ve Vratislavi
vznikla Fada praci o ergodickém problému, z nich% ngkterd davaji ucelené feSeni problému.
V seminé#i o poétu pravdépodobnosti bylo v dobg, kdy jsem tam byl, referovéno o novych
vysledeich z theorie zobecn&nych stochastickych procest.

Referoval jsem ndkolikrét o vysledeich, tykajicich se integraltt vektorovych funkei
a semigrup operitorti. Na viech mistech, kde jsem byl, mne pfekvapilo velké mnoZstvi
mladych matematikai, kte¥l pracuji s velkym eldénem a maji mnoho novych vysledkd,
o emZ ostatné svédéi i mnozstvi publikovanych praci.

Miroslav Sova, Praha

.

HABILITACE NA MATEMATICKO-FYSIKALN[ FAKULTE KU

Na matematicko-fysikdlni fakult® KU v Pragze obh4jil dne 10. ¥{jna 1957 kandidéat
fysikélng-matematickych véd Arors Svec, odborny asistent Vysoké &koly strojni v Liberci,
habilitagni préci docenta matematickych v&d s nézvem ,,Kongruence pfimek s projektivni
konexi‘‘.

Redalce

PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

V matematické obci prazské byly zaddtkem studijniho roku 1957 —58 opét zahdjeny
pravidelnsé pfednésky a diskuse; porada je Jednota eskoslovenskych matematikii a fysikd
a Matematicky vstav Ceskoslovenské akademie v&d. Konaji se od 17 hod. 15 minut na
Matematicko-fysikilni fakult§ KU v Praze IT, Ke Karlovu 3, zpravidla v pondéh

Konaly se tyto pfadnasky s diskusemi: -

2.9.'1957: Gheorghe Vranceanu, Bukurest, Les espaces & connexion affines localement
euclidiens et les correspondances entre les espaces affines ou projectifs. Viz referdt na
str. 103.

16. 9. 1957: Walter Hoffmann, Darmstadt, Moderne Rechentechnik in Darmstadt a

17. 9. 1957: Entwicklungsstand elektronischer Rechenanlagen mit Beriicksichtigung der
Situation in Deutschland — obg p¥ednasky po¥adaly JOMF a Matematicky ustav OSAV
spolu s Ustavem matematickych stroji CSAV.

' 30. 9. 1957: Alois Svec, Zobecnéni pojmu prostoru s konexi. Viz referdt na str. 104.
. 10. 1957: Ivo Babuska a Rudolf Vyborny, O Dirichletové tloze na neomezenych
obla.stech

Redakce
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