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éasopis pro péstovani matematiky, roc. 83 (1958), Praha

POZNAMKA O DELCE JORDANOVY KRIVKY

JAN MARIK, Praha DT:513.83
(Doslo dne 17. dubna 1957)

Autor dokazuje, Ze délka Jordanovy kfivky s vnittkem G je supre-
mem mnoZ#iny é&isel

f (avl(x, y) % v, (2, y)) di A,
ox oy
G

kde w;, v, jsou polynomy, spliiujici nerovnost v}(e,y) + 3z, y) < 1
pro vSechna [z, y]e G.

1. Symbol E, (resp. E,) oznaéuje mnozinu viech redlnych (resp. komplex-
nich) cisel. Dvojici realnych &isel [z, y] ztotoZiujeme s komplexnim é&islem
2 4 ty. Funkei dvou redlnych proménnych budeme tedy poklidat téz za
funkei komplexni proménné nebo naopak. Redlnou (resp. imagindrni) &ast
komplexni funkee f budeme vidy znadit symbolem f, (resp. f,).

Bud f spojitd komplexni funkce, definovand v intervalu <a, b). Necht
f(@) = f(b) a necht plati implikace

(b, tae<a, by, 0 < [fy — to| < b — @)= f(tr) + f(t,) -
Potom mmnozinu C = f({a, b)) nazveme Jordanovou kfivkou (a fekneme, Ze
funkee f uréuje Jordanovu kfivku C). Mnozina E, — C mé dvé komponenty
a k¥ivka C je jejich spoleénou hranici. Tyto komponenty jsou oviem oblasti

(t. j. oteviené souvislé mnoziny). Jedna z nich je omezena; ta se nazyva vnitiek
ktivky C. Druhéd (neomezend) oblast se nazyva vnéjsek C.

Je-li & komplexni (nebo redlnd) funkce v intervalu <a, b), polozime

var (h, a, b) = var () = sup 2, |h(t;) — h(t;-)| .
i=1

kde D={a=t<t; <...<t, =>b} probihd vSechna déleni intervalu
{a, b).

Jestlize funkce f v intervalu {a, b uréuje touz Jordanovu k¥ivku C jako
tunkee ¢ v intervalu <c, d), je var (f, @, b) = var (g, ¢, d); tuto hodnotu (ktera
oviem nemusi byt koneénd) nazveme délkou kiivky C.
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Pro libovolnou komplexni funkei & v intervalu {a, b> plati
max (var (by), var (hy)) = var (k) = var (b)) + var (hy) . (1)

jak se snadno dokéze. (Zde jsou ovéem — podle imluvy — funkee Ay, A, redlné
aje h =hy + thy.)

Mnozinu viech spojitych komplexnich funkei A v intervalu <a, b, pro nij
je var (h) < o, oznadime symbolem V(a, b). Dile bud V(a, b) mnokina viech
heV(a,b), pro néz h(a) = h(b).

Jsou-li 2y, 2, body oblasti @ c E,, existuje ke V{0, 1) tak, Ze A(0) =
k(1) =z, B0, 1)) c G. )

Je-li heVy(a,b), miZzeme na mnoZiné K, — i({a, b)) definovat {unke

- ind, pFedpisem

b
: _ dA(t)
ndy 2 = 55 f W3
[

Potom nabyvé funkee ind, jen celodiselnych hodnot a je konstantni na kasdé
komponent$ mnoZiny B, — h(<a, b)); je-li 2| dostateind velké, plati ind, 2 0,
(Viz [1], odst. 4.)

2. Bud heVy(a,b). Pro j =1,2 bud 2z =z + iy, kde z,y,¢ E,, ¥, <y,
(resp. 2; = x; + iy, kde 2;,y € By, @, < x,); bud J dsetka o koncovijch bodech
%, 29. Necht body 2y, z, nepatfi do h(<a, b)) a necht existuje prdvé jedno t « (a, b,
pro néZ h(t) e J; ddle predpoklddejme, %e t ¢ (a, b) a fe funkee h, (resp. hy) je ryee
monotonnt v bodé t. Potom platt

lind, 2, — ind, zg| = 1. (2)
Dikaz. Viz [1], odst. 7, vzorce (19) & (26).

: ,?' Necht funkce f (= ]‘EL + ify), definovand v intervalu {a, by, urfuje Jordanovu
mvk:u C. Bud M mmofina véech te (a, b), v nich? md funkee [, lokdlni extrém
(ostry mebo meostry)). Bud @ wnitFek nebo vndjdel kfivky C. Necht z,y,¢ E,,
N <y < Ys 2 = Z + 1y, (j =0, 1, 2); necht zye C a necht tisetka o koncovich
bodech 2z, z, je &Gsti G. Potom 2 HL) v {fi(a)}. Y
Dikaz. Necht z + f,(a). Rozezndvejme dva piipady.
L. Existuji n,, 9, tak, %e 5, < i
Existuji 7, k, M2 & Ze tisetka J o koncovych bodech x + iy,
&+ 17, je Casti C. MtZeme urdit fsla a4y, by (0 < ay < by < b) tak, e » nug'ﬂ
;eflz(;g;a?gn)i? 1{1(@1, b)) rf:u tedy J c f(<ay, by)). Protofe na mnodiné {ay, by
omeomorfni, je /~1(J) opét tsetka. g jo viak f,(t
= ; odtud plyne z ¢ f, (). ) opss foelkn. Pro te /-4(J) b
L. Takové &fsla 7, 1)z neexistujf. |
3 ji. Potom miizeme predpoklidat, e s, :
11?1; eC z: tedy z,, 2, € G. Protote @ je oblast, existuje g ¢ V(Ol,) 1) tak ;‘m 9(0)“ s ’
=21, 9(1) = 25, 9(<0, 15) C @. Bud IJ otevieny kruh o stfedu z, a ;')olomn\ru '
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takovy, Zze U 0 (<0, 15) = 0; bud U, (resp. U_) mnozina téch bodi z U, je-
jichz prvni soufadnice je vétsf (resp. menif) neZ x. Polozme A(t) = g(t) pro
te €0, 1), h(t) = zg + (¢ — 1)(z; — zy) pro te <1, 2>. Potom je ke V0, 2).
Protoze (f = Ky — @ je oblast disjunktnf s (<0, 2)) ¢ @, je funkce ind, kon-
stantni na @; z podobného diivodu je funkee ind, konstantni také na kazdé
z mnozin U, U_. PoloZime-li na pt. z, = z, + }e, z- = 2, — }s, plyne snadno
z (2) (kde oviem pifeme z_, 2, misto z,, z,), %e funkee ind, mé na U, jinou hod-
notu nez na {7_. NemiiZe tedy platit zéroven @ n U, #0iGn U_ % 0. Je-li
na pk. ¢ U, 0, zjistf se snadno, Ze v bodd ty, kde f(t,) = z,, ma funkce f,
lokdIni maximum; je tedy opravdu xe f,(M).

4. Je-li 4 C By te By, bud

A, =EBlz;zeBy, x4 it €ed], A} =Ely;yek,t+ iyed].

Lebesgueovu miru v K, budeme znadit pu, (k = 1, 2). Slova ,,skoro vSude*,
,,méfitelnd mnoZina** a pod. se vidy budou vztahovat k miFe u,; ze souvislosti
bude patrné, které £ je minéno.

Bud 4 omezend méfitelnd neprdzdnd édst £,. Bud 9, (resp. B,) mnoZina
viech redlnych (resp. komplexnich) polynomi p(z,, 2,), spliiujicich vztah
lo(xy, zg)| == 1 pro kazdy bod [z, ;] e A. Pro k = 1, 2 poloZme

¢
||A]le = sup f édﬂ, . kde pePa;
i

dédle bud

1 0 .
[|4]] = sup f (-{7%: + é%:) duy, kde o = g, 4 t05¢ Ba.
1

Snadno se zjisti (viz [2], odst. 4, str. 523), Ze
max (||l4]h, [|4]ls) = [|4]] = [|4]l + [|4]ls - (3)
5. Necht funkee | (== f, + if,) definovand v intervalu <a, by wréuje Jordanovu

kfivku C; bud G vnitfek C' a bud A takovd méFitelnd mnofina, %e G c A c @,
PoloZme v, «= var (},) (j = 1, 2). Potom plati

vy = || Aly, v = [l4]}. (4)
Ditkaz. Pro z e K, bud ¢(x) podet prvkit mnoZiny f;(x) (je-li tato mnoZina

nekoneénd, poloiime g(z) == c0), Podle Banachovy vty (viz [3], str. 280) je
funkee ¢ métitelnd a plati

J‘I dpy = vy . (5)

Bud napted ||4||, <= o. Podle [2], odst. 33 (str. 545) existuje mnozina K c K,
kterd mé tyto viastnosti:
l) J(‘ !‘I(E' . K) =3 ().
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2) Ke kazdému z ¢ K existuji &isla x, < g, < ... < i < fi. (r colé 2 )

tak, Ze mnoZina A} je ekvivalentni*) se sjednocenim ‘p‘(u » B); polodime.)j

r =y(x), je ’-"'I['P o, = [l o

Dile bud M mnozina téch bodd ¢ € (a, b), v nichZ ma funkee f, lokdlni extrém;
bud ' ’

T = {fi(a)} v L(HM) v (B, — K).
Snadno se zjisti, ze mnozina f;(M) je spofetnd; je tedy p,('l:) 0. Zvolme

ze By — T a sestrojme podle 2) &sla «;, ;. Protoze A ¢ ¢, je ,“UI (a,, f,) (G
{ )
protoze vSak xznone f,(M) v {f,(a)}, je (podle odst. 3) ,9. (n,, B,) c G;. Polo:

Zime-li je§t& B, = — 0, w,,, = 0, zjistime podobné, Ze ’Uo(ﬂ,. ¥141) C (B~

= @2 Je tedy O = {ay, B, ..., an f,}; vidime, Ze q(z) = 2r = Jp(x). Odtud
az (5), (6) plyne v; = ||4]},. . _ .

Bud nyni v; < 0. Pro kazdé x je hranice mnoZiny Aj ddsti mnokiny (:,‘
kterd mé ¢(z) prvki; mnoZina A7 mé tedy nejvys q(z) komponent. Podle (5) je
4 duy < o0; podle [2], odst. 20 (str. 535—536) je tedy ||4]l, = '.Lj qdu, < o,
E,

Je-li tud, 4]}y = 0o, jo t6% v, = co. Tim je dokézéno, #e v kaddém pipads
plati v; = ||4||;; ditkaz vztahu v, = ||4]|, je podobny.

Poznédmka 1. Ze vztah (1), (3), (4) plyne, Ze plati var (f) < o, pravé kdyi
4] < oo.

Poznimka 2. Bud var (f) < o (a tedy ||4|| < ). Zvolme z« f,(¢a, b)) —
— T (snadno se zjisti, ze takové z existuje a %e p(z) = 1) a urdeme disla y,, y,
tak, abychom méli y, < o, < g, < Bi. ProtoZe ind,z = 0 pro viechna z =
=2 + 1y, kde y < &, plyne snadno z (2), %e lind, (2 + dy,)| = 1. Je-li tedy x
hodnota funkee ind, z na vnitiku G kiivky C, je x = 4 1,

6. Jsouli g, h komplexni funkece (na té%e mnoZiné), pak symbolem |g, ]
(skalérni soutin) budeme rozumst (redlnou) funkei g,h, + gshy. Dile pilieme

. ov
div v = ;Txl + ‘Z% pro kazdy komplexni polynom v(z,, 2,).
1 2

1. Bud @ vnittek Jordanovy kfivky, uréené funket f v intervalu (a, by. Ptedpo-

klddejme, %e funkee f,, f, isou absolutng spojité. Bud x hodnota funkee ind, na 6,
bud = komplexni funkce, spliujics rovmost

() = f(f)

*) Rekneme, ze mnoZiny P, Q jsou ekvivalentni, jestlife uy(P — Q) = py(@ ~ P) - 0.
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