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Casopis pro pistovini matematiky, rok. 83 (1958), Praha

O JISTYCH TRIDACH FUNKC[ SPOJITYCH

MILOSLAV JUZA, Praha DT: 517.181
(Doélo dne 8. bfezna 1957)

V élinku je primou konstrukel proveden dikaz véty 1, kterou do-
kdzali AurBACH a BANACH v prici [1] methodou kategorii. Ke kon-
struktivnimu dikazu  je udito methody, pouZité E. SrriNirzed
v préci [3]. Jako snadny disledek véty 1 se dostane vita 2.

Slovem ¢islo se v tomto dldnku viude, pokud neni vyslovné fedeno jinak,
rozumi vZdy redlné ¢islo; slovem funkce se viude rozumi funkee jedné redlné
proménné. '

Véta 1. BudiZ 0 < o < v = 1. Polom existuje funkce f(x), kterd spliuje
Lipschitzovu podminku fdu o,*) ale pro kaZdé Eislo x, jest

lim sup ) — o))

B, ’I - Xy|T - (1)

Existenci takové funkee po prvé dokdzali AugrRBACH a BANACH v préci (1]
methodou kategorii. V tomto &lénku dokdZeme vétu 1 pimou konstrukei
takové funkce.

oz aT
Budiz tedy 0 < o < 7 < 1. Polozme n = [37] 4+ 1. Potom jest n > 3*~°,
L 1 o
takze n ** =3, n* = 3" 7> |, tedy
1 2 3 2z
n — A" =a"n " —1)> 2.
Tedy existuje nejmendi piirozené éislo m takové, Ze
ml. tl
n* < m<n° (2)

1
a %6 m md tous paritu jako n. ProtoZe jest m = n* = n, jest &islo §(m + n)
celé kladné a menii nez m.

YT, j.exintuji fieln d > 0, K O tak, Ze pro o — x| < e | f(a) — flo)] s Kle - ay|®
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Budeme definovat éisla 4, ;,,.;, k pfirozené, [ celé, © = 1, 2,

., m, taktos
1 .
A1.lm+i=’;: 1=1,2,.. "%(m_l"n)’
1 .
A1,lm+i=_7: 'b=%(m+n)+1,...,?n; . (3)
Ak+1.(l—-1)m+z‘ = Ak,l . Al,i s ki = 1, 2, 3, ...;’i =1, 2, ey M.
Ziejmd pro [ celé, k=1, 2, ..., plati
m mk
ZAE+1,(Z—1)m+i == Ak,z s ZAI:+1,1: =1, (4)
i=1 =1
1
lAk ll = =5 ! (5)

Budiz 4,, mnoZina viech &sel tvam , I celé, k piirozené. Budeme defino-

vat na mnoziné 4,, funkei ¢(x) predplsem
!
‘P(lo +;zlf)=l0+ ZAI:,i’ locelé, Z=O, 1:--~:mk_'1; k=1)2:"' (6)
i=1

ProtoZe plati (4), je funkce @(x) timto predpisem na mnoZing A4,, jednoznadné
urdena.

Budtez p, g celd &isla, p > ¢, k ptirozené, [ml] = [737‘] Potom plati

k
ol o] <2 ™
Nebof. necht __p_k = [ ] + == mk s 'ri" [ ] + = q ;. potom podle (6) a (5)

plati .
_2_)— B i . . /5% .
‘ @ (mk) ¢ ( Ic) = .i i_ZlAk,i =
Py
P — 9 P—4q
= 4, ; A4 = 2k 1 = -
i-gn B = wgul b n¥ nk
Déle pro kaZdé celé I a kazdé piirozené k plati
l+1 l 1 :
o{5) o )| =5 @
+ 1

l1+1 l l l l+1
,Pa'k[ mk ]=[mk]_l0:m _l0+ mk =

7:; 1 a pod]e (6) a (5) mame

(5] =<l -

l,
=lﬂ+

L+1

b
zdk i iZIAk'i

= [Ak. z.+1l =ﬁ
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mFE — 1

__— l4+1 ; l ‘
Je-li viak ke ly celé, potom Pl (lo— 1) + po a podle (6),
(4) a (5) dostaneme ,

b ! -
e Rl R RS
me-1 1
= ,l — z Ak_, ‘Jk mkl —-—k
=t
l 1
Jeli o l° = 0;; , I celé, % plirozens, z ¢ ,,, potom
l — 111
o[ <+ 2222
l 1 ] 11 1
Px) — ¢ (07:; ) < (1 4+ ‘n._'_‘T) eyl (9)
To plyne ihned z (8), je-li x = b + . Jestlize x < Ly + , pak existuji

' i
byl L, 0L, Em—1proe=1,...,1, tak, e 2 = —”-zli—apodle

’go(imh)— EAIES
<Z (m — 1) igl_zm_yi

z této nerovnosti a z (8) dale plyne

(7) plati
b
Px) — @ (mk)

1 nk+

vl — o () g!""x)_ () ’w(%)“qﬂ(lo;;l)’ <
<(%:~% +1).7}c,

coZ je druha z nerovnosti (9).
Nyni dokézeme, Ze funkce ¢(x) spliiuje na mmnoZiné A4,, Lipschitzovu pod-

minku ¥adu o. Budiz totizx e 4,y e 4,, 0 <y —x < %l Existuje pfirozené

¢islo p a celé &islo I tak, Ze <J—x<i—l gl+1 Pro &islo
my’ my ==

b Lis
mvy

; ! +
y-pak plati bud o <Y = - nebo — Sy < , ale v kazdém

piipadé podle (9) plati

m— 1\ 1

1 - el
<( ' n—l)nv’
1

n
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tedy

lp() — ¢(¥)| < 2(1 + ":: 1) J

1/ ny
1 . 1
Protoze |z —y| = el podle (2) jest me < m, tedy pro 0 <y — 2 < =

dostaneme
l¢(lﬂ;)_;§y)l < 2mety+D (1 4 11) L < ome (1 n m—ll) (10)

Skuteénd tedy funkce g(z) sphituje na A Llpschltzovu podminku ¥adu o.

Z posledniho vysledku viak plyne, %e ¢(x) je na A4,, stejnomérné spojita.
Existuje tedy funkce f(x) definovans a stejnomérng spojitd na mnozing vsec.h
redlnych disel takova, %e pro xz e 4, je f(x) = ¢(x).?) Funkece f(z) spliuje
Lipschitzovu podminku ¥4du ¢ na mnoziné v¥ech redlnych &isel. Nebof jsou-li

z, y libovoln4 redlns &sla, 0 < |z — y| < %’ existuji &isla 2;, 25, .. Y1, Yoo -+
@; € A, Yi € Ay T; % Yy, tak, Ze lim z; = x, limy, =y, a v disledkn spoji-
tosti funkee f(z) podle (10) plati o
(@) — FO _ 1020 — 1w 2m"(1 BT 1) -
e —yl o [T — Yl =1

Diéle pro kazdé &islo z, plati (1). Nebof existuji celd éisla by k=12, ...,
tak, Ze

b b 41
;n_ké%< mk

Podie (8) dostaneme

L +1 I

lf(kmk)—f(Tn%)_ﬁ‘_ m.,k
Lil TLIr  # _(_n—)'
mE mE

Protoze podle (2) je 2:;. > 1, jest

L1 b
hm"( )1 () _
htl L
mE mE

(11)

k—c0

JestliZe pro nekone&né mnoho % je -fnik = ,, potom (1) jiz plyne z (11). JestliZe
pro skoro viechna & j jo—s b = < %, pak pro tato k jest
b lk +1 b

mE m¥

b+ 1 b

mk m¥

0 < <

,» 0L

I+ 1 ‘
mE

mE T

%) Viz t¥eba [2], véta 177.
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a tedy

o) - )

b+ 1 by
_ lf( — f(@o) \f (W) — (o)

mk
L+l L[ T |h+l : L
mE mE T T mE

Protoze limita levé strany je co a prava strana je soudet nezédpornych séitanct,
musi limes superior asponi jednoho z téchto s¢itanch byti roven oo. Odtud
plyne (1) i pro tento pripad.

Dokézali jsme tedy, Ze funkce f(z) spliuje vSechny podminky ve vété 1.
Poznamenejme jesté, Ze podle (6) je f(0) = 0.

Z véty 1 snadno plyne tato

Pomocna véta. BudteZ ddna redlnd isla p, ¢, 1 < p < q. Pak existuje funkce
f(z) definovand a spojitd na mnofiné viech redlnych &isel a majici tyto vlastnosti:

1. pro ka#dé &islo r = q a kazdé islo z, plati

Z->, ‘x = wo!

7 w7 2 w7

11. pro kazdé éislo s < p a katdé &islo x, jest

T =T, lx = xol
II1. f(0) = o.
Dikaz. Polozme o = —i, T = i, takZe jest 0 <o <7 =1 a uva-
P +9q p

zujme funkei f(z) z véty 1.

1. Existuje &islo K tak, Ze pro |z — | < —”—11,— je m)———]-cg;"—)' < K, tedy

|2 — 2olP*e

ptd g4q

lfe) — flw) — _ %5
e — |

spife pro kazdé r = ¢ plati

a tedy pro kazdé &islo » > }(p + ¢q) a tedy tim

lf(x) = f(xo)lr _ |ﬂx) — f(xo)l ) If(x) _ f(%)lr e <

e — | |z — |

< Ki0+0 [f(z) — fag)|r-¥o+o

r+a
2

a tedy v disledku spojitosti funkce f(x) plati (12).



= = XTo) 1P

II. Jest lim supw = 00, tedy téZ lim sup V—ngj‘ =

2>, I T — xolp 23,

BudiZ 2,, &, ... posloupnost takova, Ze im x; = =, f(z;) + (%),

Tim f(@:) — o)
i lxz o xol

tosti funkee f(x) mit

i M@ — Faw)le o i) — fz)le
v |Bs — Ty o [T — %l
a tedy plati (13).
II1. Z poznamky na konci dikazu véty 1 vidime, ze f(0) = 0.

= o0. Potom — protoZe s < p — budeme v disledku spoji-

. ],l_,ni [f(x:) — fag) =7 = oo

V&ta 2. Budif m ptirozené &islo. Pak existuje funkce f(f) definovand a spojitd
na mnoziné vech redlnich Eisel a majici tyto vlastnosti:

1. je-li P(x) libovolny nekonstanint polynom stupné mendtho nef m, memd
funkce P(f(t)) vlastni deriwaci v Zddném bodé;

IL. existuje polynom Q(x) stupné m takovyy, Ze funkce Q(f(t)) md aspoth v jednom
bodé derivact rovnou nule.

Dikaz. Je-li m = 1, stadi za funkei f(£) vziti libovolnou konstantu. Budiz
m > 1. Polofme p = m — 1, ¢ = m a f(f) budiz funkce spliiujici podminky
I, II, TII pomocné véty.

I. Budiz P(z) nekonstantni polynom stupné mensiho nez m, #, redlné olslo
Dokazeme, Ze funkce P(f(t)) nemé vlastni derivaci v bods$ ¢,.

Oznaéime f(f,) = z,. Existuje p¥irozené &islo s < m takové, Ze pro derivace
polynomu P(z) v bodé =z, plati

Pl(zy) = P'(x) = ... = PeD(z) = 0, PO)x,) + 0.
Podle Taylorovy véty plati

[P@) — P(a)| = o POE) @ — 20)%

pii demi |& — x| = [x — ,|. ProtozZe véechny derivace polynomu jsou spojité,
existuje &islo ¢ > 0 tak, Ze pro x, pro néz |x — z,| < ¢, plati

|P@) )| > 3| PO (,)].
Snadno zjistime, Ze pro z, pro né% [x — z,| < e, plati
1 1
|P(z) — P(x,)| > = [P@(2)] - [ — wol® - (14)
Protoze funkce f(t) je spojita, existuje &islo 6 > 0 tak, Ze pro ¢, pro néz

|t — to] < 6, plati |f(t) — f(to)] < &. Pro t, pro né% |t — t,| < 6, tedy podle (14)
plati

[P — P(ft))| > C. |f() — ft)l*,
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