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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

O ROZKLADECH EUKI(EIDOVSKYCH PROSTORU

MILAN SEKANINA, Brno DT :519.51
(Doslo dne 23. ledna 1957)

Véta 1 nésledujictho &lanku se zabyvé rozkladem eukleidovského
prostoru E,, n = 2, na podmno¥iny o mohutnosti mensi neZ dané
mohutnost m < 2%. V&ta 2 se zabyvé rozkladem prostoru Hyy,y,
k = 0, na podmmno¥iny p¥imo shodné s podmno¥inami z prostoru K.

1 .

Nechf E, znadi n-rozmérny eukleidovsky prostor.!) Eukleidovskym po-
hybem neboli shodnosti v E, rozumime isometrické zobrazeni E, na sebe. Je

zndmo, e v pravoihlé kartézské soustavé soutadnic je eukleidovsky pohyb
vyjadfen soustavou rovnic

Yy =0T + ..o+ @, +dy,

Yn = Q1% + coe T Ay + dn ’

kde ||a;x| je realns orthogonalni matice, d;, ..., d, jsou redlns &isla. Je-li deter-
minant |@;| = 1, nazveme dany eukleidovsky pohyb eukleidovskym pohybem
1. druhu (nebo téZ p¥imou shodnosti), je-li |a;z] = — 1 eukleidovskym pohybem
2. druhu (nep¥imou shodnosti). O dvou mnozindch M,, M, c E, fekneme, Ze
jsou shodné, existuje-li eukleidovsky pohyb S tak, Ze S(M;) = M,, a piSeme
t€% M, o~ M,. Existuje-li § 1. druhu majici tuto vlastnost, piseme téz M, ~ M,
a fkéme, Ze mnoZiny M, a M, jsou p¥Hmo shodné. Rozkladem na mnoziné M
rozumime systém neprazdnych disjunktnich podmnozin z M, jeho# sjednoceni
je rovno M.

Definice 1. Budif M c E,. Rekneme, fe M, c E, je rozkladovd mnoZina na M,
kdy?Z existuje rozklad R na mnofiné M » mnofiny M ,, pro néz M, ~ M,. Existuje-lu
R tak, Ze plati dokonce M, ~ M,, Fekneme, Ze M, je pFimou rozkladovou mnoZinow
na M.

Bezprostiednim disledkem definice 1 je

1) Definice zékladnich pojmi z analytické geometrie viz na pi. E. Crcr: Zéklady ana-
lytické geometrie I, Praha 1951. 0-rozm&rnym eukleidovskym prostorem rozumime pro-
stor sloZeny z jediného bodu.
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Lemma 1. Necht My, M,, M, c B,. Nechi M, je rozkladovou mnofinow na M,,
necht M, je rozkladovou mnoZinow na M. Potom M, je rozkladovou mnoZinou na
M,. Torzent plats, zaménime-li pojem ,rozkladovd mnoZina‘ za pojem ,,pFimd
rozkladovd mno#ina‘.
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Véta 1. Budiz n = 2, m mohutnost menst nez 2% riiznd od 0, & systém o molut-
nosti 2% neprdzdnych podmmotin M,z E ,, pro néé,platt M, < m (M = mohutnost
mmoziny M). Potom existuje systém &' podmmnofin M ,, pro néZ plati:

1. Mv~M,. 2. & jerozklad na E, .

Dikaz. Necht V, znaéi zaméfeni prostoru #,,. Je-li v £, dan soufadnicovy
systém 8, uréeny bodem o a ortogonalnimi vektory wu,, ..., u,, potom shodnost
prostoru E, definovanou rovnicemi

Yy =C08Qp.x —sin @.x,,
Y, =Sin @ .2, + cos @ .,,

Ys =23,

y’n = xn >

kde 0 < ¢ < 2m, y, resp. ; jsou soufadnice bodu y resp. z v 8, oznatme (8, @)
[tedy (S, ¢)(x) = y]. Budiz Q podatedéni ordinalni &islo pattici k mohutnosti 2%.
Usporadejme body prostoru E, v transfinitni posloupnost

Ly Ly o ees Lyy oaey T 2.
Rovnéz & uspotddejme v transfinitni posloupnost typu 2 (bez Gjmy na obec-
nosti miZeme piedpokladat, Ze mnozina indexti ¢ je mnozinou ordinélnich é&isel
mensich nez Q):

My ...M,.. 1t1<Q.

Véta bude dokdzdna, kdyZ sestrojime transfinitni posloupnost podmnozin
z B,

MY M M, T 2 (2.1)
takovou, Ze plati J
1< Q=>M" "~ M,, (2.2)
/ 205 o0<t< Q=M Mo =90, (2.8)
3. x,el_slM”. (2.4)

V dal§im sestrojime posloupnost (2.1) s vliastnostmi (2.2) az (2.4) transfinitni
indukei.
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Necht z € M. Necht 7' je translace, pro niz plati 7'(z) = x,. Oznatme 7'(M ) =
= MP. (2.2)—(2.4) je trividln& splnéno. BudiZ nyni » < 2, v = 1. Pfedpokla-
dejme, Ze pro ¢ < » je definovano Me s vlastnostmi (2.2) az (2.4). Polozme N, =
= U Me. Ponévadi Mc < m < 2%,» < 2% je B, — N, = ¢. Necht », je prvy

a<lv
index x, pro nd&j% plati x, e £, — N,. Z (2.4) plyne, Ze v, = ». Zvolme z e I,
a provedme translaci 7', pro niz 7'(z) = x,,. Polofme M, = T'(}M,). Nyni uké-
Zeme, Ze existuje linedrni podprostor dimense n — 2 (ozna¢ime jej U) takovy,
Ze
2, eU a UnN,=6¢. (2.5)

Necht nejprve n = 2. Potom za U poloZime bod z,. Necht » > 2. Oznatme
podprostor, sklddajici se jen zbodu z,, jako U°. Potom U° je dimense 0 a plati
pro U° (2.5). Predpoklidejme, Ze existuje linedrni podprostor dimense k <» — 2
U* tak, %e spliuje (2.5). Necht V* zna&i zamé¥eni prostoru U¥, vy, ..., ¥k
nechf je base ve V%, vy, ..., v, Viuq, ..., ¥, base ve ¥, kterd vznikne doplnénim

base vy, ..., v; (pro k¥ = 0 je mnoZina téchto vektort prdzdna). Nechf y je
realné &islo. PoloZzme

Uy = Ky =%, + Veez+ Wer) A+ Vike + oo+ Ve A A Ay s Ay
v realnd Gisla] . '
Necht y = 9" ayeU, n U,. Je

Y =Ty + Vase + PWerd) 1 + vkt + ... + iy,

Y =%, + (Vese + ¥'Ver) A + Vil + ...+ vyl o
Odtud 2 = ¥, yA = y'A’, z éehoz plyne 1 = 1’ = 0, tedy y e U*. Kdyz y + 3,
yeN,, yeU,, potom je ynone U,.. Ponévadz N, < 2, existuje y, tak, Ze
U,, & N, = 9. Polozime U*? = U .. U**1 z¥ejm& spliiuje (2.5). Odsud plyne
existence podprostoru U dimense » — 2 s vlastnosti (2.5). Necht w,, wy, ..., w,,
tvoli orthonormélni basi v U (pron = 2 je mnoZina téchto vektori prézdnd).
Existujf vektory w,, w, tak, Ze w;, w,, ws, ..., w, tvoii orthonormalni basi v &,.
Soufadnicovy systém S budiZ uréen bodem z,, jako poditkem a vektory wy, ...,
w,. Oznaéme nyni transformaci (S, ¢) jako R,, R, (M%) oznalme kratdeji
My, Budiz nyni z = (z,, ..., %,) e N,. ProtoZe xnoneU, je 22 + 2% + 0.
Pripustme, Ze existuje ¢, tak, Ze x ¢ M} . Potom existuje 2’ = (z;, ..., z;) € M
tak, 7e R, (z') = z. Je . -

T =COS¢ .z —sSing.%, X, =sing .2 +cosg.xi.  (2.6)
Odtud plyne
‘ w4 2, = oos (@) + @)1,
Zixy — X%y = — sin @1[(21)* + (2,)%] . (2.7)

Je (z;)* + (3)* + 0 (plyne z (2.6)). Tedy rovnicemi (2.6) a (2.7) je ¢, € [0, 27)
jednoznadéng uréeno. Odtud plyne, %e x ¢ N, je prvkem maximéalng M, mnozin
M#%,. Ponévadi M, < 2% a N, < m.¥ < 2%, je mohutnost mnoziny téch ¢,
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pro néz M3 n N, + 0, mensi neZ 2%, existuje tedy ¢’ € [0, 2r) tak, Ze M} - 0

n N, = ¢. Necht M» = M¥,. Je M»= M, M» o M= 0 pro » > g, podle
definice », je z, e Y Me. Tedy M» spliiuje (2.2)—(2.4). Tim je véta dokizina.
o=y

Dusledekvéty 1. Kazdd podmnozina M C E,, n = 2, pro niZ 0 < M < 2%,
je pHimd rozkladovd mnofina na E .

Lemma 2. BudiZ m < 2%. BudiZ v (2k + 1)-rozmérném eukleidovském pro-
storu By, (k= 0) ddno m linedrnich podprostori E; (i probihd mmofinu I
o mohutnosti m) dimense k. Budif i, ¢ I, budif x libovolny, ale pevné zvoleny
prvek z By, takovy, fe xnone By, te I, ¢ + y. Potom existuje k-rozmérny pod-
prostor Ky, pro néjz plati:

1. BycEByn, 2 B0 Ep={x}, 3. EB,0E,=0proel, t+ +4.

Dikaz. Pro k = 0 je tvrzeni trividlni, necht tedy ddle £ > 0. Necht ¥}, znaci
zaméfeni prostoru Ey. Necht (£}, z) je nejmensi (ve smyslu mnoZinové inkluse)
z linedrnich prostori z E,; ., obsahujicich B} iz. PonévadZ m < 2% a K, ., ne-
muze byt sjednocenim mnoziny o mohutnosti mensi nez 2% linedrnich prostori
dimense nanejvys rovné k + 1, existuje z; € By — U (B, ). Tedy specidlné

tel

2, + z. Body 2, a  uréuji piimku p, (jeji zam&¥eni necht m4 basi p,), kterd
m4 tyto vlastnosti:

«) py n B¢ = {«}.

B) pynoneVy, tel.

Y E,=0,1el, ¢ 4.

Ad «) Kdyby = + yep, 0 E, potom p, c B}, tedy =z, ¢ B3, coZ je spor
s volbou z,. :

Ad B). Piipustme, ze p,e Vi, te I. Potom = + x . p, € (B}, x), o redlné &islo.
Tedy z, € (£}, x), coz je spor s volbou z,.

Ad v). Pripustme, Ze ze p, n By, ¢ = . Potom vektor uréeny body z a 2
patii do zamé&feni prostoru (Ej, ) a odtud jako v ad B) z, € (Ej, ), coz je spor.

Necht x je ptirozené &islo spliiujici nerovnost 0 < » << k. Piedpoklidejme, Ze
v By, existuji pFimky py, ..., p, (base v jejich zaméfenich necht tvoii vektory
P1, ..., P,) s témito vlastnostmi:

1% P4, ..., P, jsou linearné nezavislé vektory.
2*. Pro linedrni prostor (py, ..., p,, ) uréeny vektory p,, ..., p, a bodem z
plati:

a’) (Pls coes P Z) n E;cl ={x},
b) (Pl:"'spxx)s n E;t.:(b: LEI, L F .

73



3*. Pro vektorovy prostor (py, ..., p,) uréeny vektory p,, ..., p, plati (py, .-
p,) 0 Vi ={o}, tel, o je nulovy vektor.

p, spliiujici shora uvedené podminky «) az y) spliiuje téz zfejms 1%, 2%, 3.
(B, P15 - - -» Py %) budiZ nejmensi linedrni podprostor v Ey,,, obsahujici By a »
a jehoZ zaméfeni obsahuje vektory p, ..., p,. Dimense prostoru (Ey, P, - --> Px
z) je k+ %+ 1 pro ¢ + t;, k + % pro y. Pondvad? téchto podprostort je
ma k4 %+ 1< 2k+ 1, existuje #,,1 € Byoy — U (E, p1s ---» P &). Body

.3

tel
Z,.1 & x uréuji ptmku p,.,, (basi v jejim zaméfeni oznaéme p, ), pro niz plati:

1%¥1 Vektory Py, ..., Py Prsr jsOU linedrnd nezivislé.
2%+1. Pro line4rni prostor (py, ..., P,.1, z) uréeny bodem x a vektory Py, ...,
Pn+1 Pla'ti:

a’) (Pl: ceiny Px+1> x) n Eh = {x}a
b) (Pla"',Px+1‘x)nE;¢=0, LGI, 1'4:1",
3**1. Pro vektorovy prostor (p,, ..., P,.x) plati

(Pl: @] Px+1) n V;c b {O} *

%1

Ad 1**, Pripustme, Ze lip; + ... + Lp, + LsPyss = 0, > &t + 0. Pondvadi

i=1 .

podle 1* py, ..., p* jsou nezivislé vektory, je l,,, + 0. Potom p,, je prvkem

zamé&¥eni linedrniho ‘prostoru (B, P, .. ., P, ¥) a tedy z .y € (B, P1s - - Puo ©)
COZ je spor. .

Ad 2**'. a) Ptipusfme, %e x + ye(py, ..., P,u1, ) 0 Eg. Necht vektory

vi, ..., vy tvoli basi ve V. Potom plati lip; + ... + L Py =bvys + ... + -

x+1

+ kv pro vhodna redlnd &sla L, ..., [ ., by, ..., by, kde ilf + 0. Protoze
i=1

plati 3% je I, + 0. Tedy p,.., patfi do zaméfeni prostoru (B, py, ---> Pws %)

odkud plyne #, ., € (B, p1, -- -, Py Z), COZ je Spor.

b) Pripustme, Ze ye (py, ..., Prs1, 2) 0 By pro jisté ¢ + 4. Potom y =
=2+ Lpr + ... + hiaPysn- Z 27 b) plyne, Ze Ly, + 0. Tedy p;4, je prvkem
zamé¥eni prostoru (Ej, py, ..., p,, z), tedy .., € (B, P1s - - -, P, &), COZ je SPOL.

Ad 3**', Pripustme, %e 0 + ve (py, ..., Pys1) 0 Vi pro jisté . Z 3* plyne, Ze
potom je p,., prvkem zaméfeni prostoru (Ej, py, ..., p,, ). Odtud plyne, Ze
Zyi1€ (B, Prs -5 Py @), €OZ je spor.

Polozime-li x =k — 1, zjistime podle 1%, 2%, 8* gze prostor (z, Py, --., Px)
spliiuje vlastnosti 1, 2, 3 uvedené ve znéni lemmatu.

Vé&ta 2. Budi¥ I mnofina indexii, I = 2%. Necht ke kasdému ve I je pFitazena

mmnozina M,, 0 + M C B, C By, (k = 0). Potom existuje systém S podmnoZin
M z B,y takovy, fe '

1. M*' = M, 2. & jerozklad na B, ..
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Dukaz. Uspoiddejme body z ., v posloupnost typu £
Ty Tpy vy Ly oy T 2.
Mizeme predpoklidati, ze mnoZina indext I je mnoZina ordindlnich &isel
mensich nez 2. UkéZeme, Ze lze sestrojit posloupnost
MO M L M T D (3.1)
podmnozin z F,, tak, Ze plati:
1. MrA M, M7 Me =0, o < A.
2. Ke kazdému 7 << 2 je piifazen k-rozmérny linedrni podprostor Ef c E,; .,
tak, Ze plati:
M™cE:, EinEicUM', v>0. (3.2)
<7
3. z,e Y Mo.
osT
Posloupnost (3.1) s vlastnostmi (3.2) sestrojime transfinitni indukei. Zvolme
z e M anecht 7 je translace prostoru By q, pro niz 7'(z) = z,. Polozme 7'(M,)
rovno M°, Ey = T(E,). Vlastnosti (3.2) jsou pro M° a Ej ziejm& splndny.
Necht 0 < » < 2 a necht jsou definovany M, Ef pro = << v. Protoze U M~ %
< ’

+ Ey.4q, existuje bod #,, kde », je prvni index », pronéjz platiz, none U M.
v

Y

Podle vlastnosti (3) je », = ». Mohou nastat dva p¥ipady

a) z, none U Ef,
<<y

b) , e U E;.

<y
Definujme nyni E» a M, takto:

V ptipadé a) necht E” je libovolné, ale pevné zvoleny k-rozmérny linedrni
podprostor v By, takovy, Ze x, ¢ E». Systém viech Ej, v < v, oznacme Mm,.

V piipadé b) existuje pravé jedno 7, tak, Ze =, e B3, jak plyne z 2. Polozme
E» = Ep a systém {Ez!.., — {Ey} oznatme M,.

Podle lemmatu 2 existuje k-rozmérny linedrni podprostor B’ v By, tak, Ze

V. z, e B,

2. B nE =0, E<M,,

3. B n B' = {x,}.

Zvolme ze M,. Existuje piimé shodnost 7" v B, tak, Ze T"(z) =z,,
T'(Ey) = E'. Necht M» =T'(M,), E; = E’. Ukézeme, %e pro M», E; plati
(3.2).

Ad 1. M» ~ M, plyne ihned z definice M». M» n M* = § pro v > ¢ plyne
z inklusi M7 c Ej pro o < v, z definice By, a z vlastnosti 1, 2’, 3" pro K.

Ad 2. Plynez 2" a 3'.
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Ad 3. Plyne ihned z definice bodu ,. . P
fm j i ti 8 3 ukazuji, g,
Tim je dokézéna existence posloupnosti (3.1) asnmf. s :
mnoém;r této posloupnosti tvo¥f rozklad na B,y 8 #ddanymi viastnostmj,
" Disledek véty 2. Bud;iﬂ# Mch By, Poom M je pFimd rozkladond
mnoging prostoru By

il

l,,a

sl _ ' : M!

7"‘,4 R T < ¢
' ) . Obr, 1,

Ukazme jests, ze existuje neprézdng podmnosging pHmky, kterd nenj roz.-
Kladovou mnoginoy na roviné., Phkladem takové mnoginy je mnofing,
kterou dostaneme, kdy% 7z pHimky vypustime bod. Oznadme tuto mnodiny
jako M. Pripustme, %o existuje rozklad na roviné £, na mnoiny shodné ¢ i
Potom nastane jeden z p¥padi naznadenych na obrdzky 1, Zvolime-li bod X

VDt rovnobs; > TOSp. trojihelntka 4RO, vidime, 2e pro kazdoy :

Ve Btk 3t imstin bodi na Siselg ove, 7 2 %4, & > 0 libovoind, Potom

qmistujeNDMta}c,ieﬁ=E N je pFimon mnofinow na pFmes

@ UNY < UMY L 5 (G 2 ;
SAU) 46 (g )Mmmﬁrmnoimyﬂ)-

Sy Rozkl&dovyini mno¥ na : : . .
SeraNNA: O rozkladovycmﬂnéehpmx;?p;femﬁyv‘ Pipieror w1 Sldnek Koumxs
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Dikaz. Poloime M, = M v piipadé, ze M je neohranitend, M, =
M UldM) &}, jeli M (;hru.niéené.. Necht N’ znadf aditivni grupu vy-
tvofenou mnozinou M,. Je N’ = M. Ttdy mod N’ v aditivni grup¢ viech
realnych ¢isel jsou mnoziny piimo shodné s N. Je-li M neohranidené, polozime

N - N'. Budiz M ohranidend mmnozina. Polozme A4 = N’ ) [inf M — ‘:

sup M- ‘). Necht T je translace, pro niz T'(0) = d(M) + &. Ponévadz

2)'
d(M) + eeN', je THA) < N’ pro k celé (T* znadi k-tou moeninu translace 7'
v grupovém slova smyslu, pfi ¢em2 nasobeni je definovano jako sklddénf zobra-
zeni). Je ziejmé T8(A4) O} T (A) =0 pro k, + k,. Koneénd prox ¢ N’ existuje k
tak, ze r e TH(A). Tvoiitedy {T*(A4)}, k celé, rozklad na N'. Je tedy A piimou
rozkladovou mnozinou na N a, podle lemmatu 1, je téz pfimou rozkladovou
mnoZinou na piimee. MiZeme poloZit N = A4. Jest zfejmé, Ze d(4) = d(M) +
g, Tim je véta dokdzéna.
Ukazme jesté na Cantorové mnoZiné, Ze tvrzeni véty 3 uelze v podstaté
zesilit. Cantorova mnozina ' je mnoZina redlnych &sel ¢ s triadickym rozvojem
o 2 _:5‘, kde ¢, = 0 nebo 2.

fenl ¢

=

Je dobfe znamo, ze u(C) = 0.3) H. STRINHAUS dokdzal nasledujici vétu:?)
(8) Ke kafdému &islu 0 < x < 1 existuji v C &isla x, Y tak, %e
r—y =o. (4.1)

7 (S) plyne

Lemma 3. Necht ve|—1,1). Necht T je translace redlné osy o &islo x. Necht
M5 C. Potom M~ T(M) % 0. '

Dakaz. Z (4.1) plyne, Ze existuji x,ye C tak, Ze x — y == x. Ponévadz
0eC, je Oe M a T(0) = neT(M)atés & + ye T(M). Pondvadz x + y =, je
reT(Myn M,

Na zdkladé lemmatu 3 dokdzeme toto tvrzeni:

Véta 4. Necht M > C je pFimd rozkladovd mnofina na Eiselné ose. Potom

‘ LdM) =1, 2. pu%M)=1.

Dikaz. Necht M > ¢!, M je ptimé rozkladové mnoZina na ¢iselné ose. Kxis-
tuje rozklad R = {T'(M)}, kde 7', je translace, ¢ probihé jistou mnoZzinu 1.
Necht ¢, == 7,(0). Bez jmy na obecnosti miZeme predpoklidat, Ze M ¢ R.

Ad 1. Pripustme, ze d(M) = 1. Potom M c [0, 1]. Protoze interval [0, 1] neni
rozkladovou mnoZinou na p¥imee, existuje z e [0, 1] tak, Ze z non e M. Existuje

;)‘};(..’&B“i;nmi Lobasgusovu miru mnoziny M, u*(M) vndj¥ Lebesgueovu miru mnozi-

ny | , .
4y H. SreiNvaavus: Nowa wlastnodé mnogosei G. Cantora, Wektor 7 (1917), citovano dle

Fortschritte d. Math, XLVI, 1. dil, 8. 300 (1916 —18).
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