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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 83 (1958), Praha

ASYMPTOTICKE VLASTNOSTI Iiﬂ'TEGRALU HOMOGENNI
LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE CTVRTEHO RADU

ZDENEK HUSTY, Brno DT:517.934
(Doslo dne 11. ledna 1957)
V préci jsou uvedeny nékteré postadujici podminky pro ohranidenost
integraltt diferencidlni rovnice (1,2). Déle je ukdzéno, jak lze v nékte-
rych ptipadech odvodit asymptotické vzorce pro fundamentdlni
systém FeSeni diferencidlni rovnice (1,2) pomoci zndmych asympto-

tickych vzoretd pro fundamentdlni systém YeSeni diferencidlni rovnice
(1,5).

1. Diferencidlni rovnici

. W + daw” + 6a,w" + daw' +agw = 0, (1,1)
kde ag, @y, a;, a4 jsou spojité funkce v intervalu J = (z,, c0), mizeme prevést-
transformaci w = ¢ /%% na prvni kanonicky tvar

y"" + 104y" + (104’ + o)y’ +[3(842 + A") +wdy =0, - (1,2)

kde o (w,) je invariant (semiinvariant) rovnice (1,1), 4 = ¥(a, — a5 — as),
viz [6]. Funkee o', »;, A" jsou spojité v intervalu .J.

V piipadé w = 0 pro v8echna z ¢ J je

y"" 4 (104y’) 4 [3(842 + A") + w,]y =0 (1,3)
samoadjungovanou rovnici. Rovnice
y"" 4+ (104y") + 3(342 + A")y =0 (1,4)

je iterovani a jeji fundamentilni systém FeSeni tvoi funkece u3, uv, uv?, v3,
jestliZe u, v jsou linedrn& nezévislé integraly diferencidlni rovnice
w” + Au = 0. Viz na pf. [9]. (1,5)
Maé-li rovnice (1,5) integrdl w,(x), ktery nemd v J ani jeden nulovy bod,
pak mizeme (1,2) transformovat substituci

z

_ vi@)] _ (1 ,
ST R f amn & (1,6)

Zy
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na druhy kanonicky tvar

d% 1 dv 1 3 ¢ .
@+Ewd—§+ﬁ(wl——2—?w)v=o, viz [6] L7
Kazdy integral y(z) rovnice (1,2) vyhovuje integralni rovnici

u(z) o(x) *

%(Zo) v(,)

y(2) = 2@) — 5@ @(Z)

3 2

u(z) v(z)
w'(t) v'(?)

(1,8)
u(@) v(@) u() v(z) } ”
u(t) o(t) u(t) o(t) ’

kde z(z) je integral rovnice (1,4) spliujici v bodé z, = z, stejné pocatedni
podminky jako y(x) a u(x), v(x) jsou integraly rovnice (1,5), jejichZ wronskien
je roven 1, viz [8].

2. Dile uvedeme nékteré postaditelné podminky pro ohranienost integrald
diferencidlni rovnice (1,2). Kvuli struénéj§imu vyjadfovini zavedeme tyto
definice: ‘

a) Rekneme, e integral y(x) diferencidlnf rovnice m4 vlastndst

(0;) = [y(z)] = M pro vSechna ¢ J; 1=0,1,2,3;
(On) = ly(x)] + |y'(x)] = M pro viechna x ¢ J;

— 3w(t)

+ = f y(t){[wla) — o'()]

(Onsza) = [y(@)] + y'@)| + y"(@)] + [y"(2)] = M pro viechnaz ¢ J;
(0) = limy(z) = 0;

>0 .
(0g) = lim y(z) = 0, lim y'(z) = 0; M = konst > 0.%)
T—>0 Z—0

b) Rekneme, ze diferencidlni rovnice mé n&kterou z vlastnosti odst. a),
kdy# kazdé jeji feSeni mé tutéz vlastnost.
2,1. Necht
[lwjdx < 0, [|o]dx < oo. (2,1)
Jestlize rovnice (1,4) mé vlastnost (Og;), pak rovnice (1,2) mé vlastnost

(Opyaa), viz [1], T. 6, str. 55.
Poznédmka -2,1. Rovnice (1,4) ma vlastnost (Og ), jestlize rovnice (1,5)

mé vlastnost (O,y), p¥i demz [4]| 4 [4'| = M.
Poznamka 2,2. Rovnice (1,5) mé vlastnost: (0,,), jestlize

lim |4 +a| =0, [|[4 +a|dz < o, a = konst < 0,
Z—>00 : ’
viz [1]. II, T. 7, str. 56, nebo
lim |4 + a| = 0, [|4’| dz < o0, a = konst < 0,
Z—>w

viz {1], VI, T. 1, str. 133.

*) V dal$im textu budeme vZdy pismenem M ozna&ovat vhodnou kladnou konstantu.
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2,2. Necht

@

flon — o'l dz < 0, [lojdz< .

(2,2)

Jestlize rovnice (1,5) m4 vlastnost (O,,), pak rovnice (1,2) ma vlastnost (O,).
Podle (1,8) je vzhledem k pFedpokladu |[u(z)] < M, (@) £ M, w'@)| < M,

V(@) < M

@) S e + ol + ol + e+ 8) + 530 [ plllo, — o] + Sull e,

%

kde jsme pouzili vztahi
2(2) = o;ut(x) + cu@) v(@) + cu(x) Vi) + (@)
6 = 5 y(Eo) (@) - @] + o) -

Podle Bellmanovy nerovnosti, viz [1], str. 46, je

ly(z)| < cex {iM“f[ 1+ 3 dt} | ~—M325]c|
Y = P 3 B lwl—w + lw.] 3 c = & il s

odkud s ohledem na (2,2) plyne tvrzeni.

Poznimka 2,3. Necht plati (2,2). JestliZe rovnice (1,5) ma vlastnost (001),

pii demz |4| + |4']| = M, pak rovnice (1,2) ma vlastnost (Ogyss)-
2,3. Necht plati pfedpoklady:
a) A = konst > 0, A% je konvexni pro z e {x,, ©),

b) o — wldz<co f—l%idx<oo.‘

e

Pak rovnice (1,2) mé vlastnost (O,,).

Podle ptedpokladu a) je

)| < e = @), w@)| < MJZ = ),
iz

viz Zldmal [3], str. 85. Podle (1,8) je

@) < O Me f [iw‘l::o’l +43lwl]dt
VAs(x) VA%(x - |[ZX0! A()

| iy(x)‘i/ﬁ(?)\gch?Msflyi/Ml [“”1 o] +3'“"]dt.,.,

[Z80)

A()
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kde ¢ je vhodnéd kladnd konstanta. Jestlize aplikujeme na (2,4) Bellmanovu
nerovnost, snadno podle predpokladu b) dojdeme k zavéru, Ze integral y(x)
je ohranideny.

Derivaci (1,8) s ohledem na (2,3) obdrzime odhad

@
V4 < : i [l ol | 3ol]
x )| < e + 4 M8 | |lyl/A3@ le_fol
) @) f]JV @[ e + 4]
kde ¢ > 0 je vhodné konstanta. Integral na pravé strané podle predpokladu
kon%rerguje, nebot funkce yVZ:"(—x) je podle (2,4) ohranidena.
Pozndmka 2,4. Jestlize plati pfedpoklady odst. 2,7 a lim A(x) = oo, pak

Z—w0

rovnice (1,2) mé vlastnost (0y,)-

y@) =0 [;—l—] 5 ‘y'(w.)‘= 0[4 _1_] .
J43@) ‘ V(@)

3

Presnéji

3,1. Necht |4 + a| - 0 pro # - oo, [[4'(zx)|dr < oo, [|w|dz < oo,

[lwy 4+ 34" do < co. Pak existuje fundamentélni systém YeSeni rovnice (1,2)
tvaru

y(t) = exp [f}‘k dt][ckz + 0(1)] k=1,2,3,4,
i=01,23

>

kde 4, ,(t) = 4 |/— A(@), As(t) = + 3/— A(f), cxs jsou konstanty nezivislé
na «, z,. Viz [1], I, T. 8, str. 64.

3,2. Necht |4 + a| - 0 pro - o, a = konst., [|4'(x)| dz < co. Potom

P D e + o(1)] u“’—ezf-v A e+ o(U)], i =0, 1, (31)

kde c¢,; jsou konstanty nezavislé na z, z,; %,, %, jsou nezavislé integraly rovnice
(1,5). Viz [1], IT, T. 8, str. 64.

Dusledek.
| [y e
-3 [J=a®at - JV-4a@ at
hp=¢e€ % [1+oM)], yp=¢ % [1 +o(1)],

" - (3,2)
JV==a) at 3[Y—4w at

: Y = €% [1 + 0(1)] s Yg= €% [1 + 0(1)] >

kde y; = i *.ui ', i = 1,2, 3, 4, jsou nezdvislé integraly rovnice (1,4).
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3,3. Predpoklddejme, %e rovnice (1,5) mé integral u,(x), ktery nema v inter-
@

valu J z4dny nulovy bod a dx = + co. Potom miZeme rovnici (1,2)

1
ui(@)

transformovat substituei (1,6) na tvar (1,7), pfi éem? lim &(zx) = o,
Z—0

Necht
0352 » =<} s

Integraly rovmice (1,7) jsou podle Ghizettiho véty (viz [7]) asymptoticky
rovny integralim rovnice »(» = 0. P¥esné&ji, rovnice (1,7) mé4 fundamentélni
systém tvaru

|

3 EII
-—2— ?' @

w; —

vy = Si_l[l + 0(1)] ] 7’= 1: 2: 3: 4.

Disledek. Integraly rovnice (1,2) jsou podle Ghizettiho véty asympto-
ticky rovny integralim rovnice (1,4). PYesn&ji, rovnice (1,2) mé fundamentalni
systém tvaru y; = ui . ut [l 4-0(1)], kde u,, u, jsou vhodné linedrné)
nezévislé integraly rovnice (1,5).

3,4. Necht rovnice (1,5) mé integral u.(x) (nezavisly na wu,(z)) takovy,

¥ 1
ze f —@x—)' < 0.
JestliZe integraly

})(pz(x) ol dx, [yp(x) ¢¥z) o] dz, fqﬁ(x) |o,| dz (3,4)
konverguji, kde

w . 4y = Olg(@)].
uy . Uy = Op()],
pak plati tvrzeni odstavee 3,3. UkaZme, Ze je splnéna podminka (3,3).

e ol o rae— ffofon - on f o roe

N 2
= Nlj-(ulug)2 || dz, kde (c1 -+ c.zf% dt) < N,, ¢, ¢, jsou konst.

(3,5)

1

2
Zo

Podobné zjistime, Ze

cc,Ea 3 E” ) © 0
fg— s = 5 g ol dr = “ﬂfl(wz)’*wxl dz+ | [(ud)’ 2ho] da] ,

kde N, je vhodné konstanta > 0.
VS8echny tfi integraly, které se vyskytuji na pravych stranich obou ne-
rovnosti, podle predpokladi (3,4), (3,5) konverguji.
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3,5. Necht plati predpoklady odstavce 3,2 pro ¢ > 0. JestliZe integraly
[lw] dz, [|w,| dz konverguji, mé rovnice (1,2) fundamentélni systém (3,2).
Podle (3,1) je p(z) = y(z) = 1.

4. (. SANSONE ve své praci [2] dokazuje nésledujici dvé véty o diferencidlni
rovnici

[Py"]” — [hy'] — 0y’ + iy = 0. (4,1)
Véta 1. Necht v rovnici (4,1) jsou 9%, 9, 9o, ' spojité funkce pro vsechna
2 = a a necht platt tyto pFedpoklady:
L=z9,>0, 9,=20, M= =m>0, 9, =%, #=w,
o + 30" =3[0 — 0], Ay + 30" =7>0, (L, M, m, v jsou konst.).
Jestlize y(x) je FeSent rovnice (4,1), pak mohou mastat tyto pFipady:
1) y(x) meosciluje [md v intervalu {a, c0) konelny polet kofeni); pak je bud
lim |y(z)| = 0 nebo lim |y(x)| = oo;

(4,2)

ii) y(x) osciluje a nent lim y(x) = 0; pak’
L—>0

af [¥2(2) + y2(x)] dz = + 0,

lim y'%(z,) = oo [{x,} je posloupnost nulovych bodw integrdlu y(x)], y'(x,) .
’.l—g;f(xn) > 0 pro dosti velkd n. ' _
Véta 2. Necht plati predpoklady véty 1. Necht je ddle pro vsechna x = a
|9, — | < H,, |9 +o'|=<H,, (H,H,jsoukladnékonstanty).  (4,3)
iii) JestliZe integrdl y(x) rovnice (4,1) je ohranifeny, pak zlirg y(x) = 0.

Poznimka 4,1. K dikazu obou v&t pouzivé Sansone identity

Ule) = Ul@) — [0 + Dy + (o’ + B0 7] dz , (4,4)
kde

Ulx) = y[dy"]" — 9oy'y" — uyy’ — doy®,

viz [2], str. 15. :
Tvrzeni obou vét plati beze zmény pro diferencidlni rovnici (1,2), jenom
misto (4,2) event. (4,3) musime predpokladat -
—UM=Z4—m<0, 0o—30' ' =Zn>0, 4.2)

04+ o =0, — 3o, ’

event.
o — 104'| £ H,, 3342+ 4") 4w, — | = H, (4,3")

(M, m, n, Hy, H, jsou kladné konstanty).
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