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ALGEBRAICKE KORESPONDENCE

JAN BILEK, Praha
(Doflo dne 26. ¥ijna 1956) DT:513.8.001

Zskladni vlastnosti algebraické korespondence mezi dvéma alge-
braickymi varietami definovanymi nad télesem charakteristiky 0 jsou
béZné zndmy. (Viz WaErDEN, Einfithrung in die alg. Geometrie nebo
Hopce - PEDOE, Methods of algebraic Geometry, dil II.) V této préci
jest uvaZovéna algebraické korespondence mezi algebraickymi varieta-
mi nad télesem libovolné charakteristiky. K studiu této korespondence
se uzivéd methody, jeZ je rozSifenim methody, kterd ve specidlnim p¥i-
padé biraciondlnf korespondence je popséna v knize A. WeIL, Founda-
tions of algebraic geometry, 1946. Specialisaci télesa koeficientt do téle-
sa charakteristiky 0 dostaneme z naSich vysledkl vysledky uvedené
v citovanych knihéch.

V tomto pojednidni budeme povazovati za zndmé vétu 26 a vétu 27 z § 7
na str. 105 z knihy A. WeiL: Foundations of algebraic geometry, 1946 (v dal-
§im znadeno W). Tyto dvé véty zde uvedeme pod &isly 1, 2.

Véta 1. Necht U je podvarieta soubinu variet V. X W a necht U’ je jejt projekce
na V. Necht Z je podvarieta variety U s projekct Z' na V. Potom Z je obsaZena
v UN(Z x W); katdd komponenta Z primiku U o (Z' X W) obsahujict Z
md Z' za projeket na V; kdyé r, r', 8" jsou dimense variet U, U’, Z', potom kazdd
komponenta Z md alespot, dimensi r + s' — r'.

Véta 2. Necht U je podvarieta soucinu variet V. X W magici touz dimensi jako
jejt projekce U’ ma V. Necht k je téleso z definice pro U a necht P’ je obecny bod
e U’ nad k. Potom U je konetnd nad P'; body e U s projekct P’ na V jsou vdechny
I: s0bé konjugované nad k(P'), a kdy% P je jeden z téchto bodt, pak mdme [k(P) :
k(P = [U: U"].

Pozndmka. Definici U je konetnd nad P’ a definici symbolu [U : U’] viz
W, 106.

Necht U C (V X W), k téleso z definice pro U, U’ projekce U na V a U, U’
nemaji touz dimensi. Necht P’ = () je obecny bod U’ nad k. Na U nemtze
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existovat konedny podet bodit P, které maji bod P’ za projekei na V. Body P
musi tedy vytvoFiti alespon jednu varietu Z C U, pii éemz dim (Z) = 0.

Véta 3. Necht U C (V X W), U’ projekce U na V a necht dimense variety U je
r, dim. variety U’ je r' a necht r = r’ a k je spoleéné téleso z definice pro U, V, W.
Necht P je obecny bod e U’ nad k. Potom maximdlnt podvariety Z C U, jeZ majt
za projekci na V bod P, jsou konjugované obrazy nad k(P).

Pod maximélni podvarietou Z rozumime, %e neexistuje varieta X C U
takové, aby Z C X a aby projekce Z na V a X na V byly rovny bodu P.

Dikaz. Necht tedy Z C U je takovd, Ze mé za projekei na V bod P. Pak
je ZCUnN (P x W). Podle véty 1 kazd4 komponenta Z priniku U n (P X
X W), je obsahuje Z, ma také za projekci na V bod P. Pondvadi ZC U,
musi nutng Z = Z. Z je tedy n&jakd komponenta primiku U n (P X W).
Podle theoremu 8, W, 89 existuje soustava (bunch) variet B, kterd je nor-
malné algebraickd nad spoleénym télesem z definice variet U a P X W.
Bodu P jako nuldimensionélni varieté nad télesem k(P) piislusi téleso z de-
finice k(P) a za téleso z definice pro U i W mizZeme vziti k(P), nebot k c k(P).
Soudin variet P X W m4 téleso z definice podle theoremu 5, W, 79 také téleso
k(P). Je tedy zminéna soustava variet normdlné algebraickd nad télesem
k(P). Kazda komponenta soustavy variet B je algebraickd nad k(P) a je proto
Z varieta algebraicks nad k(P).

Je-li nyni M obeeny bod € Z nad k(P), pak je M = (P x Q), kde Q je n&jaky
bod ¢ W. Potom kaZda obecnd specialisace bodu M nad k(P) je obecny bod
nad k(P) jediného konjugovaného obrazu nad k(P) (theorem 4, W, 76). Kazdé
obecné specialisace bodu M nad k(P) mé tvar M’ = (P X @'), kde Q' je bod
¢ W a M’ je obecny bod konjugovaného obrazu Z' nad k(P) variety Z (th. 4,
W, 76). Projekce variety Z’ na V je bod P. Konjugovany obraz Z' nad k(P)
variety Z je také komponenta soustavy B (th. 8. W, 89).

Musime jesté dokézat, Ze soustava variet B= U N (P X W) obsahuje
jen tyto komponenty a zadné jiné. Necht tedy B obsahuje komponentu Z,,
kters je rtznd od vSech konjugovanych obrazi nad k(P) k varieté Z. Obecny
bod € Z;, nad k(P) je tvaru P X @,, kde bod @, ¢ W. Oznadme d, dimensi

variety Z, nad k(P). Potom podle véty 1 dostdvame d, = » — #’. Dimense Z,

nad k(P) je dimﬁ (P @)= dimﬁ(Ql) — dim'f(P/(Ql) = d,. Aviak
dimy(P, @) = diﬁlk(P) + dimy, (@) = ' + d, .

Ponévadz bod (P, @,) € U, plyne z toho, Ze dimy(P, @,) < r. Proto r =’ 4 d,,
a ponévadz dfive jsme dokazali, Ze d, = » — ', plyne z téchto dvou vztahd,
ze r =1’ + d, a tudiZ bod (P X @,) je obeeny bod € U nad k. Stejnym zptiso-
bem bychom dokazali, Ze bod (P x @) je obecny bod e U nad %. Proto bod
(P X Q) ma za obecnou specialisaci nad k bod (P X @,) a tudiz bod (P X Q)
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mé za obecnou specialisaci nad k(P) bod (P X @,) (W, 29, véta 2). Potom
podle th. 4, W, 76 plyne, Ze Z, splyne s nékterym konjugovanym obrazem
variety Z, coZ je proti pfedpokladu. Tim je véta 3 dokazana.

Véta 4. Vechny maximdlni variety Z ve vété 3, jez maji za projekci na V bod P,
maji stejnou dimensi.

Dukaz. To plyne z toho, %e obecné body variet Z, Z' jsou obecné speciali-
sace nad k(P) a tudiZ maji stejnou dimensi (th. 3. W. 28). Rovnéz plati, Ze
dimz5(Q) = dimz7(Q’). P X @ je obeeny bod ¢ Z nad k(P), dimy, (P X Q) =
= dimy, , (@) = dimz7,(@). P X @ je obecny bod eZ’ nad k(P), dimy,, .
- (P X Q) = dimy (P X Q) = dimy (@) = dimiz(Q'). dimyzz(Q) = dimz7(Q").

Véta 5. Maximdlnich variet Z C U (viz vétu 4), jeZ maji za projekci na V
obecnyj bod P nad k z variety U’, je koneény poéet a je roven [k, : k(P)];.

Dtkaz. Ze vSech téles z definice pro néjakou komponentu Z, ktera obsahuji
téleso k(P), existuje jedno nejmensi — oznaéime je k, — a toto téleso k, je
algebraické rozsifeni télesa k(P) a polet ruznych konjugovanych obrazt
variety Z nad k(P) je pravé roven [k, : k(P)],. (Véta 5, W, 76.) Symbol [, :
: k(P)]s viz W, 9.

Poznamka. Konedny potet variet Z plyne také z definice soustavy variet
(W, 84).

Definice 1. Podvarietu T C (V X W) jmenujeme algebraickou korespondenci
mezt varietami V. a W, kdyZ projekce T na V je rovna V a projekce T na W je
rovna W.

Necht k je spoletné téleso variet 7', V, W. Necht P je obecny bod variety V
nad télesem k. Potom podle véty 3, 4, 5 existuje na T « = [k, : k(P)], kon-
jugovanych variet L; (¢ = 1, ..., «) nad k(P), které jsou stejné dimense nad
%(P). Projekce téchto L, variet na W oznatme L] a tyto variety vezmeme
za odpovidajici variety bodu P eV na W. Podobng existuje na 7 8 = [k :
: k(@)]; konjugovanych variet M; (j =1, ..., ) nad k(Q), které jsou stejné
dimense nad %(Q), a bod @ je obecny bod ¢ W nad k. Projekce t&chto M, variet
na V oznadme M’ a tyto variety vezmeme za odpovidajici variety bodu @ ¢ W
na varieté V.

Véta 6. Bud T C (V X W) algebraickd korespondence mezi varietami V a W,
k spoleéné téleso z definice pro T', V, W. Necht P je obecnyj bod € V na k a L; jemu
odpovidajict variety na W. Necht ddle Q je obecny bod ¢ W nad k a M; jemu
odpovidajict variety na V. Potom vdechny variety LY (M}) jsou algebraické nad
k(P) (k(Q)) a jsou konjugovanymi obrazy nad k(P) (k(Q)). Vechny wvariety L;
maji stejnou dimensi nad télesem k(P) a podobné viechny variety M maji stejnou

dimensi nad télesem-k(Q).
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Diikaz. Z véty 3 plyne, Ze viechny variety L; j.sou konjugo:vané Ol:ir&tg{e:aﬁ
k(P). Z theoremu 6, W, 81 plyne, Ze viechny {/LW_]sc_)u algebralc}{é n;. por -
k(P). Je-li nyni P X @; obecny bod e L; nad k(P), je Q,.- obecny bO . ;o:i‘ pos
E(P). Jeli P x Q,, i * 1,, obecny bod € L; nad k(P), je @, obecny : ]:P;'
nad %(P). Ponévadz P X @, je obecnou specialisaci boéu P X Q'; na(L"’ (a(i
je také @; obecnou specialisaci bodu @; nad k(P) a maji tedy L; )?-. (;_, gh
%(P) touz dimensi a podle th. 4 W., 76 je @; obecnym bodem na:d k(P) je "}1 0
konjugovaného obrazu variety L; nad k(P) a je tedy L}.”1 konj u}govanyér n‘&;
va.riety LY nad k(P). Podobn& provedeme dikaz pro variety M i F)zna - 'me-
nyni dimensi variety LY nad &(P) d a dimensi variety M} nad k() 4, miZeme
algebraickou korespondenci 7' nad & mezi V a W znadit T'(d;, d)-

Véta 7. Necht T je alg. korespondence mezi V a W a necht k je téleso z definiece
pro T. Nechi P X Q je obecnsf bod e T nad k. Potom P je obecnyj bod ¢ V nad k
@ @ obecny bod € W nad k.

Dikaz. Necht P X @ je obecny bod € 7' nad %, potom podle theo.r_en}u 6, W
81 P, ) jsou obecné body ¢ V a ¢ W nad k a tedy také nad kazdym jinym téle-
sem z definice.

Vé&ta 8. Necht T je alg. korespondence mezi V* a W* a necht k je téleso z defi-
nice pro T. Necht P je obecnyj bod ¢ V nad k. Necht bod P je projekci 7murimdln..f
variety L c T na V a bod P X Q jeji obecnyf bod nad %&(P). Potom bod P X @ je
obecnym bodem algebraické korespondence T nad k.

Varieta L C T je jeden z konjugovanych obrazt variet nad k(P), které maji
za svou projekei na ¥ bod P. Projekce L7 variety L na W m4 bod @ za obecny
nad (P). Podle véty 1 dimense variety L nad k(P) je d = t — 7, nebof k(P) .
(P X Q) =Fk(P)(Q). a podobn& k(P)(P X Q) = k(P) (€). Dimy,(Q) ==
= dimzz; (@) podle véty 2, W, 3. Bod P X @ je viak bod z variety 7', proto
jeho dimense nad k je < ¢. Ponévadz dim,(P X Q) = dimy (@) —+ dimy(P) =
=d+r dostdivime t =d + 7. Mdme t <d +rat=d +r, &ilit =d 4 r.
Obecny bod P X @ e L nad k(P) m4 nad k dimensi ¢ a tedy je obecnym e 7'
nad k. Projekce tohoto bodu je obecny bod ¢ W nad & podle véty 7. Stejnd
tivaha pro obecny bod R € W nad % vede k rovnici ¢ = s 4 ¢ a proto r 4 d =
= s + . Posledni rovnice vyjadiuje tak zvany princip s¥itdni konstant
v algebraické korespondenci, ktery vyslovime vétou:

Kdyz v ¢ dimensionéln{ alg. korespondenci 7' mezi varietami ¥ a W* o spo-
letném télese z definice & obecnému bodu P nad ke W odpovidé na W «
d-dimensiondlnich nad k(P) konjugovanych variet a obricens obecnému bodu
@ nad k € W odpovidé na VB §-dimensionélnich nad %(Q) konjugovanych variet,
pak je t=r+d=s+9. ‘

Z predchoziho plyne, Ze v algebr. korespondenci T mezi V* a W+ o spoled-
ném télese z definice & obecnému bodu P nad k z variety ¥ odpovidd na W «
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(¢ — r)-dimensionalnich nad k(P) konjugovanych variet a obecnému bodu ¢
nad ke Wodpovidd g (f - s)-dimensiondlnich nad k(Q) konjugovanych variet.

Véta 9. Bud T C (V x W) alg. korespondence mezi varietami V a W, k spo-
leéné téleso z definice pro T, V, W. Kdy% obecnému bodu ¢ V nad k odpovidaji
d-dimensiondlni variety LY, tak kadému bodu e V odpovidaji nejméné d-dimen-
siondlni variety na W. Podobnyj vijsledek plati pro body variety W.

Dikaz. Necht P’ je ndjaky bod e V. Pak komponenty primiku 7' 0 (P’ = X
% W), které maji za projekei na ¥ bod P’, maji podle véty 1 dimensi aspori
I —r = d. Podobné& pro body variety W.

Véta 10. Necht V a W jsou dvé variety definované nad télesem k; necht P, Q
jsou obecné body e V a ¢ W nad k. Polom existuje alg. korespondence T, definovand
nad k mezi V a W takovd, e bod P % Q je obecny bod nad k e T', kdy% a jen kdyZ
(P, Q) je reguldrni roziitent nad k.

Dikaz. Kdyz k(P, Q) je reguldrn{ roziifeni nad k, pak bod P X @ mé
locus 7' nad k, a pondvadZ P X QeV X W,je TcV X W. P X @ je obecny
bod € 7' nad k. Projekce 7' na V a W je zase V a W, tedy podle definice 1 je 7'
algebraickd korespondence nad k mezi V a W.

Obrécené, kdy% P X @ je obecny bod nad k z alg. korespondence 7'c V x W,
pak 7' je locus bodu P X @ nad k a rozsifeni k(P, Q) je regulérnf nad k (W, 68).

Pozndmka. Jestlize bod P je obeeny bod ¢ V nad k a @ je obecny bod
¢ W nad k, které jsou nezdvislé nad k, pak algebraickéd korespondence 7' =-

:V x W, v niz ka’dému bodu P eV odpovidd celd varieta W a kaZdému
bodu Qe W odpovidd celd varieta V. Takovouto alg. korespondenci mezi
varietami V a W nad k nazjvéme trividlni. JestliZe tedy mezi varietami V a W,
které jsou definovdny nad télesem k, existuje netrividlni alg. korespondence
nad k, pak obecny bod P eV nad k a obecny bod @ « W nad k jsou takové,
7e (P, Q) je reguldrni rozifreni télesa k a body P, @ jsou zdvislé nad k. (Defi-
nici nezdvislych bodit viz W, 3.) '

Definice 2. Necht Tt c V7 x W* je alg. korespondence nad k mezi V©a W*.
Pakbod P eV, (Q ¢ W) nazyjvdme reguldrni bod korespondence, kdyk mu na varieté
W, (V) odpovidaji variety dimense  — r, (t — 8). .

Z definice 2 a z véty 8 plyne, %e kazdy obeeny bod nad k « V (nad k ¢ W)
je reguldrni pro alg. korespondenci 7'.

Véta 1. Necht T C V x W je alg. korespondence nad k mezi V a W. Necht
P a P’ jsou dva body e V takové, % P’ je reguldrni bod « T a % P' je specialisact
bodu P nad k. Potom P je také reguldrni bod e T

Tato véta je bezprostiednim disledkem véty 12.

Vé&ta 12. Necht T'C V x W je alg. korespondence nad k mezi V a W. Necht
P a P’ jsou dva body ¢ V takové, %e P’ je konelnou specialisact bodu P nad télesem
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k. Potom ke kaZdé varieté odpovidajici bodu P existuje aspoti jedna varieta odpo-
vidajict bodu P’, kterd md vét§i nebo stejnou dimensi.

Diikaz. Oznaéme W(P) mnoZinu viech bodt € W, které v korespondenci 7'
odpovidaji bodu P ¢V, a podobné W(P’) pro bod P’. W(P) dostaneme, kdy%
soustavu variet 7 N (P X W) promitneme na varietu W a podobn& W(P’)
dostaneme, kdy# promitneme na varietu W soustavu variet T n (P’ X W).
Soustava T N (P X W) je normalné algebraickd nad k(P) a soustava T'N
N (P’ X W) je normalné algebraicka nad k(P’). Necht C je libovolna kompo-
nenta soustavy T N (P X W), kterd ma obecny bod (P, @) nad k(P). Necht
nyni (P’, ') je koneéné specialisace bodu (P, ) nad k a takova, Ze bod Q'
je né&jakou isolovanou specialisaci bodu @ nad specialisaci P — P’ nad k. Pak
podle véty 13 (W, 65) dimg (@) = dimg,, (€). Projekce bodu (7, ') na
varietu V je rovna bodu P’; proto bod (P’,Q")eT N (P’ X W).Bod (P’, Q') lezi
tedy aspon na jedné komponent& soustavy variet 7' N (P’ X W). Oznaéme
jednu takovou z nich C’, tak¥e (P’, @')e C’. Necht obecny bod nad k(P")
variety ¢’ je P’ X Q. Potom dimg(P', Q) = dimz#;(P’, @). Z posledni
relace plyne, dimg (P, @) = dim, ,(P’, @'). Vzhledem k diive dokézané
relaci dimy (@) = dimy(Q), dostévime dimy.(P'Q) = dimy,(Q). Oznad-
me C, (" projekce variety C, C' na varietu W. Ponévadz dimgz(P, @) =
= dimz5(Q) = dimg7,C a podobng dimg—5(P’, Q) = dimzz(Q) = dimy (@) =
= dimgzzC", plyne odtud, %e dimgzC' = dimy,,,C.

Necht 7 C V X W je alg. korespondence nad k mezi V a W a necht 7'a V
maji touz dimensi nad k. Potom obecnému bodu P nad k e V odpovidé « bod
na W, jez jsou algebraické nad k(P). Obecnému bodu @ nad k ¢« W odpovidd

variet, jeZ jsou algebraické nad k(Q). T je koneénd nad P (W, 106), coZ plyne -
z véty 2. :

Definice 3. T7CV X W jmenujeme algebraickou korespondenct (B, o)-znaé-
now nad télesem k mezi varietami V, W, kdy? projekce T na V rovnd se V
a projekce T na W rovnd se W a kdy% T je koneénd nad P a nad Q, kde P je obec-
ny bod nad k e V a Q je obecnsj bod nad k e W.

Zavedeme-li jesté pojem ,,projekce zT kVazT k W jereguldrni*, dostdvime
se tak k definici biraciondlni korespondence 7' na k mezi varietami V a W.
(W, 190.) Vlastnosti biracionélnich korespondenci nalezne &tend¥ ve W, 109
a nasl.

Jako piiklady na uZiti principu s¢itdni konstant dokizeme nasledujici véty.

V&ta 13. Necht Vr (r > 0) je varieta definovand nad télesem k v prostoru S».
Pak komponenty primiku obecné nadroviny (u,, ..., u,) prostoru 8™ a variety V'
jsou (r — 1)-dimensiondini variety, algebraické nad k(w,, ..., u,) a jsou konjugo-
vanymi obrazy nad télesem k(w,, ..., u,).

Dikaz. Necht (£) je obecny bod € V nad t&lesem k(u, ..., u,_,). Uvazujme
viechny nadroviny z prostoru S», které timto bodem prochazeji, coz je vyjé-
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dfeno rovnici w,& 4+ ... + u,é, + 1 = 0. PonévadZ (&) je obecny bod e V

nad k(% ..., %,—,), plyne z toho, Ze k(&, uy, ..., u,_,;) je reguldrni rozsifeni nad
k. Ukazeme nyni, Ze existuje alg. korespondence s obecnym bodem (&, %, ...
o Uy) nad k mezi V oa 87, kde w, = — (1 + w, & + .. + Up1Eny) @ Ea
Soustavu soutadnicovou jsme volili tak, ze &, + 0 a &, je transcend. nad k.
Musime proto dokazat, Ze bod (&, u,, ..., %,) mélocus T'nad £, t. j., Ze k(&, u,, ...
...y Uy) je regularni roz&ffeni nad k a Ze projekce 7' na V je V a projekce T na
Sn je S, ’
Dosadime-li do k(& uy, ..., ) za w, = — (L + u & + oon + Upq&ny) t Eny
dostaneme, ze k(&, uy, ..., Un_y) = k(&, Uy, - .., Uy), @ ponévadz k(&, u,, ..., Up_;)

je regularni rozsiteni, je takové také k(&, u) a bod (£, ) mé tedy locus nad £,
ktery jsme oznacili 7. Projekce 7' na V je zase zfejmé& V. Projekce 7' na S* je
také 87, nebot u,, ..., u, je mnozina n nezavislych veli¢in nad k. Predpokla-
dejme, Ze u,, ..., u, jsou algebraicky zavislé nad %, pak u, je algebraické nad
k(uy, ..., uy_y). Potom f(u,) = ui + aup ™t + ... - a, = 0, kde f(z) € k[u,, ...
< vy Uy_q] [#] je irreducibilni polynom. Dosadime-li za u, = — (1 + & + ...
et u,y &) ¢ &, dostaneme '
[—( 4+ w4 ooy Eny)  E]e g . =0.
" Po vynédsobeni &5 dostaneme
f—1 - u1£1 e un—lfn—l)]a + alén["']a—l +...=0.
Ponévadz (u,, ..., u,_,) jsou algebraicky nezavislé nad %(&), musi koeficienty
u v8ech monomu vy, ..., 4,_, byti rovny nule. Tato vlastnost plati i pro koefi-
cient u monomu nultého stupné, z éehoz plyne (— 1)* 4 a;o(— 1)271&, + ...
oo F ayén =0, kde a;, € k. Ponévadi &, je algebraicky nezavislé nad k, musi
viechny koeficienty v posledni rovnici byti rovny nule, coz vede ke sporu,
nebot (— 1)= + 0. Podle principu konstant plati »r +n — 1 = n + 4, odtud
plyne 6 = » — 1. Tedy obecné nadroviné ¢ 8 odpovidaji (r — 1)-dimensio-
nalni variety algebraické nad k(uy, ..., %,) & jsou konjugovanymi obrazy nad
timto télesem. ‘
Uplné stejné bychom dokizali vétu 14.

Vé&ta 14. Necht V7(r > 0) je varieta definovand nad télesem kv S*. Pak komgpo-
nenty primiku obecné nadplochy v prostoru 8™ a variety V jsou (r — 1)-dimensio-
ndlnt variety, které jsou algebraické nad k(u) a jsou konjugovanymi obrazy nad
télesem k(w) . [(w) je mnofina koeficienti, néjaké obecné nadplochy.]

Véta 15. Nechi V'(r > 0) je varieta definovand nad télesem k v S* a [I*~!
varieta nad tymé télesem. Potom V' O I["~1 = V™ nebo V' N 11"~ je soustava
variet, jejiz kaZdd komponenta md dimensi r — 1 a vdechny komponenty jsou
algebraicky konjugované nad k.

Dikaz plyne takika bezproéti‘ednim uZitim véty 14 a véty 9.

Poznimka. Véta 15 je bezprostiednim disledkem th. 7, W, 86.
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