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Casopis pro p&stoviani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

-

ROZKLAD KONECNEHO PRAVIDELNEHO GRAFU NEPARNEHO
STUPNA NA DVA FAKTORY

ANTON KOTZIG. Bratislava DT:513.19.001
(Doklo dne 8. Yijna 1956)

V ¢lénku odvodzuje sa nutnéd a postadujica podmienka pre existen-
ciun rozkladu koneéného pravidelného grafu (2n 4 1)-ého stupia na
dva faktory a to na faktor n-tého a faktor (n + 1)-ého stupna pri Tu-
bovolnom prirodzenom ¢&isle n.

1

Najstarsie problémy z teorie koneénych grafov!), ktoré boli rieSené, si
problémy tohoto druhu: aké podmienky musi spliiovat graf @, aby v G existo-
val uzavrety tah (nazyvany tieZ eulerovskou &iarou) obsahujici vietky hrany
grafa G. Uz L. EvLER vr. 1736 dokdzal, Ze nutnou podmienkou pre existenciu
takéboto tahu je tato podmienka: G je stvisly graf, v ktorom kazdy uzol je
uzlom parneho stupnia. Dokaz, Ze uvedend podmienka je tieZ postacdujica,
vykonal HierEOLZER r. 1873. Iny zakladny problém z teorie grafov riefi
znama Listingova veta z r. 1847 o rozklade grafu na systém otvorenych tahov
(jej doékaz podal az Lvcas v r. 1882), ktord hovori, Ze v suvislom grafe G,
ktory mé 2m (m > 0) uzlov nepirneho stupiia, existuje v#dy taky systém otvo-
renych tahov &= {P,, P,, ..., P,}, Ze kazd4 hrana grafu G je hranou prave
jedncho tahu € & a systém & s touto vlastnostou obsahuje najmenej m otvo-
renych tahov. Systému & otvorenych tahov s uvedenou vlastnostou, ktory m4
prave m tahov, budeme dalej hovorit Listingov systém tahov.

Vzhladom na to, %e poéet uzlov neparneho stupnia v Iubovolnom grafe je
pérny (dokaz tohoto tvrdenia vykonal uz EvLER r. 1736), pripomenuté vety
riefia dplne problém existencie takého rozkladu sivislého grafu na minimany
podet tahov, Ze kazda hrana grafu je hranou prave jednoho fahu (odkazy na
prisludnd literattdru najde &itatel v [1]).

Na moZnosti pouZitia tychto ddvno znamych poznatkov pri rieSeni niekto-
rych problémov z teorie pravidelnych grafov poukézal som v neddvno uverejne-
nych &lénkoch (Poznimky k Listingovej vete o rozkladoch grafu na fahy,

1) V celom ¢lanku pod grafom rozumie sa vZdy koneény graf.

o
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Casopis pro pést. mat. 87 (1956), 396 —404 a praca [2]). V tomto &ldnku odvodim
— vychadzajic z pripomenutych poznatkov a navizujic na oba svoje lanky —
nutnt a postadujicu podmienku pre existenciu rozkladu pravidelného grafu
(2n + 1)-6ho stupiia na faktor n-tého a faktor (n -+ 1)-ého stupna pri Tubo-
volnom prirodzenom ¢isle n.

Cheem tak ukézat, Ze $tidium fahov (otvorenych i uzavrenych, najmé
eulerovskych &iar) z roznych hladisk skryva este vela moznosti rozvoja tedrie
grafov i ked niektoré zo zdkladnych otédzok v tomto smere st uz ddvno zod-
povedané.

Poznamenajme, Ze napr. o podmienkach pre existenciu rozkladu pravidel-
ného grafu neparného stupiia aspoi na dva faktory — aZ na malé vynimky —
nie je takmer nié zndme. Vynimku tu tvoria pravidelné grafy tretieho stupna
neobsahujiice mosty, o ktorych dokizal PETERSEN v r. 1891, Ze sa daji vidy
rozlozit na dva faktory a tak zvané parne pravidelné grafy (pod parnym gra-
fom sa rozumie graf, ktory neobsahuje Ziadnu kruZnicu s nepadrnym podtom
hran), o ktorych je zndme (pozri [1]), Ze sa daji vZdy rozloZit na » linearnych
faktorov. Pokial ide o ostatné pravidelné grafy nepirneho stupiia, dali sa
skoro vSetky doteraz zndme poznatky o moZnostiach ich rozkladu na dva
faktory zhrnit do niekolko mélo pozndmok (ako to urobil napr. Konig v [1],
str. 195) tykajtcich sa najmé dlohy, ktort hraji mosty pri takychto rozkla-
doch. Domnienka Petersenova z r. 1891, podla ktorej pravidelny graf nepérne-
ho stupnia neda sa rozlozit na faktory (t. j. takyto graf je primitivny) len
vtedy, ked obsahuje mosty, nebola doteraz ani vyvratend, ani potvrdens,
adkolvek uz dlhd dobu puta pozornost mnohych matematikov.

2

Dokézme platnost tejto vety:

Pravidelny graf (2n + 1)-¢ho stupria G (kde n je Tubovolné prirodzené éislo)
o 2m wuzloch dd sa rozloZit ma faktor n-tého a faktor (n -+ 1)-ého stupria prdve
vtedy, ked v G existuje Listingov systém tahov, ktorého kaZdy tah md mepdrny
podet hrdn

Doékaz. I. Nech v @ existuje Listingov systém tahov & = {P,, P,, ..., P},
v ktorom kazdy tah ma nepirny podet hrdan, a nech tah P; e & je poplsa.ny
touto postupnostou prvkov e G:

P = ul(?’) hl 2( ) “2("')a e hzr‘—l,zr‘(i)’ qu‘(i) 5 (7’ = 1: 2: Aoy m) ?
kde u,(t) st uzly, Ay ,.1(¢) sd hrany a hrana k,, ,(¢) je incidentnd s uzlami
Up(B) 3= Upsa(i) (=1, 2, ..., 2r; — 1).
V grafe @, ktory pozostéva z prvkov a len prvkov istého otvoreného fahu
grafu G, s koncové uzly fahu uzlami nepirneho stuptia v @ a ostatné uzly
e G st uzlami parneho stupiia v G. Pretoze Iubovolny uzol u ¢ G je uzlom ne-

28



pérneho stupiia v G a lubovolnd hrana e @ patri prave do jedného tahu Listin-
govho systému, je kazdy uzol e G neparny podet krat (tedy najmenej raz)
koncovym uzlom tahov ¢ &. Ak oznadime p, poéet uzlov e @, ktoré st koncové

prave v ¢ tahoch, pla,ti g, = 0 a dalej: 2m = Z r.Q0,= Z o0,) + 05 + 20, +
+ 30, + ...; aviak z 0, = 2m, preto g, = 0 pre r > l Vysledok 0, = 2m.

Lubovolny uzol u e G’ je koncovym uzlom prave jedného tahu ¢ &.

Medzi symbolmi wu,(¢), kde 7€ {1,2,...,m}, xe{2,3,...,2r;, — 1} musi
byt prave n takych, ktoré oznaduji uzol u, lebo kazdy iny uzol otvoreného
tahu nez koncovy uzol stisedi s dvoma hranami v postupnosti P;, s ktorymi je
incidentny, a pretoZe « ¢ G je uzlom (2n + 1)-ého stupna v G, musi byt (okrem
toho, Ze je raz koncovym uzlom) prave n-krit vnitornym uzlom tahov e &.

RozdeIme hrany grafu @ do tried H,, H, takto: do triedy H, zaradme vSetky
hrany hy,_;2,(2), kde 1 =1,2,...,m; x = 1,2, ..., 7;, a do triedy H, zaradme
vietky ostatné hrany € G.

Lubovolny uzol u € G je incidentny prive s » hranami triedy H,, lebo vni-
torny uzol tahu ¢ & je incidentny prave s jednou hranou tahu patriacou do
H, a hrana tahu ¢ &, s ktorou je incidentny koncovy uzol tahu, patri do H,
(vieme uz, ze Iubovolny uzol e @ je nkrat vnitornym uzlom tahov e &).
Mnozina hran H, je preto mnoZinou hran istého faktora n-tého stupna G,
grafu @G. Mnozina H, ostatnych hran grafu G' je mnoZinou hrin faktora G,
ktory je zrejme faktorom (n -+ 1)-ého stupna grafu G.

Ak teda existuje v G Listingov systém tahov &, v ktorom kazdy tah md
nepéarny podet hran, potom G se dé rozlozit na dva faktory G,, G,, z ktorych
@, je n-tého, G, je (n 4 1)-ého stupia.

II. Nech existuje rozklad grafu G na faktory &,, G,, pritom @, je faktorom
n-tého stuptia v @ (a teda G, je faktorom (n -+ 1)-ého stupiia v G).

Oznadme znakom H, resp. H, mnoZinu hrin faktora G, resp. ¢,. Oznaéme
uzly grafu G znakmi %;, u,, ..., %y, & utvorme graf G’ z grafu @ tak, e spojime
novou hranou A; uzly w;, %,,, pre vietky 7 e {1, 2, ..., m}. Oznalenie uzlov
€ @ volme pritom tak, aby graf G’ bol stavisly. Toho vidy mozno docielit, lebo
@ mé najviac m komponent a ku @ priddvame m novych hran; teda dvojice
uzlov, ktoré spajame, moZno volit tak, aby @ bol stvisly graf.

Polozme Hy = Hy + {hy, ks, ..., b }; Hy = H,. Plati: graf ¢’ m4 tie isté
uzly ako graf G' a lubovolny uzol ue @ je incidentny prave s (n + 1)
hranami € H, a je incidentny prave s (n + 1) hranami ¢ H;. PretoZe mnoZiny
H,, Hy st zrejme disjunktné, s tieto mnoZiny mnoZinami hran faktorov
@y, Gy, ktoré st oba faktormi (n + 1)-ého stupiia v G

V préci [2] som dokézal, Ze v grafe G’ existuje taks eulerovskd &iara X,
7e ak obiehame po jej hranich, striedavo prechddzame cez hranu e Hy a cez
hranu ¢ H;.



Vietky hrany %; (i = 1, 2, ..., m), ktoré sme pridali ku grafu &, aby vznikol
graf G, patria do H,. Teda medzi dvoma po sebe idicimi prechodmi cez hrany
€ {hy, hy, ..., by} pri obiehani po eulerovskej &are - prejdeme nepdrny podet
hrén e G. Ak preto zrusime v E vietky hrany e {h;, h, ..., b}, rozpadne sa
eulerovsks &iara E na m otvorenych tahov, z ktorych kazdy: 1. obsahuje len

Obr. 1.

prvky e G; 2. mé neparny podet hran (¥e sd to otvorené fahy je zrejmé z toho,
%e kaZdy uzol € @ je incidentny prave s jednou hranou e { Tz Py « 555 Pt )s
Pretoze Iubovolnd hrana e G vyskytuje sa priave v jednom z tychto fahov,
uvedenym spdsobom kondtruovany systém otvorenych tahov je Listingovym
systémom tahov, v ktorom kazdy tah mé neparny podet hran.

Ak teda v G existuje rozklad na faktor n-tého a faktor (n 4 1)-ého stupia,
potom existuje v G Listingov systém tahov, v ktorom kazdy tah mé neparny
podet hran.

Rozklad grafu @ na faktor n-tého a faktor (» + 1)-ého stupia existuje prave
vtedy, ked v @ existuje Listingov systém fahov, v ktorom kazdy fah m4 ne-
pérny podlet hran. Dokaz vety je vykonany.

Poznimka. Ak v pravidelnom grafe (2n g 1)-ého stupiia G neexistuje
taky Listingov systém tahov, v ktorom kazdy fah mé neparny podet hrin,
neznamens to eSte,%e G je primitivny graf. Graf G zndzorneny na obrazku 1 je
pravidelny graf siedmeho stuptia, ktory se d4 rozloZif na faktor piateho a
faktor druhého stupia (hrany faktora piateho stuptia st znazornené plnymi
Giarami, brany kvadratického faktora &iarami pferuéovanymi, v.obr. 1); teda &
nie je primitivny graf. Aviak G nedé sa rozloZit na faktor tretieho afaktor &tvr-
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