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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 83 (1958), Praha

ULOHY A PROBLEMY

5. Bud n p¥irozené ¢islo. Budte

B, = (p"”‘ q""‘), Lk=1,2...,n,
’ Qr.: Pr,i

realné symetrické, positivng definitni matice druhého ¥4du. Budiz déle 4 =
n

= (@;3), 1, k = 1, ..., n, &vercova matice, pro niz a; , = > Pix» %i,5 = ¢s,; Pro-
k=1

1 %94, 4,5=1,...,mn. Matici A nazveme matici ptifazenou maticim B,

(5, k=1,...,n). S

a) Ukaite, %e 4 je symetricka positivng definitni matice.

b) Rozhodnéte, zda ke ka?dé positivng definitn{ ¢tvercové matici A existuji
matice B, (1, k =1, 2, ..., n) tak, aby 4 byla ptifazena k maticim B, ;.

c) V piipadsé, Ze neexistuji (obecné) matice B, ; (v otdzce b), rozhodnéte, zda.
tyto matice existuji za dalstho predpokladu, Ze viechny prvky matice 4 jsou
kladné.

I. Babuska, Praha

6. V n-rozm&mém eukleidovském prostoru nechf jsou dény jednotkové
—1
5 -
Jest dokézat, %e existuji realna &isla ¢y, c,, ..., ¢, tak, Ze charakteristicks &isla.
g1 Jas ---» §n Gramovy matice vektort c,a,, c,a,, ..., c,a, spliuji podminku
g1 g e ¢ 2 In-m ; In-mi1 = +oo = Gm > m41 = +e. = G = 0.

’r N LY W b4 7’ n
vektory ay, a,, ..., a, vytvakejici m-rozmérny podprostor, kde m <

Vidclav Havel, Brno

7. V n-rozmérném eukleidovském prostoru necht jsou dény posloupnosti
bodi U = {472, B = {B}i*1, kde body 4,, 4,, ..., 4,., vytvotuji m-roz-
mérny podprostor a body By, By, ..., B, vytvofuji cely prostor. Jest nalézti
podminku pro to, aby posloupnost ¥ byla sttedovym nebo paralelnim pramsg-
tem posloupnosti B’ = {B;}:; shodné s B (podrobndji: aby bod 4, byl pri-
métem bodu Bj, bod 4, primétem bodu B, atd.). Jest Fesit obdobny problém,
PFi ndm% posledni body 4, ., Bn.2, Bnis jsou nahrazeny ptimkami.

Véclav Havel, Brno



ReZeni jedné tlohy Jana MaFika

(Regeni ulohy &. 9 oti¥téné v tomto Sasopise, rod. 81 (1956), str. 470)

V tomto &lénku je elementérnimi prostfedky dokdzéna véta 1 & tim YeSena uloha &. 9;
v odstavei 5 je pak naznateno {v&ta 2) zobecndéni na ptipad spojitych ktivek:?)

1. Véta 1. Nechi L, M jsou lomené &dry. Necht L md.podtebnt bod A[0, —1] & koncovy
bod B[O, 1], necht M md po&diteéni bod C[—1, 0] a koncovy bod D[1, 0]. Necht pro kazdyj bod
[z, y] mnoZiny L (resp. M) plati |z] =1 (resp ly| = 1)- Pak LN M % y

2. Lomend &ra je konetnd posloupnost U e u,} netrividlnich uzavienych useéek

; = P;_P;. Body Py, ..., P, tvoti posloupnost vreholi lomené tary. Jestlize P, = Po,

pak lomen4 &éra je mmnohothelnik. Kazdé lomené &éfe je ptitazena mnoZina jejich bodd,
kterou oznadime stejnym symbolem.

Smér v dal¥im znamend orientovany smdr. p(4, s) (resp. g(4, §) znati piimku (resp.-
uzavienou polopiimku), uréenou bodem A a smérem s.

3. Necht L = {tyg, ---> %} J& lomené Sara a necht M C E. Definujme funkei ¢(L, M)
takto: o(L, M) = 0 (resp. = 1), jestliZe potet indext ¢ s vlastnosti w; 0 M = @ je sudy
(resp. lichy).

Lemma. Necht N je mnohothelnik, necht A, B jsou dva body takové, ¢ N N AB = 9.
Necht V je mno¥ina viech vrcholt mnohothelniku N, rozmmosend o body A, B. Necht 8 je smér
takovy, % na kazdé primee tohoto sméru lest nejoy’ jeden bod mnosiny V. Pak

o(N, g(4, 5)) = ¢V, 9(B, 8)) - )

Dukaz. Oznadme g, = ¢(4,8), &2 = q(B, s). Ptipad 4 = B je jasny. Necht A #__B_._
Usetka AB neni rovnob&#né se smérem $. Existuje nejvys koneény potet bodt C ¢ AB
takovych, Ze na q(C, s) le#i n&jaky vrchol éary N. Pritom je v¥dy 4 = ¢ =+ B.

Jestlize z4dny takovy bod C neexistuje, pak kazda usedka dary N, kterd protiné jednu
z polop¥imek ¢;, 92 protiné i druhou, tak#e (1) plati.

Necht body C existuji. MaZeme se z¥ejm® omezit na pripad, Ze takovy bod je pouze
jeden (jinak lze 4B vhodn® rozdélit na konetny podet ¢dsti ana ka¥dou zvl4st uZit uvahy,
které nasleduje). Necht D je vrchol ry N, ktery leZi na q(C, s). ProtoZe N je mnoho-
thelnik, 1ze Gsetky tary N, které maji D za krajni bod, sdrugit ve dvojice sousednich tak,
%e u ka¥dé dvojice nastéva prévé jeden ze dvou pripadii: bud a) ob8 tsetky protinaji touZ
z poloptimek ¢;, g2 nebo b) ka¥dé z nich protiné jinou. Usetky déry N, které nemaji D za
krajni bod a protinaji jednu z polopfimek g1, g2 protinaji i druhou. Z ptedchoziho uhrnem
snadno plyne platnost vztahu (1)

4. Dukaz véty 1. Predpokladejme, ¥e I 0 M = (. Existuje gislo a takové, Ze pro
ka#dy bod [z, y]e Lplatiy <a®@ soudasnd pro kazdy bod [z, y] e M plati ¢ < a. Necht
D' =[a+1,0L,E=[a+ 2, —2],F =[a+ 2,2,G=1[a+ 1, al, H = [o, a]. Necht M”
je lomené téra, které vznikne z M pFidénim tGsedky DD’ jakotto posledni. Necht L’ je
mnohothelnik, ktery vznikne z L tak, ¥e mezi koncovy bod B a potétedni bod A vloZime
t4setky BF, FE, DA. Ziejm¥ L' 0 M = L0 M a tedy L’ 0 M’ = §. Necht s je sm¥r ta-
kovy, Ze

gD, &) N GH =+ 9 (2)

1y V glanku je pouZito zjednoduéeni pavodnich d\':_kazfx, které navrhl J. MARIX.
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& ¥e na kazdé piimee sméru s le#i nejvys jeden vrehol kterékoliv z gar L', M’. JestliZe
M = {u,y, ..., u,}, u; =P;y, P;, Py = C, P, = D’, pak podle lemmatu

oL, q(P;—y, 8)) = oL, q(P;, 8)) -

ProtoZe ziejm& ¢(L/, ¢(C, s)) = 0, plyne odtud ¢(L’, g(D’, s)) = 0. To je spor, nebot
s ohledem na (2) je p(L’, ¢(D%, 8)) = 1. Tedy L' " M’ == P a tedy i L 0 M = {.

5. Vé&ta 2 necht vznikne z véty 1 ndhradou pojmuw ,,lomend édra‘* pojmem ,,spojitd kfivka.
(Spojité kiivka je spojity obraz uzaviené uselky.)

Elementérni dikaz této obecnsjsi véty 2 lze zaloZit na dukazu véty 1. Elementé,rnost
je viak zde nutno chépat v $ir§im smyslu ne# di¥ive. Samo uZiti pojmu spojité kiivka na-
znaduje, %e by nebylo na mist8§ vyhybat se zédkladnim vlastnostem spojitych zobrazeni
a pojmu kompaktnosti.

Dukaz v&ty 2. Necht L N M = . MnoZiny L, M jsou kompaktni, maji tedy kladnou
vzdélenost 2e. Zobrazeni, kterd davaji L a M jako#to spojité obrazy uzaviené tsetky,
jsou stejnom&rnd spojité. Na zéklad¥ toho se snadno sestroji lomené &ary L', M’ takové,
Ze spliiuji predpoklady vty 1, pii éem¥ L’ lezi v e-okoli 84ry L a M’ v s-okoli Sary M.
Odtud plyne L’ N M’ == (J, coZ odporuje véts 1.

Jir4 Beévdf, Liberec
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