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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 83 (1958), Praha

ASYMPTOTICKE VZORCE PRO RESENI DIFERENCIALNI
ROVNICE y” + f(t)y = 0

VLADIMIR DOLEZAL, Praha
(Doslo dne 3. ¥jna 1957) DT: 517.941

V této préci jsou pro FeSeni diferencidlni rovnice (1) odvozeny
asymptotické vzorce (2) za predpokladu, Ze funkce f = konst > 0
a funkce f~=, kde « je libovolné é&islo 0 < & < %, je konvexni na
intervalu <t,, ).

V élanku M. Zrimava (viz [2]) byly dokézdny pro FeSeni diferencidlni rov-
nice
Yy +ft)y=0 (1)
asymptotické vzorce

y(t) = f"14(t) {yo sin ([ () ds + @) + o(1)},
. (2)
y'(t) = f:(t) {y, cos qf‘h(s) ds + @) + o(1)}

za predpokladu, Ze funkce f = konst > 0 a f~* je konvexni na intervalu
ty, ). V &lénku J. KurzwEILA (viz [3]) je uvedeno bez dikazu, Ze k tomu,
aby platily asymptotické vzorce (2), staéi predpokléddat, Ze je konvexni funkce
fokde0 <o < 3.

V této préci je tento dikaz proveden. Jednoduchym zptsobem jsou pak od-
vozeny asymptotické vzorce pro diferencidlni rovnici

(m()y') + q)y =0. 3)
Déle je uveden piiklad, %e k tomu, aby platily asymptotické vzorce (2), jiZ
nestadi predpoklad, Ze funkce f~/* je konvexni.

I

Nejprve uvedeme nékteré vlastnosti konvexnich funkei, které budeme
v dalsim pottebovat. )

Bud g konvexni funkce definovand na intervalu {f,, ©) a 0 < g(t) < konst.
Pak plati:
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a) g je v intervalu {i,, o) nerostouct.

b) g je v intervalu (t,, ) spojitd, md v kazdém bodé vlastni derivaci zprave a
viastni derivaci zleva. Funkce ¢, a g jsou neklesajici a platt g' (t) < ¢’ (£) pro
kaZdé t e (t,, 00). Body, v michZ funkce g mesmd vlasini derivaci, tvori spoletnou
mnozinu (viz [4] kap. V.).

ProtoZe se ndm jedné o asymptotické vlastnosti, miZeme bez tijmy obec-
nosti predpoklddat spojitost a existenci vlastni derivace zprava i v bod8 £,

c) g je absolutné spojitd na kaidém intervalu {a, b, kde t, = a < b < c0.

Dikaz. Podle vlastnosti b) je ¢ spojitd v {a, b). Derivovan4 ¢&isla D*g(c) =
= D.g(c) = ¢'. (c) a tedy plati ¢’, () < D*g(c) < ¢, (b) pro ¢ € {a, b). To stadi
(viz [4] str. 198 pozn. 14), aby ¢ byla absolutn& spojitd v (a, b).

d) g, () < 0prot e, ).

Dikaz. Kdyby pro a>t, bylo ¢’ (a) = ¢ > 0, pak pro vSechny body
t > a by platilo ¢, (£) = ¢ a (viz [5], véta 154)

a(?)

g(t) = f)ds + g(a) = fg (8) ds + g(a) = c(t — a) + g(a) >
g(a
a to je spor.
e) lim ¢, (t) = 0.
t—c0

Dikaz. Funkce g, je monotonni, omezena, tedy lim g¢’, (¢) existuje. Podle
t— .
predchézejici vlastnosti je nekladni. Kdyby lim ¢, () = — d?, d + 0, pak pro
t—x

viechna e (ty, ©) je ¢. (1) < — d® a

a(1)

git)y = [ ds+g(to)—fg s)ds + glt,) = — d¥(t — ) + g(t) > — ©,

9(to)

coZ je spor.

Pomocna véta 1. Bud ¢ komexni funkce definovand na intervalu {f,, o0)
takovd, Ze pro kaZdé te {4, ) je 0 < g(t) < konst. Pak ke kaZdému n > 0
existuje funkce g majici spojitou nezdpornou druhou derivact (0 < g(t) = g(ty))
takovd, Ze

lgt) — g(O)] <7
pro véechna t € {t,, ) a
lg'®)] < ()
kde p(t) = |g’.(t — 2)| pro te s + 2, ) a p(t) = |9’ ()] pro t e {o, bt + 2.

Dtkaz. Budeme aproximovat funkei ¢, funkc1 g'. Zvolme 7 > 0. Ziejmé
1ze zvolit body z; (1 = 0,1,2,...) tak, Ze 7, jsou body spojitosti funkee ¢,
(g, je spojita skoro viude) a Ze

T e . BTy CH S Ty L =00

(0, (Tins) — (7)) (T — ) < 7. (4)
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" Funkei ¢’ sestrojime v kaZdém intervalu (z;, 7;,,> ndsledujicim zpisobem:
Bud je ¢, (v) = . (vis), pak polozime /(1) = ¢, (1), nebo je ¢, (r)) < g, (rssa)-
V tom piipadé uréime nejprve ¢islo d > -0 tak, aby

(0 @is)) — 0 @) d = — [ §(6)ds + g (Tise) (Ters — 7).«

Je 0 <d <7y —7; Poloime dy =1, dy=71;+4d, dy =1;,, d, =dy —
= mj.rl (d4 = dz, d2 = do), d3 == dz + mil’l (d4 = dz, d2 = do). Plarti d3 e Jg =
=d, —d, = §(d; — dy).

A nyni definujeme

g,(t) = g,-)- (Tz) pI‘O t € <d09 d1> ’

_ 2q" (z; —q' (T

g = Ml 2B _ap o) pro tedd,
7() = — 2L SLlD (a4 gl pro tedd o,
g =g’ (i) pro fe{dy, dy .

Je ziejmé, Ze takto definovans funkce g’ mé v¥ude spojitou nezipornou
derivaci. Podle vlastnosti d) je g'(f) < 0. Z konstrukce déle plyne, Ze

lg'@®)| = ),

kde p je funkce definovana ve znéni véty. Podle vlastnosti e) plyne, Ze
lim p(t) = 0.
t— o0

Definujme nyni funkei g vztahem
t
g(t) = [g'(s) ds + g(t) -
to

Pak g mé spojitou nezidpornou druhou derivaci, je nerostouci a shora ome-
zend g(¢) = g(to) = 9(t)-
Snadno se spoéita, Ze

[ e ds = [ g() ds, (5)
a tedy pro t e (t;, 7;.,) plati
t t t
l9t) — () = [[g(6)ds — [g'(s) ds| = | 7. (8) — g'(s) [ds =

= f@; (Ti41) — §'+ (r;)) ds,

%

coz je podle (4) men§i nez 7.
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Zbyvé dokézat, Ze g(t) > 0 pro t € {t,, ). Necht existuje ¢ e (£, o) takové,
Ze g(c) = 0. Pak existuje ¢&islo r tak, %e c € <7,_,, 7,». Podle (5) plati g(z,) =
= g(z,) > 0. To je spor, nebof g je nerostouct.

Pomocna véta 2. Bud | funkce definovand na intervalu {(f,, o) takovd, %e
pro kaZdé t e {t,, ) je f(t) = konst > 0. Necht f md spojitou druhou derivaci.
Necht existuje redlné &islo « (0 < o < }) takové, Ze f—= je komvexni v {f, ).
Pak integrdl

f [ e(s) (- o(s))"] ds

konverguje a platt pro t = t,

e}

S 165~ ds < elf=(@) 1=

t

kde konstanta ¢ zdvist jen na &isle x.

Dikaz. Z rovnosti

FER@) = {OE )Y = (hO) + oG )”
plyne .
o @G @) < B(FRE)] + ).
Plati

1

(MO = o (== (=0 -

1
— =1 » z
Funkce (f~=)?#  je omezend a nerostouci v {f,, o) (nebot f~= je nerostoucl a

;— — 1> O) . Funkece (f—=)’ je neklesajici a omezend v ({,, o). Obé funkce
104

maji tedy kone¢nou variaci a tedy i funkce (f~*:)’ m4 koneénou variaci a zfejmé
plati o

-]
>~

-SR0S 1

[ as = T (M) S () G0y
- Dale plati

e

1

(=0 = o (=OF=" (F=(0)).

Z rovnosti

v I %) _1;_:2 w - 1 o
[ 2 de= [ () (f{s)) ds
!—G(t) 1

plyne konvergence integralu vpravo, a protoze je (f#(f));_, = (f*(#))’ = 0,ikon-
vergence integralu [ (f~7*(s))’? ds. Snadno se spotte, Ze
i
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fwwww<; s = G

i

Tim je véta dokézana.
V daldim budeme pottebovat jesté nasledu]101 tvrzeni (viz [1] str. 46):

Pomocna véta 3. Budte ¢,y nezdporné spojité funkce, ¢ kladnd konstanta.
Necht pro t = t, plati
17
P(t) = ¢ + [o(s) y(s) ds
o
Potom je pro t = t,

@(t) < cexp (tf p(s) ds) .

1I

Véta 1. Bud | funkce definovand na intervalu (t,, o) takovd, Ze pro kaZdé
t € {8,, ) je f(t) = konst > 0. Necht existuje rediné éislo x (0 < & < }) takové,
%e f~= je komvexni ma intervalu {t,, ). Potom pro obecné fedeni diferemcidini
rovnice (1) plati ndsledujici asymptotické vzorce:

y(t) = f7(2) {yo sin ([ F'(s) ds + @o) + 7(0)}
" (6)
t) = f* (t) {yo cos <tf f(s)'* ds + @) + 6(2)}

kde y(t)— 0, 6(t)— 0 pro t— oo, a plati prot = t,

(¢ 4 2)| < konst [(f~=(¢)). |5 [6(¢ + 2)] < konst |(f~ "‘(t))ll

Neni-li y nulové fesent, pak y, += 0.

Dtkaz. Vétu dokdzeme nejprve za predpokladu Ze funkce f mé spoptou
druhou derivaci. ol

leerenclalm rovnici N
2+ {ft) — PO e = U ' (7)

prevedeme na soustavu

o 1] |
{l )+ OGO, ” @

ktera, méa obecné resem

z.,f hit) sm( f f"’(s) ds + %) ' _
v(t) = i .. .{9)
2(f~(8)) sm(f [Fi(s) ds + o) + zof"‘(t) cos(fi 4 s) ds + o

455



Podobné rovnici (1) pfevedeme na soustavu dvou linedrnich rovnic a upra-
vime takto '

[

N — ) + f‘/‘(t)(f""(t))", 0 —fl@)(~ @), 0

Rovnice (10) je vlastnd rovnice (8) s pravou stranou. Jeji obecné feseni je
déno vzorcem (viz [1], kap. I, véta 3)

u. (10)

ut) = v(t) + ftV(t) V-1(s) B(s) u(s) ds .

V je matice, kde prvnim sloupcem je ¥eSeni rovnice (8) dané poéatetni podmin-
kou v("(t,) = 1, v§"(t,) = 0; druhym sloupcem je Yefeni rovnice (8) dané po-
datedni podminkou v?(f,) = 0, v2(t,) = 1. Determinant matice V je (viz [1],
kap. I, véta 2) roven jedné.

V-1 je matice inversni k matici V

{22) £), — (2) ¢
vo=[ 5 bl
B je matice
0 , 0
4 = H — PO, oH '
Snadno se nyni spoéita

V(t) V-(s) B(s) u(s) =
— 7RO ()" (sin [14(r) dr) uy(s)

— {Fl@)(F1(8)) (cos [FT(r) dr) 4 (F7 () (f7/4())" (sin [ £ 2(r) dr)} s (8)
a odtud plyne, Ze

t i t
Uy(t) = I OREN Sin(tf fla(r) dr + o) — t{ (f~"1))" (sin [f7x(r) dr) uy(s) ds},
e 8 (11)

us(t) = f1*(t) {z, cos (tf Fix(r) dr 4 yo) — [(f(s))" (cos tf f(r) dr) w,(s) ds} +

+ (f77@) {z sin (tf F) dr + v,) -, J(718))” (sin [f7x(r) dr) uy(s) ds} -
Z vyjadieni (11) je ﬁdét, Ze
1F18) ua(t)] < 2o + tf [f~ (&) (= 14(9))"] - [f1(s) uy(s)] ds
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a tedy podle pomocnych vét 2 a 3 je
|F74(¢) wy(8)] = [0 exp ( ! [f~7s)(f~4(9))" ds) =
0 , ‘ ‘
< Tl xp (e )™ [(F=(Oies} - (12)
Pouzijeme-li tento vysledek, obdrzime, Ze integraly

f (F~"(s))" (Smff”’ (r) dr) uy(s) ds , fw(f""(S))" (cos f f(r) dr) uy(s) ds,

. © i
'[ (f'l"(S))" (sin[ f"‘(?‘) dr) u,(s) ds , tf (F71(s))" (cos [fTs(r) dr) uy(s) ds

konverguji pro kazdé t e (t,, ).
Dokézeme, e vektor

40 J76) Gin [740) dr) o) d
i f (="H(6)" (o0 [P0 dr) () ds +

(MO ()" in [F0) 88) (o) ds

je feSenim soustavy (8).
Oznadime-li

(F~7(s))" (sin f fla(r) dr) wy(s) = ga(s, ) a (F7/4( 8)) (cos f f"’ r) dr) uy(s) = ga(s, 1) »

pak obé funkece g,(s, £), g,(s, t) jsou integrovatelné pro kazdé t e {t,, ), parci-

alni derivace —& %2- existuji pro vSechny body (s, t) € {f;,, 00) X (to, )
a maji mtegrovatelné majoranty. Muzeme derivovat za integradnim zna-
thenim (viz [5], véta 108). Dosazenim do soustavy (8) se pak snadno pfe-

svédéime o spravnosti nadeho tvrzeni:
Tedy muzZeme pséat
7148 fw(f s(8))" (sin ff‘/’ (r) dr) uy(s) ds = f~/+(t) Z, sin (ff/’ ds + Y’o)
7o) [0 (008 [174r) 40) wafs)ds + (13)
to

0

(=) [(1~(s))" (sin ff I(r) dr) us(s) ds = Zof '+(t) cos (ff"'(r) ar + W) +

t,

+ (7)) Zo sin (ff‘['(s) ds + ).
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Polozime-li

2o 8in p, — Z, sin ¥,
2, €08 W, — Zy cos P’

Yo = Vz?} + Z% — 2207y c08 (y, — ¥y), tg @, =

pak vztahy (11) miZeme piepsat takto:

) = £40) (g sin ([F6) s + o) + f(f""(s»” (sin [f(r) dr) uy(s) s} ,

uy(t) = f74(t) {yo cos 5 JF() + @) + ofo(f"" (8))" (cos [fx(r) dr) uy(s) ds} +

+ (70 {go sin ([14(5) ds + o) + [(F146))" (sin [F12(r) dr)un(s) ds} .

Oznadime
) = J~He)" (@in 1) &) wa(e) s, |
B(6) = M)/ ") vusin ([1) ds + o) + [ )" (c0s [172r) dr)(5)ds +

+ £ () Zfou-‘/‘(s))” (sin [f0fr) dr) a(e) -

Pouzijeme-li nyni vztahu

1
F0) (Y = 5 (0 = o (@ (=),
pomocné véty 2 a odhadu (12), obdrzime
y(E)— 0, ()= 0 pro t— oo, [yt + 2)| < konst [(f~=(£))[,
18(6 + 2)] < Tonst [(~<())’| -

DokéZeme, Ze pro nenulové fefent je y, + 0. Ziejms je z, = 0. Stadéi dokazat,
%e z) + Z,. Podle vlastnosti e) k libovolné malému z > 0 ze zvolit ¢, tak, aby
l(f—a(t))'t—t.l <7.

Zvolime-li vhodné 7, obdrzime ze vztahd (13), Ze Zj < }z,.
Tim je prvni ¢ist dikazu hotova.

Nyni dokaZeme asymptotické vzorce (6) bez dopliujicich piedpokladi
o funkei f. Podle pomocné véty 1 lze na intervalu (t,, co) sestrojit k funkei
f~= stejnomérné konvergentni posloupnost funkei g, = f,* takovych, Ze maji
nezdpornou spojitou derivaci a pro viechna n plati

0 < f%(0) = f2%(t) = f=(t) »  |[(F2°())] < p(8) ,
kde p(t + 2) = [(f~=(®)). -
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Funkee f, maji spojitou drubhou derivaci, pro ¢ e {f,, c0) plati 0 < konst <
= f.(t). Funkee f, konverguji stejnomérné k f na kaZdém ohraniéeném inter-
valu (ty, £, kde £, < f, < 0.

Pro obecné fefeni diferencidlni rovnice y” + f,(t) y = 0 plati asymptotické
vzorce (6).

Podle obecné véty o zavislosti FeSeni systému diferencidlnich rovnice na
parametru plati: Bud y, YeSeni rovnice y” 4+ f,({) ¥y = 0 a ¥, jeho derivace,
urdené podatedni podminkou A

yn(to) =a, y,’,(to) — b .
Potom y,(t), ¥.(t) jsou na kazdém ohranieném intervalu stejné omezené a

lim y,(f) = y(t) , Limy,@) =y'¢),

kde y(t,) = a, ¥'(%,) = b a y je feSeni rovnice (1).

Pro y, plati asymptotické vzorce .

Yn(t) = f2(¢) {Yon8in (f f"’(s) ds + @o,0) + 7alt)}

Yn(t) = FI4(t) Yo, C08 ( ,f fir(s) ds + @o.) + 0a()} -

@on j© ZFejm& mozné volit vidy z intervalu (0, 2z) a miZeme tedy vybrat
posloupnost y, ,(f) tak, Ze @, — @ Z konstrukce funkei f, je vidét, Ze
1

G )™ = (™ 5 (F7°O);=s, = (F-*#));-, Zo viorce (11) plyne, Ze
2, nezavisi na n.

Je tedy
)] = ]%]:fo [(£"14(s))" £ ""4(s)| ds exp {G(f"“(to))z" [(f" “(t))L [} < konst p(f) .

Posloupnost y,, je omezena a 1ze tedy vybrat y, ‘(t) tak, Ze Yon,~> Yo
Protoze y,(¢) konvergUJe k y(t) a f,;7 /(f) Yo, 81n ( f f/"(s ds + @on) konvergu]e
k f774(t) y,sin ( f f"(s) ds + ¢,) pro kazdé e (b, oo), musi y,(t) konvergova.t
bodové k funkcl y(t), kterd spliiuje vztah
[y(t)] = konst p(?) .

Podobng, protoze y,(t) konverguje k y’(f), musi také §,(!) konvergovat
bodové k funkei 4(¢), o které opét plati

15(t)] = konst p(t) -
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Refeni y ma tedy asymptotické vyjadieni (6). Stejné jako v prvni &isti
dikazu se dokdzZe, Ze y, + 0 pro kazdé nenulové FeSeni.

t
1
Diferencialni rovnice (m(t)y’)’ + q(t)y = 0 se dé substitueci x(f) = f o ds
tﬂ
prevést na tvar (1). Pak z véty 1 plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 2. Bud m funkce majict spojitou derivaci, q spojitd funkce na intervalu
{ty, 0). Bud m(t) ¢(t) = konst > 0 a necht

t

x(t)=f%—>oo

Utvorme k funkci x funkci inversni a oznaéme
m*(x) = m(t(x)), ¢*) = q(t(=)) -

Bud « libovolné &islo takové, Ze 0 < o < }. Necht (m*(z) ¢*(x))~= je konvexni
pro x € {0, c©). Potom pro obecné FeSent diferencidlni rovnice

(m#)y') +qt)y =0
plati nasledujici asymptotické vzorce:

v = —— {yo sn [ /<
/@ 4@ :

re

y(t) = V,Zﬁ'z) {yo cos ( f ‘/j—% ds + %) + o(l)} .

I

ds + ‘Po) -+ 0(1)} >

Ve vété 1 jsou dokdzdny asymptotické vzorce pro fefeni diferencidlni rov-
nice (1) za piedpokladu, Ze f = konst > 0 a f~= je konvexni na intervalu
{ty, 00) pro néjaké « (0 < a < }). Nésledujici ptiklad ukaZe, Ze nelze pred-
poklidat 0 < x < %. :

Sestrojime nejprve na intervalu (0, o) funkei ¢ takto: Zvolme ¢(0) = 1.
Pak existuje pravé jedno d&slo 0 < a, < 1 tak, Ze

o —1
Tlga1—57t,

-1 : . ’
nebot funkce D,(z) = :EW lgz je v intervalu (0, 1) spojitd, klesajici a
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plati D, (1) =0, lim D (z)= co. Definujeme ¢,(t) = e ; } t+1 pro
20

4

2
te <O, > . Rovnice 3" + EIE y = 0 mé YeSeni uréené potateéni podminkou
1

1—a,

y(0) = 0,%'(0) + O:
mn=VﬁEwan@%§#im¢mﬁ,

u—1_,

kdek, =

Zvolme ¢, = 2 tak, aby y(¢,) = 0a y(¢) + O prote {2, ). Oznadime y'(¢,) =
= ¢, a definujeme ¢(t) = ¢,(t) pro ¢ € <0, ;).
Nyni zvolime 0 < a, < ¢(t,) tak, Ze

a, — o) Ay
16 g p(t) o
To opét Ize, nebot funkce D,(x) = i —lg(tl) Ig <P(2; ) je v intervalu (0, ¢(t,))
1

spojita, klesajici a plati lim D,(x) = + 00, D,y(p(t;)) = 0. Definujeme ¢,(f) =
20

— ot 2 3
= %—ZL(Q (t —t,) + @(t;) pro t€<t‘., &+ m> Ziejmé @,(t;) = @(ty)-

. 1 . y ’
Rovnice 3" + 71 y = 0 m4 Yefeni uréené poddteénimi podminkami y(¢,) = 0,
2 ¢ ;

y't) =c:

— . V4—Ic2 ®
y@)==V¢AUy?su1( T

1)) T
0 VZ—‘:k—g ¥
Zvolime ¢, tak, aby t, — ¢, = 2, y(t.) = 0, y(t) + 0 pro t e {t;, + 2,¢,), a defi-
nujeme ¢(t) = @,(t) pro te {t;, ty).

Stejnym zptisobem pokradujeme déle. Tim mame v celém intervalu (0, co)
definovanou funkei ¢ jakozto lomenou ¢aru spojujici body [t., ¢(f,)]. Ziejmé
je 1 = g(t) > 0 pro te {t, o).

Dokézeme, %e funkce ¢ je konvexni. K tomu staéi, aby derivace zleva ¢_ a
derivace zprava ¢’. byly neklesajici. To plyne z nerovnosti

()
1
a, — o(ty) V4 —k
kde b, = 2" <0, PR =yl i—=

Ay iy — P(tn) = ap — @(tn-y) =5

0 > kn+1 . 9 9 - n
Kdyby totis bylo Le2 " #0)  £o = flot) | pak g, + plhr) S+
~+ @(t,) < 2a,. To je spor, protoze funkce D, (x) = = q;(t"—l) Ig TN je
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v intervalu (0, ¢(¢,—,)> spojita, klesajici a plati
D,(p(tn-1)) =0, D,(a,) = 57, limD,(z) =+ o0,

z—0

D, (—;— (p(tn_l)) = ig‘o:l)— lg2 < 5n = D,(a,) a tedy @(t,—y) > 2a, .

Funkei f definujeme piedpisem f = ;}5 Pak f(t) = 1 pro vSechna ¢ € <0, o0
a f~"r je konvexni, nebot f~'» = ¢. Jestlize véta 1 plati i pro x = %, pak pro
kazdé feSeni rovnice (1), kde f je pravé definovana funkce, by platilo asympto-
tické vyjadieni

bedlln, thyy)=y(t) = VE(—ES {yo sin (f¢ Z dr + (PO) 0(1)} =
= Vo) {?/o sin (k

kde k,,, = ‘ﬁﬂ_;_‘ﬂ(t_i)_ .

H_l) +¢’o) + o0 (1)},

n+1 z-=0’”z+1 ( )

Ovsem rovnice (1) mé v naSem piipadé FeSeni

e (VA= 9
te(&n,tn+]>=>?/(t 270} ‘*”Sm( 2k,,+1+ lg¢(t,,))’ (14

. Ztejm& ly+?| > ¢ > 0 pro viechna n.

4 —
kde |yn+1| = |4y@ V
Iyo \ lyo \ V4 - kn+1
Zvolme nyni interval (t,,t,,,> a urfeme na tomto intervalu pocet nulo-
vych bodd funkce y(t) vyjadiené vzorcem (14). Funkce y(f) = 0, pravé kdyz

3 V4 k +1 (p(t))
si 2] =0.
. ( 2’0,,+1 g (P(tn)

Body ¢,,t,., jsou nulové body funkce y(f) a tedy na intervalu {t,,t,,.> je
praveé

1 V4 — kn+1 (p(tn+1)

7w 2k, ° o) T
nulovych boda funkce y(2).
Avsak plati
1 V4 1y, Pltns) [1 ( 1k ) ot )]
l 1 1 S il . n+1 1 n-+1 1
2k,+1 &0ty T = e T8 et | T
11 @ltar) 1 by 0, ] [1 1 . o, >]
S___ l_i____ llg 41 +1=~ lc —+1 4_’
- [7’5 k., o(t,) T @(t,) T kn+1 &y F(ts)

kde [a] znadi celou &ast ¢isla a.
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