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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

O CYKLECH CYKLICKYCH GRAFU

KAREL CULIK, Brno
(Doslo dne 28. zaif 1957) DT: 519.51

VySetiuji se otdzky existence, podtu a délky cykld a oboustranné
nekonenych drah grafu F(g), jehoZ bindrni relace ¢ splituje podminku
cyklidnosti (Z;), kterd je do znaéné miry analogicks (pro & = 3) pod-
mince transitivity. P¥i tom se vyuZivé pojmua a vysledkd z [1] (zejmé-
na pojmu homomorfismu aj.) a dokazuje se na piiklad, Ze graf, ktery
obsahuje alespoi jeden cyklus a ktery je souvisly, je Z;-grafem pravé
tehdy, kdyZ je homomorfnim vzorem cyklu délky &k (k¢ = 3).

Zikladni pojmy a oznadeni

Grafem F(g) se rozumi mnoZina F = 0, na niz je definovdna binérni relace
e (tj. o ¢ F x F). Prvky z F se nazyvaji uzly a prvky z o (tj. uspofddané
dvojice uzli) hranams grafu F (o).

Graf G(o) se nazyvé subgrafem piip. nasycenym subgrafem grafu F(p), jvestliie
GcFaoccopiip.GcFaoc=p0n (@ XG.

Posloupnost {w,}r_;, kde d je piirozené &slo, uzlt grafu F(p) se nazyva
vdzand pHp. monotonné vdzand, jestlize pro kazdé i, 1 <4 < d plati bud
(%, %;s47) € 0 MEDO (U;,4, %) € @ PHP. (u;, u;.,) € 0. Cislo d nazyvame jeji délkou
a navic o ni ¥ikdme, Ze je uzaviend, jestlize bud (ug u,) € o nebo (uy, ug) € @
PHD. (g, u,) € 0. U uzavFengjch monotonné vdzanyjch poslowpnosti délky d klademe
védy w; = u; pro i« = § (mod d). Misto o posloupnosti hovotime o sledu, jestlize
plati %; + u; pro == j (mod d). Pak monotonné vézany sled je drahou a mono-
tonn& vézany uzavieny sled je cyklem pifslusné délky (srv. [2]). Obdobné se,
nazyvéd graf G(c) cyklem, jestlize

G = {ul: Usy - -+ ud}7 o= {(ub uz): (ub u3)7 L] (ud‘h ud)) (ud: ’u’.l)} ’
a graf G(c) oboustranné nekoneénou drahou, jestlize

G = { %y "'1'—2; u—l; 'u'o’ ul) Us, }? G { ] (u—z: 7//_1), (u—h u0)7 (uO? ul))
(uly u2)7 i } *
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Konetné zobrazeni ¢ grafu F(p) na graf G(c), tj. zobrazen{ mnoZiny F na @G,
se nazyva homomorfismem, jestlize plati

(z,y) e 0 <> (9lz], p[y]) e 0.

Rozklad F na F vytvoteny homorfismem ¢ se nazyvé vytvotujicim rozkladem.
Tyto pojmy a ostatni pojmy, jich% se bude v dal§im uZivat, jsou zavedeny
v [1].

Bindrni relaci p definovanou na mnozing F + @ a spliujici podminku

{u;}_, je monotonné vizand posloupnost v F(g) = (uy, u,) € o, (Zy)
kde %k je dané prirozené &islo, nazyvime cyklickou relact stupné k, strudné
Z,-relact.

Pak podminka (Z,) je ekvivalentni podmince o reflexivnosti a podminka
(Z,) podmince o symetriénosti bindrni relace g. PiepiSeme-li podminku (Z;)
do tvaru ‘

(,9), ,2)ee= (2, %) e,
je zfejma analogie této podminky s podminkou transitivnosti relace .

Thned se vidi, e bindrni relace g je cyklickou relaci stuptiti & = 1, 2, 3 pravd
tehdy, kdyZ je ekvivalenci, tj. kdy% je reflexivni, symetrickd a transitivni.
Déle je ziejmé, Ze ekvivalence je cyklickou relaci vSech stupii.

Graf F(p) nazyvame cyklickym grafem stupné k, jestlize jeho relace o je
Z,-relaci. Plati-li tedy o = F X ¥, je F(g) cyklickym grafem vSech stupiit
k=1,23,.... Jinym trividlnim p¥ikladem eyklického grafu stupné & je
graf, ktery neobsahuje Z4dnou monotonné védzanou posloupnost délky d = k.
Takovyto graf neobsahuje ovem Zidnou monotonné vizanou a uzavienou
posloupnost a tedy ani Zadny cyklus.

Stupett % cyklického grafu F(p) nazv&me jeho periodou, jestlize existuje
cyklus délky k v grafu F(p) a jestlize pro délku d kazdého cyklu v F(p) plati
d = k. Tedy cyklus délky % je ptikladem cyklického grafu o periodé k.

Cyklus {u,}{_; grafu F(p) nazvéme ryzim cyklem grafu F (o), jestlize spliiuje .
podminku

(uy u)) e 0<>i+1=7 (modd), (1)
tj. jestliZe tento cyklus je nasycenym subgrafem grafu F(o).

Cyklické relace a grafy

Lemma 1. Necht {u;};_, je uzaviend monotonné vizand poslowpnost v Z,-grafu
F(o) a necht k celyym. ¢islivm a, b lze najst celé &islo r > 0 takové, Ze plati

a—b=—(1—k) (modd). (2)
Pak platt (ug, up) € 0.

441



Dikaz. Pro r =0 z (2) plyne b=a + 1 (modd), tj. uy = Uay;. Aviak
(%g, Uayy) € 0, takZe pro 7 = 0 je lemma spravné. BudiZz nyni » > 0 a pied-
pokladejme, Ze lemma je spravné pro r — 1. Z (2) pak plyne %, = %G-»",
alea + (1 —k)"=a— (k— 1) (1 — k)™, takZe polozime-lic; = @ — (k — %).
(l—k)ytproi=12 ..,k platic; —¢c;;y = — (L — k)tpro L i<k
a podle indukéniho predpokladu musf byt (%epy s,,,) € 0- Tedy {uc‘}f 1 je mono-
tonné vazand posloupnost v F(p) délky k, takZe z podminky (Z;) plyne (.,
U,,) € 0, aviak ¢, = a, ¢, = b.

Véta 1. Délka ryziho cyklu cyklického grafu je délitelem jeho stupné.

" Dikaz. Necht {u,}?_; je ryzi cyklus v Z,-grafu F(g). PoloZime-li a = F,
b= 1ar =1, je splnéna podminka (2), takZe podle lemmatu 1 plati (u, %) €
€p. Z (1) pak plyne k= 0 (mod d).

Lemma 2. Jestlife cyklicky graf stupné k obsahuje uzavienou monotonné vi-
zamou posloupnost délky d < k a jestlize d Nk, pak také obsahuje wzavienow
monotonné vdzanou posloupnost délky d,, pii dem# 0 < d; < d a d, = k (mod d).

Dikaz. Necht {u;}7.; je predpoklédané uzaviend monotonné vazand
posloupnost v daném Z,-grafu F(p). Pak u, #+ ug nebot k == d (mod d), a tedy
existuje d,, pro n&z plati d, = k (mod d) a 1 < d, < d. Potom oviem u, = ug,
a podle (Z;) musi byt (ug, u,) € o, takZe {u}:, ]e uzaviens monotonné va-
zané posloupnost v F(g) délky d,.

Véta 2. Homomorfm vzor © obraz cyklwkeho grafu stupné k je zase cyklicky
graf stupné k.

Dikaz plyne pfimo z definice homomorfismu a z definice podminky (Zy).

Dasled ek 1. Homomorfni vzor cyklu délky k je cyklickym grafem o periodé k.

Dikaz. JelikoZ cyklus délky £ je cyk]jck_y'rm grafem stupné k, je podle véty 2
kazdy jeho homomorfni vzor rovné% cyklickym grafem stupné k. Podle [1],
2.10 v8ak homomorfni vzor obsahuje subgraf, ktery je isomorfni s p¥islufnym
* homomorfnim obrazem, takZe v nafem pi{padé homomorfni vzor cyklu obsa-
huje zase cyklus téZe délky. Z definice homomorfismu koneéné ihned plyne,
%e homomorfni vzor cyklu délky % neobsahuje Zadny cyklus délky d <k
a tedy podle predeglého, Ze je cyklickym grafem o periodsé k. '

Lemma 3. Nasyceny subgraf cyklického grafu stupné k je zase cyklickym
grafem stupné k.

Dikaz Necht {u;}%_; je monotonné vizani posloupnost v nasyceném
subgrafu G(¢) daného Z,-grafu F(p), tj. u;e @ pro 1 <1 < k. Podle (Z,) je
(g, uy) € 0, ale také (u;, u,) e G X G &li (u;, u,) € 6 a proto ¢ je Z,-relaci.

Véta 3. Souwvisly cyklicky graf stupné k = 2, ktery obsahuje alespor, jeden
cyklus, je monotonné souvisly.
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Dikaz. Necht {u;}; , je ptedpoklddany cyklus souvislého Z,-grafu F(p)
a necht z, y e F,  + y jsou dva jeho uzly. Je-li & = 2, pak F(p) je S-graf
(tj. o je symetrickd relace) a pro S-graf je podminka souvislosti ekvivalentni
podmince monotonni souvislosti (viz [1], kap. 3). Necht nyni £ = 3 a uva-
Zujme uzel z € F, pro néjz plati z + u, prokazdéi = 1, 2, ..., d (jestliZe takovy
uzel neexistuje, je F(p) cyklem a ten zfejmé je monotonné souvisly). Doka-
Zeme, Ze existuje monotonné véazana posloupnost od z do u; pro vhodné .
Predpoklddejme opak, tj. Ze neexistuje monotonn& vézand posloupnost od
z do u; pro z4dné I, 1 <1 < d. Ze souvislosti grafu F(p) plyne, Ze existuje
vézana posloupnost {v,}}_; od z do u, pro kazdé 1 <1 < d. Ke kazdé takovéto
posloupnosti ptifadme minimalni index j,, pro ktery plati, Ze {v;}}_; je mono-
tonné vdzané posloupnost (pii tom ov8em z = v, a u; = ;) a necht § znadi
minimum viech indext j,. Lze pfedpoklddat, Ze pravé pro posloupnost {v;}}_,
plati j, = 4, takZe (v;—;, v;) non € o a proto (v;, v,—,) € p. Vdzanou posloupnost
{v.}!_; od z do w, lze prodlouzit o nd prvki (pro kazdé piirozend &islo n) tim,
Ze po prvku v, = w; bude nésledovat » po sob& jdoucich cyklt {w;};*}.,, ti.
konec prodlouZené posloupnosti bude tvaru {...v, = u;, Uy, ..., Ug, Uy, ---

oy Uy oeny Uy, ooy Uy = U}, PP tom index j, ptifazeny prodlouzene posloup-
nostl je stejny ]ako u ptvodni. Proto lze predpokladat, Ze platik < h — 7 + 1.
Pak {vj, vj,q, ..., ¥~} je monotonné vizand délky k, takZe podle (Z,) je
(Vj15~1, ¥;) € 0. Potom také {v; s Vi, .-, Visr—1, Vj, Vj—y} je monotonné vazans
délky k a proto zase podle (Z,) plati (v;—1, ¥;..) € 0. Odtud viak plyne, Ze
{vy, vy, .., Vi, Vjio, Viss, -+, Vn) j€ Vazand posloupnost od z do u; a ji pfifazeny
index j, = j — 1, nebot {v;,—,, v;,,, ..., ¥4} je monotonné vazana posloupnost.
To je viak spor s minimalitou indexu j. Tim je ukédzéno, Ze existuje monotonné
vé zana posloupnost od z do u, pro jisty index 1 <1 < d, a odtud ihned plyne,
Ze to plati pro kazdy «,, 1 <1 < d. Obdobnym zpiisobem se dokdzZe existence
monotonné vdzané posloupnosti od u; do z pro kazdy u;, 1 <1 < d.

Je-li konetné z = u;, y = u;, pak zfejmé x, y monotonné souvisi v F(p).
Je-li na piiklad z + u, pro ka?dé ¢ a y = u,, pak pro z = z predesls kon-
strukce ukazuje, Ze zase z, y monotonné souvis{ v #(p). Je-li nakonec z + u; +
%+ y pro kazdé 4, stadi zvolit pevné uzel u,; a uvaZovat monotonné vazané po-
sloupnosti od = do %; a od u; do ¥, jejichZ existence byla dokazéna shora. Z nich
se snadno vytvor{ monotonn& vézand posloupnost od z do y. Tim je ukézano,
Ze kazdé dva uzly z,y v F(p) monotonné souvisi &ili Ze F(p) je monotonné
souvisly.

Dasledek 2. Souvisly cyklicky graf o periodé k = 2 je monotonné souvisly.
Dukaz. Tvrzeni plyne z véty 3 a z definice periody cyklického grafu.

Lemma 4. Cyklus nejkratsi délky libovolného grafu je védy ryzim cyklem tohoto
grafu.
Dikaz plyne ithned z podminky (1).
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Cyklem délky k pro k = 1 pfip. k = 2 se rozumi uzel se smy&kou prip. dva
rizné uzly z + y spolu s hranami (z,y), (¥, ). Snadno se udaji piiklady
Z -graft (dokonce souvislych) o periodé k = 1, 2, které nejsou homomorfnimi
vzory cyklu délky k, tj. pro k = 1, 2 se disledek 1 ned4 obratit. Plati v3ak

Vé&ta 4. Graf F(o) je souvislym cyklickym grafem o periodé k = 3 prdvé tehdy,
kdyz je homomorfnim vzorem cyklu délky k.

Dukaz. Je-li F(p) homomorfnim vzorem cyklu délky k = 3, pak podle
véty 2 je cyklickym grafem stupn& k a podle [1], 3.1 je souvisly. Avsak F(p)
zfejmé obsahuje cyklus délky k a sporem se ihned odvodi, Ze kazdy jeho cyklus
mé délku d = % &ili F(o) mé periodu k.

Necht nyni naopak F(p) je souvisly cyklicky graf o periodé & = 3. Pak
existuje cyklus {u;};_, v F(o) a oznadme V;,, = R(u;) (tj. V4, znadéi mnoZinu
viech z ¢ F, pro néz plati (u,, z) € o, viz [1], str. 136). Predpoklidejme, Ze 9 +

k
+ A=F — UV, Podle véty 3 je F(o) monotonng souvisly, takze k uzlim
i=1
u, & aeA existuje monotonnd vizanéd posloupnost {u; = wy, ..., w, = a}.
k

Pak existuje index h, 1 < h < n takovy, Ze w, ¢ U V;, ale wy,, € A. To pie-

i=1
devsim znamené, Ze existuje index j, 1 < j < k, pro n&jz plati w, € V;, a jelikoz
k = 3, existuje dale monotonné vazand posloupnost {u;,,, ..., %r, Uy, « -, Ui-1,

Wy, Wy} délky k, kterd kroms uzld wj, w,,; obsahuje alespoli jeden uzel u,;

takZe podle (Z;) je (Wai1, %s1s) € 0- Nyni viak rovnés {wp.i1, Uise, -+ - Uny Uy, -

..., %;} je monotonn& vézans posloupnost délky k a proto (u;, ws1) € 0, COZ V¥ak
x

znamend, Ze wy,; € V;,1, a to je spor. Plati tedy U V,;, = F.

i=1

Necht nyni v; € V; a v;;5 € V,,y. Pak {u;,, ..., Uy, %y, ..., Uj—y, V;} j& MONO-
tonné vazand posloupnost délky k, takZe (v;, u;.,) € o pro kazdy j, 1 =j = k.
Proto také {v;.,, %;s, ..., Uz, Uy, ..., Uiy, ¥;} je monotonné vizans posloupnost
délky & a tedy (vj, v;,,) € o pro kazdy v, e V;, kaidy 1 < j < k.

Kdyby existovala hrana (z,y)ec o takovd, %e x eV, yeV, kdej =1 + 1,
pak by v piipads 7 < j {y, wj., ..., Uy, Uy, -, Us—y, } byl cyklus délky d < k
a to je spor. Podobné se odvodi spor v ptipadsé j < ¢. Odtud a z pFedeslého
plyne

(@, y)eo<=>xeV;, yeV,,provhodnéi, 1 <1 k. (3)

Kdyby konetn& V,nV; + 0 pro ¢ +£ 4, byl by pro zeV,nV; a 1 <j
{, Ujsq, «ony U, Uy, -, Uiy} cyKlus délky d < [, coZ je spor, a podobné se odvo-
di spor v pripadé j < <. Plati tedy V; n V; = 0 pro < =+ j.

- Tim je ukazéno, Ze mnoziny V1 =1, 2, ..., k, tvoti rozklad na F. Tento
rozklad F je podle (3) vytvotujici a tedy faktorovy graf F(p) je cyklus délky k.
To vSak podle [1], 2.2 znamené, Ze F (o) je homomorfnim vzorem cyklu délky k.
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Duisledek 3. Sowwvisly cyklicky graf o periodé k = 3 je jednoduchym gmferﬂ
pravé tehdy, kdyz je cyklem délky k.

Dikaz. Necht nejdiive F(p) je jednoduchym, souvislym cyklickym grafem
o periodé k = 3. Podle véty 4 musi byt #(¢) homomorfnim vzorem cyklu délky
k, &ili tento cyklus délky % je homomorfnim obrazem grafu F(p). AvSak podle
[1], 2,11 je kaZzdy homomorfni obraz jednoduchého grafu isomorfni s danym gra-
fem, takZe v naSem p¥ipadé F(p) je isomorfni s cyklem délky %, &ili je sém
cyklem délky . '

Necht nyni naopak F(g) = {u,}r., je cyklus délky k& = 3. Pak piedeviim
F(p) je souvisly cyklicky graf o periodé k a necht u; + u;, | <1 <j<k
jsou dva jeho uzly. Jestlize w;,, + u;, pak (u;, %;,,) € o, ale (u;, u;.,) non € o,
a jestliZe u;., = u;, pak w;,; + w; (nebot k = 3) a tedy (u;, u;.,) € g, ale
(s, u;,,) nON € p, takZe v kazdém piipadé existuje u,, 1 <k < k takovy, Ze plati
Pravé jedno z nésledujicich dvou tvrzent (u;, u;) € g, (u;, %) € 0. To viak podle
[1], 2.3 znamend, Ze F(p) je jednoduchym grafem.

Z véty 4 a z dusledku 3 plyne, Ze kaZzdy souvisly cyklicky graf o periodé
k = 3 je jednoznaéné (aZ na isomorfismus) charakterisovén systémem mohut-
nosti «,, «,, ..., &, tj. svoji homomorfni charakteristikou (viz [1], kap. 2).

23

Cykly a oboustrann& nekoneéné drahy cyklickych grafi

Véta 5. Necht {«;} je homomorfni charakiteristika souvislého cyklického grafu
F(p) o periodé k = 3. Pak F(p) obsahuje cyklus délky d pravé tehdy, kdyZ d = nk,
kde m je pfirozené islo, a kdy? x; = n pro kaZdy+ =1, 2, ..., k.

Diukaz. Necht nejdiive F(o) obsahuje cyklus délky d. Z véty 4 ihned plyne,
ze cyklus délky k& v F(p) musi byt ryzim cyklem v F(p), takZe podle véty 1
musi platit d = nk. Podle véty 4 existuje homomorfismus ¢, ktery zobrazuje
F(g) na jeho cyklus {v;}r_,. P¥islusny vytvorujici rozklad na F(p) oznaéme
F={F,F, .. F,) a piedpoklidejme, %e v;¢ F; pro 1 <i < k. Je-li ko-
neénd {w;}7_, predpoklddany cyklus, pak lze predpokladat, Ze u, e F,. Pak
ihned plyne @(u,) = ¢(u;) = v; pro h=1i=j (mod k) a odtud kard F; = n
pro 1 <7< k.

Jestlize naopak homomorfni charakteristika {«,} spliiuje uvedené podminky,
pak pro piisludny vytvoiujici rozklad F = {F,, F,, ..., F;} plati kard F; = n
a proto z F; lze vybrat uzly w,,; pro j = 1,2,...,n a 1 =4 = k. Z definice
homomorfismu v8ak ihned plyne, Ze {4y, 1, Up1- -+, Ug,y U9, +++, Urny J€ CYKIUS
délky d.

Disledek 4. Necht {x;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického
grafu o periodé k = 3 a necht d = nk, kde n je pfirozené éislo. Pak v daném
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: . ‘

grafu existuje prdvé H[(D:) n!] riznygch cykla délky d, kdyz (‘;‘;‘) znadt mohutnost
i=1

systému véech podmnoZin mohutnosti n v mnoZing o mohutnosti ;.

Dikaz. Tvrzeni plyne z vét 5 a 4, kdyZ se vyuZije rozlozeni uzlii uvazova-
nych cykld v prvcich vytvorujictho rozkladu daného grafu uréeného homo-
morfismem, ktery dany graf zobrazuje na cyklus délky k.

Dasledek 5. Necht {x;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického
grafu o periodé k = 3 a necht d = nk, kde n je pFirozené &islo. Necht ddle x je

. (0.9 =
nejmendt z mohutnosti oy, s, ..., o @ necht [_] znalt Gaussovu funkci pro ko-
n

neéné « a pro nekoneéné « mecht znaét «. Pak v daném grafu existuje [%] dis-
Junktnich cykli délky d, ale neexistuje vice disjunktnich cykls délky d.

Dikaz se vede stejnym zpiisobem, jak je naznadeno v dikaze piedeslého
dasledku 4.

Snadno se nahlédne, 7e tvrzeni désledkd 4 a 5 lze obréatit, tj. Ze uvedensé
podminky jsou také nutné pro existenci piislusného poétu uvazovanych cykli.

V konednych cyklickych grafech se ukazuje tésnd souvislost mezi pojmy
cyklu a oboustranné nekoneéné drihy.

V&ta 6. Necht {o;} je homomorfni charakteristika souvislého cyklického grafu
o periodé k = 3. Pak v daném grafu existuje oboustranné mekomeénd dréha
Pprdvé tehdy, kdyZ «; je nekoneénd mohutnost pro kazdé i.

Dikaz. Necht F(g) je dany souvisly cyklicky graf o periods k = 3, takze
podle véty 4 existuje homomorfismus ¢ zobrazujici F(g) na cyklus {v}i-1-
Podle dusledku 3 je cyklus délky % jednoduchym grafem a tedy pro vytvoiu-
jici rozklad F grafu F(p) uréeny homomorfismem ¢ plati «; = kard F;, kdyZ
B=5r F,..,F}

Jsou-li nejdiive &, nekoneéné mohutnosti, oznatme G, c F, spodetné pod-
mnoziny a jejich prvky oznaéme u,,, kde m = ¢ + nk pro kazdé celé &islo n.
Potom zFejmé {..., u_y, %U_,, Uy, %y, Us, ...} je oboustranné nekoneénd dréha
v F(p), nebot u; + u; pro¢ =+ j, a z vliastnosti homomorfismu plyne (%;, %;11) € @-

Necht koneénéd {..., u_,, u_y, %, %, Us, ...} je oboustranné nekoneénd draha
v F(p). Pak lze o uvazovaném homomorfismu predpoklidat, ze ¢(u,) = v;.
Z vlastnost{ homomorfismu viak ihned plyne, Ze ¢(u,) = v; plati pravé
tehdy, kdyz m = 4 (mod k). Déle lze predpoklddat, ze u, ¢ F,, a odtud ihned
plyne G, c F;, kde G; = E{p(u,) = v;}. Aviak kard G, jsou nekonetné mo-

U
hutnosti a proto také kard F; jsou nekoneéné mohutnosti pro kazdé s.
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