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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 83 (1958), Praha

RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU PRO NEKONECNY
KLIN, II

JINDRICH NECAS, Praha
(Doslo dne 12. gervna 1957) DT:517.516

Tato druhd Géast préce navazuje piimo na édst pfedchozi.*) Hlavnim
thematem této &asti jsou vlastnosti feSeni biharmonického problému na
nekone¥ném konvexnim klinu. Zv1ést8 jsou zde studovany vlastnosti
feSeni v blizkosti hranice.

4. Vlastnosti FesSeni

V tomto oddilu se budeme zabyvat vlastnostmi feSeni biharmonického pro-
blému v blizkosti hranice. Bude nés v prvé fadé zajimat chovéani feSeni v bliz-
kosti hranice, piislu§né obecnym okrajovym podminkdm, jakoz i jeho chovani
v tom ptipadé, kdyz okrajové hodnoty budou mit specidlni vlastnosti (spo-
jitost atp.). Zvlastni pozornosti podrobime chovani fefeni ve vrcholu klinu a
v nekoneénu.

Pomocnym aparatem pfi feSeni vySe nastinénych otazek bude feSeni special-
niho biharmonického problému pro polorovinu. Vzhledem k zasadni odli$nosti
naSeho pojiméni biharmonického problému pro polorovinu od jeho definice
v [5] podame v tomto oddilu jeho kratky rozbor.

Definice 7. Bud redlnd funkce f(x) riznd od nuly nejvyde pro 0 < e < r < %,

1

absolutné spojitd. Necht [[f (r)]? dr < co. Bud ddle g(r) redind funkce riand od

1
nuly nejvyde pro 0 < e = r < % a takovd, Ze [[g(r)]? dr < co.

Specidlnim biharmonickym problémem pro polorovinu budeme nazijvat vlohw
stanovit takovou redlnou funkci, Ze pro ne plati:

1. u(r,0) pro 0 < r < 0, |0 < % , md Etyri spojité derivace,

2. u(r, ©) je biharmonickd funkce,
*) Viz str. 257— 286 tohoto roéniku Casopisu.
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3. lim f [f(r) — w(r, @®)Pr2dr =0, lim ofw[u(r, O r2dr=0; (a)

@—)-2— @_>_:2—

¢ oUu 3 . : ou :
lim f[f()-——a-—(r,@)] dr=0, lim f[ﬁ(r,@)]dr=0; (b)
e ’ eI -
lim f[g(r)——l-Z—“(;( @)] =0,
6>+ 3§

(c)

m [Bgeolvo

4. ke kagZdému 0 < ¢ < % existuje konmstanta M (p) tak, Ze pro 0 <r < c©
platt

' &
l@\éw»\%‘gmw, e

76 = M) .-

Véta 14. Existuje fedent specidlniho biharmonického problému pro polorovinu,
definovaného v definici 7.

Dikaz véty 14 je zaloZen na stejné myslence jako dikaz véty 10. Predné je

ziejmé, ze f(r), f'(r), g(r) € b, kde u < v jsou libovolna, koneénd, redlnd &sla.
Odtud plyne, Ze

F(n)eH,, nFn)eH,, Gnrn41l)eH,

Polo¥me nyni v (26) w ==, Fyn) = Fn), Fyum) =0, Gun + 1) =
=G + 1), Gu(n+1) =0.

Dostaneme: A |
(n—}—")sm[ ( +0)]+nsin[n(%+@)—{—2@]
B, )= 2sin(n 4+ 1)z Fm —

cosn(% —I—@) -+ cos [n (7—;- -l—@) + 2@]
o 2sin(n 4+ 1) =

Gn +1). (48)
Z (48) plyne, Ze zvolime-li — 2 < u < » < 0, potom
U, ), —nUm6), 32 m, 6)cH,

Nyni zcela stejnym zpiisobem jako jsme to uéinili p¥i diikaze véty 10, ukdZeme,
Ze plati bod 1 a 2 definice 7. Aby byla zaruéena platnost bodu 8 definice 7,
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budte x a v zvoleny takto: — 2 < u < — 1 < — } <» < 0. Dostdvame tak

lim f[f(r — u(r, Q)2 raE-1dr =10,

9-—\-——2~
kdyz
ze{u,vy, lim f[u (r, O)Pr2=-1dr = 0.
O—— 3—
2
Zvolime-li nyni x = — }, dostaneme bod (a) definice 7. Podobns je
~ 2
lim f [f’(r) — ?—L (r, @)] ristldr =0,
@—»l ¥
hm f[@ (7, @)] retldyr = 0.
Zvolime-li opét x = — —%, dostdvdme bod (b) definice 7. Stejné dostaneme
bod (c¢). Dikaz bodu 4 definice 7 probih4 stejné jako dikaz bodu 5 definice 5
pii dikazu véty 10; stadi zvolit za z = — 1.

O teSeni specidlnfho problému pro polorovinu dokazeme nyni

VéE&tu 15. Necht u(r, 0) = u(z, y) je feent specialniho problému pro polorovinu
(x = r cos O, y = rsin O). Potom plati:

b
2
L lim f e, ) — it ay =0, tim [ (%) — 1] aw=o,

;hmf[ (, y) + g )]2 dy = 0,

je-li 0 <a =b< o0.
2. lim wu(z, y) = f(y,); pro skoro viecka y, e (0, ) takovd, v nich f(s) a
2—0

' Y—y,>0

3

- h(s) = [g(t) dt maji konelnow derivact, je

.. - Ou Y 1 T ou : BT : 1
11_13 @(x, y) =), 1131 5z &Y = — W) 7)
Y=V, Y=

pokud |%| < k, kde k je libovolnd ale pevnd konstanta (Jbstdvdme tzv. whlové pro-
dlouZent). _
1) Funkei g(s) zm¥time po p¥ipads na mno¥ing miry nula tak, aby h’(s) = g(s).
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ox

Y=Y, Y=Y,

. ou , . ou
3. im = (2,9) = (), lm == (2,9) = —9g(),
z0 0Y 2—0

je-li bod y, > 0 bodem spojitosts f'(y) a 9(y).
Dikaz. Melliniiv obraz naseho fefeni je ddn vyrazem (48). Origindl vyrazu
(48) vyjadiime vzorcem (42) ponskud upravenym: Klademe
G(r, 0) = }[G\(r, O, 7) + Gy(r, O, )],
H(r, ©) = 1[G4(r, O, n) + G4(r, O, )] .
Dostaneme tak

G(T’ @) =
. z+iw (n—{-Q)sinn(%—{—@)-{—nsin [n(%—i—@) - 2@]
=T m f Ssin(n + D) a0 "~ d(’;;)
' . 2% cosm (% 4= @) -+ cos [n (-7;— + @) + 2@]
H(T’@)=—2_m' f 2sin(n + 1)z rndn,

kde — 2 < x < 0. Tyto integrdly vypoditdme podle residuové véty. Uvaime
nejdifve r < 1. Oznaéme C, kladng orientované obvody obdélnikt D, defino-
vanych takto:

neDy<>—k—3i<Ren<—1, —k<Imn<k.
Protoze je r << 1 a plati odhady typu (28), dostavame
o Z+ic0
1 1
=g )= om -
C R

pro oba integraly (49). Jednoduché pély integrandi jsou v bodech —2, —3, ...
Napt. pro druhy integral z (49) tak dostdvime

(=]

H(r, 0) = % z (—1)k 1% [coslc (—72i + 9) -+ cos (k (% + 0) — "@)] ,
k

=2
o<r<1,l/<%-

Po setteni t&chto ¥ad a po prevodu na kartézské soutadnice z = r cos O,
y = rsin @ dostavame

r 1 2 a8

8 8 (@ + (y — 8)%)?*’
7 1 x?
1(5.0) = s
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Vzorec (42) bude mit tento jednoduchy tvar:

u(r @) _um y) f(xz 2)2ﬂ8 ds ylz f’_‘f{_‘_f;—_‘_&g( )(i’z)

kde f(s) = g(s) = 0 pro s < 0.

Vypoéitdme nyni Fourier-Planchereliv obraz funkece u(x, y) vzhledem k pro-
ménné y. Budeme se opirat o tuto zndmou vétu z teorie Fourier-Plancherelovy
transformace:

Lemma 3. Necht f,(x), fo(x) @ Fi(y) Fy(y) e L*(— o0, ). Potom také

f(x) = ffl(x — £) . [y(§) ab e L¥(— 0, 0) a F(y) = Fy(y) Faly) .
(Viz [6], str. 439 an.)

Napt. pomoci residuové véty snadno dostaneme

2 - e—iny g /e-”“[l-i—nx] pro n> 0,
£ f(x2+y2)2 Y= N e[l —na] pro n<0,

0

1 e—iny S xen® pro n>0,
2t | s dy =
(x* + v?) \ — xene pro n<0.

v
—

- 0
Oznadme v tomto piipadé

o

ff(s) e"insds = F(n), fg(s) e~ ds = G(n) , fu(x, y)emdy = Uz, n) .

Dostaneme tak podle lemmatu 3

Uz, n) = e !"*[1 + |n| 2] F(n) — e~ """ G(n) pro- z>0.
V prostoru L%(— oo, c0) je lim U(z, n) = F(n). To podle véty 3 dokazuje, Ze
lim _f [u(z, y) — f(y)Pdy = Oz._ﬁodobné lze dokézat i ostatni vztahy 1z véty 15.
MD:)kaéme nyni bod 3 véty 15. Posutime poditek soustavy soutadnic do bodu

spojitosti [0, y,] (tak to ud&ldme i v daliim). Jednoduchymi vypoéty dostaneme
z (52)

@

ou 2 7 , 2 . 2}y — s) ds
oy B9 =z f @+ (y — s)”)Z]c (8) da -+ n_f (@ + (y — 8P gte) (5’3)

-
0

ou _ 2 23y —
sen=-1 [ 5% sW’ e)ds =

-0
@

~2 1 H— 5
2 [ @ e, o4
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Bud nyni ¢ kladné, libovolné malé éislo. K tomuto &islu ¢ existuje &islo § > 0
tak, Ze
ls] <o=[f(&) —fO)] <e, lgis) —g(0)] <e.

Zkoumejme nejd¥ive rovnici (53). Je
-8

ou 2 s
'a_?; (x’ y) == ;{ f (.’L'2 ( 6‘)2)2 f( - f (0 dS +

—

2 ® ,
‘*‘?_f Fr o O

r [
2 2> ’ g _2— —53—_~ , _
—I-;Jm(f(s) f(O))ds+n__[ gy s A D
= f’(0) ds +

2y — o) 2 [ aty—o) _
ta f Fra—ap O TIOEr a0

—9(0)) ds +

2y — f x2(y — 8) . a5 .
ta f Era—ar?0% s | mr e @ 9O 3(55)

Necht nynf x - 0 a y — 0. Prvm druhy, paty a Sesty integral z (55) konver-
guji k nule. ProtozZe

© : ' ’ ©

2  ' > . 2 (y — 8)
E3 f(x2+ y_s)z)zds_l, = fmg(O)ds—O
f(xﬁ )2)2(”)_f f(x2+ o T

2y — 9) _ if x%8 _ .2
i f @ ( y—s)ﬁ)ﬁ((s) o ds <£n0 @rey T w

dostavéme: Pro dosti malé z a y je

ou . 2
a—y<x,y)—f<0)’<(;+1)e
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Uplné stejné doka¥eme, %e pro dosti mald z a y je

Z—z-;(x,y)+g(0).<(-72?+l)g,

kdyz vyuzijeme toho, Ze plati

o]

LR
n_f(x2+<y—s)2)2ds b

Tim je dikaz bodu 3 dokonden.

Abychom dokézali bod 2, vratme se k formuli (52). Uplné stejné, jako jsme
dokazali bod 3, se ukaZe, Ze

@«

.2 @ _
in? [ G-,
y—0 -

@

T | 2% g(s) o 22
Dile Je zrejme 1;% ; f m ds = O, protoze W—s—)z é 1.
-0 -

Bud nyni A(s) = [g(¢) dt. Rovnici (52) miZeme dat tento tvar:

-

9 xs 5 ) v
=3 [ argmamhoe+; [ aitmies.
) ‘ ) ) v (56)
Derivujeme-li (56), dostaneme
w8 [ Pw—s zfﬁ:ﬁwﬁx
i en=—3 [ Gl =) EFa—a 00

-

0

ou 2 — ¢ 4 32y — 8)*
w="V=% ) wrw—or © ek
s [ aly—op — 2y —3)
1 [t . 2

—

Necht v bodé nula m4 f(s) a k(s) konenou derivaci. Zvolme & kladné, libovolné
malé &islo. Existuje potom &islo § kladné takové, Ze

ls| < 6=f(s) =f(0) + 1 (0) s +-&(s) - 5,
h(s) = h(0) + g(0) s + (s) s ,
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Pii demi [e(s)| < e, |(s)| < . P¥epidme (57) do tvaru

o =—2 f et (1) — 1) — £0) 9 ds —

— 0

_ 8 [ x‘*(y _ oy ds —
p- f 8)2)3 £(0) — f'(0) s) ds

_E2 | _Fy—a : _
4 f(x2+(y_s)2)s (f(0) + f'(0) 5) ds

;f Pl — 8 s 1 2 f"‘“3"2y‘s)(<)—h<0)—

R @+ @ — P z* + (y — 8)°)°
2 [ 2t — 3Py — s)?
—9(0)s)ds + — f ——2———-7 (h(s) — R(0) — g(0) s) ds +
wJ @+ y— oy

o

+a f P =2 0) + 9(0) o) s +

22 ( 8)2)3

xt — 3y — s)? 59
tz f(x2+<y sy EO & o

Necht nyni z — 0, y — 0. Prvni, druhy, péty a Sesty integral z (569) konverguji
k nule. Déale je

8 [ 2y—s 8 f By — 1
@+ = @+ = s)Z)a pE =ik,

2 x4—3x2(y—s)

m ‘d8=0, ’l:=1,2.

-

Protoze plati

: |
8 22(y — 8) 16 x3s?
‘_;_f(xw(y—s)z)a“‘s’ds <8?[0f @ror et

+ s ] € [1 + éK] s

(@ + &2




8

2 xt — 3x¥(y — 8)2 .
b f [CETED A

4 xis
2| @ Fm e
0

~ 203 < 2 2 4
+f<x2 Mg s [ e+t [l a]s {2 x],
v 0

dostavame
ou

o
pro dostateéné mala z a y.

(@ 9) — (0 )|<e(1+§-)<1 + K)

Uplng stejné dokézeme, Ze lim g_“ (@, y) = — g(0), pokud je i] < k. Tim
20 0F x
y—0
je véta 15 dokdzéana.

Zkoumejme nyni vlastnosti feSeni biharmonického problému pro klin, jestlize
fi(r) = gy(r) = 0.
Véta 16. Necht u(r, ©) € B a necht f,(r) = ¢,(r) = 0, 0 < r < 0. Potom exis-

tuje ¢islo ¢ kladné a funkce u*(r, @) definovand pro 0 < r < 00, — % <0<

+e< 5 takovd, %e je w*(r, @) = u(r, ®) pro 0 < r < oo, |@|<£02—,
deuk[r 2) = B [, o) _ 12t [ 2_ * L=
a ddle u (r, 2)_— = (7’,2)~ 70 0au*|r,d+ 3 v(r, 9) e B.

P tom je 0 <r < o0, [§] < —2— + —2— a v(r, O) prislust stejné konstanty vy, o.

Dikaz. Bez 6ijmy obecnosti miiZzeme piedpokladat, Ze f,(r) = g,(r) = 0 pro
r = 2. Okrajové podminky pro @ = — 502— miZeme totiZ rozdélit tak, jako jsme
to uéinili ve vété 10, tj. psat
falr) = fau(r) + faalr) 5 9a(r) = Gaa(r) + Gaslr) -

Vzhledem k unicitd pak plati: u(r, @) = uy(r, @) + uy(r, ). (Oznadeni viz
v dikaze véty 10.) Ve vzorci (26) poloZme

Fiun) =0, Gun+1)=0, Fyun)=F,yn),
Gun + 1) = Gy(n +1).

Po tpravé pak z (26) dostaneme
U(n, ©) = Zy(n, O0) Fy(n) + Zy(n, O) Gy(n + 1).
Vypodtem analogickym jako p¥i ditkazu bodu (b) véty 10 dostaneme pro |y| = 1
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2z, O)) < M@y T,
la% R ’ < M@pPe (-l <))

<O—+£/ 1:=1,2,

pii dem% za ¢ mazeme zvolit kazdé &islo mensi ne% w a 1;— — 92- . Nyni muzeme
jiz k dokondeni diikazu v&ty 16 uZit mechanismu z dikazu véty 10. Podotknéme
jen, Ze odhady 5 definice 5 plati v tomto piipadé pro — % <—@p=06=
®
= ) + e
Podobného obsahu jako véta 16 je
Véta 17. Bud u(r, ©) € B a nech fy(r) = go(r) = 0 pro 0 < r < 00 a fi(r) =
=gi(r) =0pr0 0 <a <r <b < o0. Potom

lim u(r,®) = lm ———(r 8) = lim — 2 iy, 8=
r—r, I‘—-)'l'° T—T, 3@
65 o3 o2

je-li 74 € (a, D).
Dikaz. Biharmonickou funkei u(r, @) napi¥me ve tvaru (42). Provedme

nyni blizsi zkoumdani vlastnosti funkef — e Gir,0,w),1=1,2,3,4,k=0,1,

@
pror+1la0®—> 4 % Zkoumejme napf. nejdtive funkei G,(r, 0, w), kdyz
60— _a_)_ . V integralu (38) provedme substituci n 4+ 1 = m. ProtoZe integrand

I(n, @) mé tu vlastnost, Ze je I(n, @) = I(n, O), dostdvidme

A p—m
Galr, 8, w) = Re 7 J msinw + sinmo dy,

= (m -+ l)sin(m-l-l)a-ziéOS(m—l)@—(m— 1) sin (m — 1)%cos(m+1) o,
kde ' + 1y = m, x + 1 = 2’. PoloZme nyni

i[5+ m-ne] ~i[m-n % + (mene]

Ay(m, 6) = (m + 1) 2o —m—1 e vl
Bl(m,@)=(m+1)sin(m+1)%’-cos(m—1)@—(m—1)sin(m—1)%.
.cos (m+1)@.
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Pro O§@<E2)—,O<r<oobud

2r1-a'

273

8y(r, ©, «') = Re & f Ay (m, O) e~vor-iv dy
4 0

@

1-x' —
Ry(r, 0, 2') = Re - f Bym, 6) — 4y(m, 0) _,, dy +

7 m sin w + sin mw
[=+]
1-z' . 1
+ Re ™ Ay(m, O) - - it r~%dy.
4 m sin w - sin Mmw vy,
k P

Zrejmé je Gy(r, 0, w) = 8,(r, 0, ') + R,(r, O, z’). Déle plati pro k = 0, 1

d* By(m, @) — 4,(m, O)

- < ' k+1"£z"”
d@* msin o + sin mw = M) ytte ?

kde 0 < 0 < %’- , ¥y =1 a m(x') je konstanta zavisld pouze na z’. Vzhledem

k tomu, Ze plati

1 1
m sin w —+ sin mw )

4

proy = 1 (m(x') je opét konstanta zévisld pouze na 2'), je prok = 0, 1

dx 1 1 _
30¢ A4,(m, O) ML Fenmo o < M) yr+ievo ,
5 ¢
Dale plati
® i 1 @ v —iom
B1(m,§)=msmw+smmw, Al(m’i)—fe

a odtud plyne lim R,(r, @, 2') = 0. Zrovna tak vypolteme, Ze

G—>?

. a AN 3 4 g
@hmﬂ%Rl(r, Q’x)—eh]l;; 9;31(7‘: 0,z)=0.

2 2
Vyraz 8,(r, ©, ') mizeme bez obtiZi vydislit. Pfesvédéime se tak, Ze pror # 1
je
lim S,(r, ©, z) = lim -5% 8,(r, 0, z) = lim %Sl(r, 0,z)=0.
9—»;—) 6-—)% 6—»%
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Bez obtizi dostaneme také tyto odhady:

nee |2 Bir 0 2 < M@y re
‘WR (r,0,2) < M) r*, .E;RI(T,O,Z”_;:J”(JT)Y ,
?) Y pt <
la@k 8i(r, 6, %) | S M(&, e)r=, k=0,1, | =8 6,2) =

(59a)
pokudrnone (1 —e¢, 1 +¢)ald = 0 < (—”2— . Bud tedy nynf r, € (a, b). Pak platf

r 1 :
fGl(-s—@,w)Z;fl(s)ds=B/....-}«f.... (60)

Uva#me nap¥iklad prvni integril z (60). Budr e (@', '), kde a << a’ < " <b.
Je % > %, =1+¢, kde ¢ > 0. Z odhadt (59) pro 0 < 7 < 4)(w) —1
dostédvame
< M(z) r7 |fy(8)| 8771

& (i, 0, w) o F1(6)

S

oG, [ r 1
"@(?’@,w)fh(s)
oG, [r 1

Odtud dostdvéme jiZz snadno

a
; r 1
lm‘ln f01 (?’ o, a)) % fi(8) ds = 0
0—-»-2—- 0

r—7,

< M(7) r7 |fo(8)] 8771,

< M(r)r-m1 |fy(8)] 871

a podobné pro prvni derivaci podle r a 6.
ijlné stejné lze ukézat, Ze tytéZ vlastnosti ma také integral

r 1 ;
f Gy (_E’ 0, w) 5a f1(s) ds,
b

a naprosto analogicky miZeme postupovat i p¥i posuzovan{ ostatnich integ-
ralt z (42). Tim je dikaz véty 17 proveden.
Z vét 14, 15, 16, 17 plyne snadno

Vé&ta 18. Necht je u(r, @) e B a necht prislusi funkcim f(r), gir), i = 1,2
Jelli 0 < a = b < o0, potom plati:

1. hm f[u(x y) — h(y)Pdy =0, hm f[ y) — /;(y)]a dy =0,

z>0 [ m>0 P4
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12

I o, i
lim @ +a|dy=o0,

x>0 a

kde kartézské soufadnice x, y jsou zavedeny tak, Ze osa y > 0 je totosnd s ramenem

klinw @ = -c:— . Je-li totoEnd s ramenem @ = — %, pak plats

b

hm f [u(z, y) — fo(y)Pdy = 0, hm f [% (@, y) — f;(y)rdy =0,

w<0 a
b
2

. cu
{E}}) [a_x (2, y) — gz(y)} dy = 0.
<0 a
2. Ddle plati: lim u(r 0) = fl(ro) a pro skoro vdechna r, € (0, ) takovd, %e
€ - —»-};

TesTy> 0
r

#(r) a [ g.(s) ds maji konelnow derivaci, a je
2 1 2

lim == (r,0) = filro), lim == o5 (r, 0) = & ga(r) -
Ot O—+t 5 '

Pry tom body [r, @] le#i v libovolném, ale pevném trojihelniku A tak,Ze A C K a
AK = [r + f;—] . Funkce g,(r) jsou pfipadné zménéné na mnoziné miry nula tak,
3 .
f g,(8) ds]’ = g,(r) platilo tam, kde derivace je koneénd.
1 2 2

3. Je-Ii bod ry > 0 bodem spojitosti funket f1(r) @ gy(r), potom
2 2

" ou i . 1 ou
lim —— (r, 0) = fi(ry), lim ——=(r, 0) = £ gi(7o) -
® ()r 2 o T d@ 2
9—*:}:—”— 9“*:&"2‘
Ty Tty

Dikaz. Bud (a, b> uvatovany interval. Stadi, kdy% dokéZeme vlastnosti
2 a 3 pro 7, € (@, b) vzhledem k tomu, Ze za a, b jsme mohli zvolit libovolna &isla
0<a=b< co. Ziejmé bez Gjmy obecnosti stadi, kdyZ budeme zkoumat

pifpad @ — 5‘2’ )
Budte nyni funkee f,,(r), f15(r) absolutnd spojité a g,1(r), g14(r) takové, Ze

fo(r) = fuu(?) + fra(r) s qu(r) = gu(r) + J12(7) 5
pak existuji konstanty 0 < &' <a =b<b < takové, Ze

fra(r) = 0 rnone (a’, b'), gm(r) =0, rnone(a,d),
f[flﬂ ]ﬁdr<w f[glg ]ﬂd,r<w
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Podle (42) plati
u(r, @) = u,(r, O) + uy(r, ) + ug(r, 0) .

Zde funkece u,(r, ©) je definovina formuli (42), dosadime-li za f,(r) i za g,(r)
nulu, funkce u,(r, @) formuli (42), kdyZz dosadime za f,(r) i za g,(r) nulu a za
f1(r) resp. ¢,(r) funkei f,,(7) resp. ¢y (r); posléze funkce u,(r, @) je definovina
formuli (42), kdyZ za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g,(r) funkei
f12(7) TESP. 915(7). Podle véty 16 je funkce u,(r, O) (a jeji derivace) spojité prodlu-

Zitelna na rameno klinu 6 = %)— a plati

% w_l?ﬂ w) _ ou ) _ o
\nz)=7w\"z) " \n3) =

pro r > 0 a podle véty 17 je u,(r, @) (a jeji prvé derivace) spojité prodluzitelns
k nule pro rye (a’, ).

Zavedme nyni kartézské squiadnice, tak aby osa y > 0 byla totoZnéd s ra-
menem klinu @ = %’- Dosadme do (52) za f(s) funkei f,,(s) a za g(s) funkei

912(8). Takto ziskanou funkei nazveme u,(r, ©). Déle od funkce u,(r, @) odedte-
me funkei u;(r, ©), kterou ziskdme, kdy% v (42) za f,(s) i za g,(s) dosadime nulu,
za f,(s) poloZzime %, (s, — i;—) a za ¢,(8) poloZzime — % 2—23‘ (s, — %) Vzhledem
k unicité a k tomu, Ze u,(r, ©) e B, plati

'u'a(r, @) = (7, @) - us("’ @) .

Opét podle véty 16 mé funkee us(r, @) na hornim rameni klinu tytéz vlastnosti
jako funkce u,(r, @). Funkce u,(r, ®) mi viak vlastnosti dané vétou 15. To jsou
viak pravé vlastnosti poZadované vétou 18. Tim je dikaz proveden.

Nyni se budeme pongkud bliZeji zabyvat chovdnim YeSeni ve vrcholu ne-
koneéného klinu. V prvé fadé provedeme blizii analysu vztahu mezi konstan-
tami u, v a y, d a pak vyslovime nékteré postadujici podminky pro to, aby prvni
derivace feSeni byly spojité prodluzitelné i ve vrcholu klinu.

Véta 19. Necht u < 0. (Viz definice 5.) Potom nutnd a postadujici podminka
pro to, aby pu = vy, je: Funkce f;(s) jsou absolutné spojité v intervalu {0, ) a je
11(0) = £2(0) = o.

Podobné plati: Nechl v > 0. Potom nutnd a postatujict podminka pro to, aby
v = 6, je: Funkce [;(s) jsou absolutné spojité v intervalu <0, 00> a je f;(0) =
= f,(00) = 0 (to znamend, Ze lim f,(r) = lim f,(r) = 0).

Dikaz. Zabyvejme se napt. prvni ¢asti véty 19. Shodné s dikazem véty 10
pisme f,(r) = f11(r) + f12(r) atd. Zkoumejme nyni formuli (26), coZ je-obraz
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funkce wu,(r, ©®). Misto F;(n) pisme podle (25) — -?1; f 7 fu(r)dr = — % )
[}

. Hyn + 1). Nyni plati, Ze je u = y tehdy a jenom tehdy, jestlite U(n, 0) a
a% U(n, ®) nemaji pély v bodé n = 0. JestliZe je totiZ tato podminka splnéna,
3
’de’
.U(n, ©) e H, , a odtud jiz plyne podobné jako pii dtikazu véty 10, Ze u = .
(Viz oznadeni v dukaze véty 10.) Z formule (26) vyplyvé, Ze to nastdvé prave
tehdy, kdyz [f,(r)dr =0, ¢ =1, 2, coZ je ekvivalentni s podminkou, Ze

0

funkece f;(s) jsou spojité v po¢atku zprava a Ze je f,(0) = f,(0) = 0. Druhé ¢ist
véty 19 se dokazZe stejné a tim se dikaz véty 19 dokonéi.

potom na zakladé odhadd z dikazu véty (10) je U(n, @), » U(n, O)

Chovéni biharmonické funkee v rohu popisuje
Véta 20. Bud u(r, ©) e B. Necht plati, Ze fi(r) a [gi(s) ds maji v bodé nula
1
koneénou derivaci zprava f;(0) a g,(0). Necht ddle plati, Ze f,(0) = £,(0),

(0) cos 5 — g,(0) sin 5 = £;(0) cos 5 — g,(0) sin 5,
£1(0) sin —‘2‘1 + ¢,(0) cos % = — 4(0) sin —‘;’- — ,(0) cos % (61)

Predpoklddejme ddle, %e
1 1
[lfir) — fiO)pr2etidr < 00,  [[gi(r) — gi(0)P . r2=+1dr < o0,
0 0

kde « << — 1. Potom plati

limu(r, ) = £(0), 16]< %, lim 25 =£0),

7—0

y—0
. ou
11_13 P (x,y) = — 0:(0) .
y—>0

Predpokldddame p#i tom, Ze je [[g:(s) ds]’ = ¢4(0) pro r =0 a i = 1, 2. Body
1t

[z, y] leZt v néjakém klinu K, libovolném ale pevné zvoleném, obsaZeném v nasem
klinu K, s vrcholovym vhlem 0 < ¢ < w a vrcholem ve vrcholu klinu K; osa y

kartézskijch souradnic splyvd s ramenem klinu @ = % (Analogické vysledley
dostaneme pro rameno O = — %) .
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 JestliZe jsou fi(r) @ gi(r), © = 1, 2, spojité v bodé 0 a plati-li podminky (1),
potom '

lim ?(r, 0)=£(0), lim ~% @ 0)= +g,0).
o 0T 2 o T d 2

@-—):h-—z— @—»*—2——

r—0 r—0

Diikaz. Najdeme nejdiive konstanty @, b, c tak, aby funkce u,(r, @) =
= a + br cos @ + cr sin O spliiovala tyto podminky:

0 12
(0,0 = f,(0), 22 (0 + ) = £, T8 (o + 5 ) +6,(0).-
Pak dostaneme pro konstanty a, b, ¢ tyto podminky:

a = f,(0), bcosc—;-—i-csin%:f{(O), bcos%—csin—c;—=f;(0),

.o ) ) w (62)
——bsmE-i—ccosE:gl(O), bsm?—{—ccosi—- — g,(0) .

Snadno se presvédéime, Ze pro systém (62) vzhledem k platnosti (61) je
splnéna Frobeniova podminka. Z¥ejmé je u,(r, @) € B a funkciu(r, O) = u,(r, 0)
piislusi konstanta y = «. Postali, dokdzeme-li tvrzeni véty 20 pouze pro
6> a0<0.

Funkei u(r, @) — u,(ry, O) rozdélme opét, podobné jako v dikaze véty 18, na
nékolik séitanct. Podle (42) je

u(r, 0) - ul('r: @) = '“2("" @) + ’u,3(’l‘, @) + u4(7', @) s

kde u,(r, ©) dostaneme z 42, kdy% za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu, za f,(r)
resp. g,(r) dosadime f,(r) — f5(0) — f4(0) 7 Tesp. gy(r) — g5(0). Funkei us(r, 6)
dostaneme tak, Ze za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g,(r) dosadime
f12(7) TESP. g15(7) (Viz oznadeni v dikaze véty 10). Funkei uy(r, @) dostaneme
posléze tak, Ze za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g;(r) dosadime
f11(7) resp. g41(r). Nyni podle véty 19 a 16 je

|ug(r, )] < Mr-=,

d
p Uy(7, O) l < Mr-e-1,

1 ¢ o
) 76 % r@)lSMr 1

pokud 0 <r=1a 0=6 <2 a podle odhadta (59b) platnych pro « <
<t<—1

[us(r, ©)] < Mrr,

0 1 Gu,
-T— — < —z-1
Pl (r@)lng 1, "r @(r 0),=Mr ’
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pokud 0 <r<30=0 < 502— . Dosadme nyni F',,(n) resp. G{;(n + 1) do (48)

za F(n) resp. G(n + 1). Z véty 19 plyne, ze F,;(n) a Gy(n + 1)e H,,, kde
v (x <v < 0) je libovolné &islo. Formule (48) davad obraz funkece uj(r,d),
Us(n, 4), pro néjz plati

dU,

US(n’ 9, —mn Us(n, 0) > d_@. (n, ﬁ)GHav
{bez tjmy obecnosti predpoklddime, Ze — 2 < ).
Funkce
Ug(r, &) = us (r, 0 + % — %) = Uy(r,O)e B

mé tyto vlastnosti

w

&5(7,—5)]§M7‘-“, S Mretl, 0<r=1,

3’ELT w
or '’ 9

laﬁr_co
] )

co? plyne z (48). Jestlize nyni oznadime u,(r, @) funkei, kterou dostaneme z (42),

< My-e-t

kdyz za f,(r) i za g,(r) dosadime nulu a za f,(r) resp. g,(r) dosadime (r, — %)

resp. — — % (?‘, - %) , pak pro u,(r, ©) dostaneme podobné jako pro funkei
uz(r, @) ;
lug(r, ©) = Mr—=", % (r, @)| < Mp-o*-1,

r 90 2
Zde je & < a* < — 1. Vzhledem k unicitd plati u,(r, @) = u;(r, @) — uy(r, O).
Déle napi§me funkei u(r, #) ve tvaru (52). ProtoZe funkece f,(r) — f,(0) —
r

llaus(r,@)'ng-a‘-l, 0<r<1, 0<0<2.

— 7 f1(0) a [(g(s) — 9(0)) ds maji v bodé nula derivaci rovnou nule, jsou splnény
1
podminky véty 15 pro funkce f(s) a g(s) z vzorce (52). Protoze je
u(r, @) = wuy(r, 0) 4 uy(r, 6) + us(r, ) + u5(r, O) — ug(r, 0),

dostdvame odtud jiz tvrzeni véty 20.

Zavérecné poznamky

Poznamenejme na zavér, e s biharmonickym problémem pro nekoneény
klin je svézéno je§té mnoho zajimavych otdzek. Tak v prici [8] jsou funkce
fi(r) a gi(r) po &stech spojité, o bodech nespojitosti je pfedpoklddano, Ze jsou
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prvého druhu a Ze jejich hromadnym bodem muZe byt pouze nekoneéno.
Kromé toho se predpoklads, Ze v potatku funkce f;(r) a g;(r) jsou O(r-2-1), kde
o < A(w) — 1, a %e v nekonednu jsou O(r-4-1), kde f > — A;(w) — 1. Defi-
nice biharmonického problému podané v [8] je klasicka. Pozaduje mimo jiné,
aby prvni derivace fefeni u(r, @) byly stejnomérné vzhledem O e (— %, %)
v okoli poditku O(r-v-1), kde — A;(w) — 1 <y < 4,(w) — 1, a v okoli ne-
koneéna O(r-3-1), kde — A;(w) — 1 < 8 < 4(w) + 1. Je dokdzéna existence
a unicita takto definovaného problému.

Zajimavé je role Papkovitovych ¢isel a Papkoviovych funkei. Tiida FeSeni
vySetfovand v tomto pojedndni obsahuje prvky, které maji bud omezeny
Dirichletiv integrl, nebo jsou rozumnou limitou takovych prvki. Kdyby-
chom kladli konstanty y resp. d nap¥. do intervalu A,(w) — 1, A,(w) — 1, kde
Ay(w) = Re p, (p, je dalsi Papkovidovo &islo s vétai realnou &asti, nez Re p,),
nebyla by vyge uvedens podminka s Dirichletovym integrdlem splnéna. Papko-
vidovy funkce (viz pozndmku uvedenou po dikaze unicity) nepatii do Zédné
definované t¥idy B. V préci [8] jsou tyto otazky probirdny podrobnéji a dika-
zové metody jsou do velké miry zaloZeny pravé na vlastnostech Papkoviéovych
funkei.

Je zndmo, e na biharmonicky problém vedou tlohy rovinné elasticity.
Okrajové funkee f;(r), g.(r) udavaji vn&jsi zatizeni (p¥i tzv. prvnim problému
rovinné elasticity). NaSe definice biharmonického problému zahrnuje v sobé
vétsinu prakticky dulezitych p¥ipadd, jako nap¥. vnéjitho zatiZeni osamélym
bfemenem na ramenech klinu nebo i ve vrcholu klinu, déle pak osamé&lymi b¥e-
meny velikosti 1, které piisobi v bodech r, = a -+ bk, kde ¢ =0, b =20,
k=1,2,... apod.

Pro biharmonickou funkei jistého typu definovanou na nekoneéném klinu se
d4 dokazat v jistém smyslu véta o maximu. Jeji znéni je toto:

V&ta 21. Bud funkce u(r, ©) ¢ B a u, v ji pFislusejici &isla takovd, Ze plati:

1 — (o) —l < u<v< A(w) —1,

2. je-li v > 0, potom mecht fi(c0) = fy(c0) =0, je-li u < 0, potom mnecht
11(0) = f4(0) = 0,

3. u£E0 %9y

Potom existuje konstanta M(u, v) (2dvisld pouze na u, v a nikoli na funkcy
u(r, ©)) takovad, Ze plati

@ © .
max { f [u(r, @) r=-1dr , f [gﬁf (r, @)] y2a+l dp |
0 0
s 2
f [%% (r, @)] rel dr} = M(u, ») {f [—2%6 (r, %)] P+l dp L
2 (1]
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©

2 - 2
+ f[g—:f (r, —_ %)] gkl dy - f[%% (r, %)] r=+l dr 4
(]
f 1 ou ) 22+1 (],
T 70\ 7 r T[>

kde x je bud rovno u nebo ».

Dikaz. Stejné jako jsme to uéinili v dikaze véty 10, piSme

Fir) = fu(r) + faalr) s 9i(r) = gu(r) +gulr), i=1,2.
Predpokladejme napt., Ze 4 < 0, » < 0. Rovnost

f fulr) metdr = — f fulr) ™ ar (63)
0 0

plati proRe n > 0. Protoze f,(0) =0, 1+ = 1, 2, plati, Ze funkce — % f falr) .

.mdreH,; kde f je libovolné &islo vétsi neZ ». Odtud plyne, Ze f,leh,,ﬁ
Rovnost (63) tedy plati pro u < Re n < . Rovnost

f fualr) Pt dr = — 1 f fialr) 7 dr (64)
0 0
platf pro z < Ren < v < 0. Seétenim (63) a (64) dostaneme pro u < Ren <
<v<O0
ffi(r) mldr = — % fﬂ(r) rmdr. (65)
0 0

Dosadime-li (65) do (26) a uzijeme-li odhadd zlomki a jejich derivaci podle @
z dilkazu véty 10 a posléze Parcevalovy rovnosti 3 z véty 5, dostaneme tvrzeni
véty 21. Ostatni p¥pady bychom dokézali tplné stejné.

Zéavérem uvedme hlavn{ my8lenku, na niZ je zaloZeno feSeni biharmonic-
kého problému konvexntho mnohothelnika v [9]. Pro jednoduchost to ukdzeme
pro rovnostranny trojihelnik.

Rozdg&lme strany tohoto trojihelnika body 4,, B;, C; postupné na dvé stejné
dasti. Hledejme biharmonickou funkei u(z, %), kterd (zatim v bliZe nedefinova-
ném smyslu) nabyvé na hranici trojihelnika hodnotu f(s) (s je délka oblouku
hranice) a jeji derivace podle normaly hodnotu g(s). Pokusme se funkei u(z, y)
vyjadiit jako soudet uy, (2, y) + up, (%, ¥) + Uc,(®, y), kde u (7, y) je biharmo-

J , .
nicks, funkce na klinu s vrcholem v 4,, s vrcholovym thlem 5 » ktery obsahuje
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