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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

REFERATY

PROBLEM STABILITY RESENT ELIPTICKYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC
(VZHLEDEM K MALYM ZMENAM DEFINICNI OBLASTI)

(Referdt o pfednésce I. BABUSKY v matematické obci prazské
dne 4. listopadu 1957)

PrednéSejici se nejprve struéné zabyval vyznamem péti zékladnich problémyd v sou-
vislosti s diferencidlnimi rovnicemi matematické fysiky. Jsou to: a) existence Fefeni,
b) unicita FeSeni, c) spojitd zdvislost FeSeni na okrajovych podminkéch, d) spojitéd zdvislost
TeSeni na zméné koeficientd rovnice, e) spojitéd zédvislost Fe¥eni na zméné definiéni oblasti.

V pfednésce bylo zdtiraznéno, Ze posledni problém je prévé tak duleZity jako problémy
ostatni, pfi demZ vSak tyto otdzky nejsou skoro vibec studovény. S vyjimkou prdce
M. V. KELDYSE nenf pfednéejicimu zndmo jiné podrobnéjsi studium tohoto problému.

Definice 1. Omezend. oblast Q c E,, byla nazvdna normdini oblast, jestliZe existuje po-
sloupnost oblastt 2;,7 = 1,2, ..., takovd, %e 2;,, C 2,, 2 C 2;, 2 = N ;.
Pro normélni oblast 2 existuje vidy posloupnost oblasti .Q}", t=1,27=12,...

o« [-¢]
takovych, %e O c P, RcoP®, BPcoP, Wco, 2=yUoP=noP,
i=1 =1
pii dem¥ oblasti %, ¢=1,2;§=1,2,..., jsou sjednocenim koneéného podtu kouli;
tyto oblasti jsou tedy reguldrni oblasti viidi feSeni Dirichletova problému pro Laplaceovu
rovnici.l)
Déle byla vyslovena definice stabilni oblasti pro Laplacedv operdtor podle Keldyse.
Definice 2. Normdint oblast 2 C By, nazyvdme stabilni, jestlife pro kaZdou spojitou funkei
f definovanou v B, platt
lim P (2) = limu®(z), z¢ 2,
N—c0 n—>n
kde u,‘:"(x), 1=1,2n=1,2,...,je fedent Dirichletova problému pro Laplaceovu rovnici
na oblasti 29, kdyz na hrawici 2% nabyvd funkce u® (x) téchZe hodnot jako funkce f.
Lze ukézat, Ze existuje lim u{(z) = uD(z), ¢ = 1, 2, pki &em? u{9(z) je harmonickd

N—>c0

funkee; funkee u(¥(z) nezévisi na volbé systému oblasti 2% a na prabdhu funkeé mimo
hranici oblasti Q.

V prednsice byla zavedena nové definice stability, spoéivajici na funkciondlné analy-
tickém zdklad$ a vychdzejici z problematiky varia¢nich principti. Bylo ukézéno, Ze tato
nové definice je ekvivalentni s definici KeldySovou.

Tato nové definice pak dovoluje zavést pojem stability pro obecny, linedrnf, samo-
adjungovany, positivné definitni operétor.

1) Oblast 2 nazyvé se reguldrnt oblastt, jestlize pro ka¥dou spojitou funkei definovanou

na hranici existuje feSeni Dirichletova problému spojité na 2 a nabyvajici na hranici 2
piedepsanych hodnot. :
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Pak byly vysloveny nékteré postaéujici podminky pro stabilitu oblasti. Uvedeme zde
jen tu nejjednodussi:

Véta 1. KaZdd hvézdicovd oblast je stabilni oblasti pro katdy linedrni, samoadjungovany,
positivné definitni operdtor.

V dalsi ¢dsti ptedndsky byly naznadeny nékteré vlastnosti stabilnich resp. nestabilnich
oblasti. Napi. plati tyto véty:

Véta 2. Oblast 2 je stabilni viudi obecnému eliptickému operdtoru tehdy a jen tehdy, je-li
stabilni vuéi polyharmonickému operdtoru stejného Fddu.?)

Véta 3. K polyharmonickému operdtoru stupné p existuje v Ey vidy nestabilni oblast,
je-lz n dostateéné wveliké.

V zdvéru predndsky byla pak jestd vyslovena ndkterd tvrzeni o stabilité jedné oblasti
véi operdtorim rizného Fédu a byly naznadeny n8které nejdiilezitéjsi oteviené a nefeSené
problémy.

Ivo Babu$ka, Praha

JEDNOZNACNOST NEKTERYCH OKRAJOVYCH ULOH PRO ROVNICE
PARABOLICKEHO TYPU

(Pfedndska R. VY¥BORNEHO se konala v matematické obci praZské dne
2. prosince 1957)

PrednédSejici po kratkém historickém tvodu referoval o svych vysledcich, které jsou
oti§tény v DAH CCCP 117 (1957), 4, 563— 565.

Rudolf Viyborny, Praha

O INTEGRALNI STABILITE

(Referdt o predndSce Ivo VREOCE konané ve schiizi matematické obce prazské dne
6. ledna 1958.)

. Aby vynikl vyznam nové zavedenych pojmu stability, je tfeba uvésti n8které jiz dobie
zndmé definice stability v chronologickém potadi a jejich zékladni vztahy.

Nejdiive uvedu Ljapunovovu definici stability (v literatute se dasto uzivd ndzvu stejno-
mérnd stabilita). Budeme pritom uvaZovat systém n diferencidlnich rovnic, ktery zapi-

Seme vektorové
: ]
n
z= [z, ...2,], |l = Zx?,
iml

dx—Xt X, 0)=0 1
E'_ (’m)’ (t’)= O ()

Z potstku budeme piedpoklddat, Ze pravé strany X,(t, ) jsou spojité v oblasti
t=20, gl<a, a>0. (2)

) Pojem obecného eliptického operdtoru nebudeme zde pfesnd definovadt.
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Definice 1. Eefeni x = 0 rovnice (1) je stabilni, jestlize k libovolnému &islu & > 0 ewistuje
¢islo 6 > 0 (nezdvislé na i) tak, Ze plati |x(t)|| < & pro t = &, pro véechna Feseni x(t) rovnice
(1), které splriuji vztah |jz(t,)|| < 9. .

Jestlize vySetfujeme stabilitu néjakého feSeni z = f(t), je vidét, Ze joj miZeme jedno-
duchou transformaci proménnych pfevésti na z = 0.

Definice 2. Kedent x = 0 rovnice (1) je asymptoticky stabilni, jestlite: 1. je stabilni,

2. plati lim x(t) = 0 pro vdechna Fedeni w(t) rovnice (1), které spliuji nerovnost |@(t,)| <
t—0 s
<b=a.
V teorii stability jsou pro uréeni stability a asymptotické stability velmi obecné kri-
teria, tzv. Ljapunovovy véty. Pro nds mé vyznam pouze:

2. Ljapunovova véta. Jestlize pro systém (1) lze nalézti funkce V (3, z), kterd je definovina
voblasti t = 0, ||z|| £ b < a, kde md spojité parcidlnt derivace a spliiuje ndsledugici pod-
minky:

1. V(¢t, 2) je positivné definitni,

2. V(t, ) je stejnomérné mald, tj. existuje spojitd funkce U(x) takovd, fe U(0) = 0 a

V@, z) < U),
3 av v av X . ind definiini
s (t, ) = i +z E X;(t, ) je negativné definiint,
pak = 0 je asymptoticky stabilni.

Vznikla otdzka, existuje-li funkee V (¢, 2) poZadovanych vlastnosti, je-lix = 0 asympto-
ticky stabilni, tj. zda existence funkce V(f, #) s poZadovanymi vlastnostmi je nutnou
a postadujici podminkou pro asymptotickou stabilitu fefeniz = 0. Ukédzalo se, Ze v 2. Lja-
punovovd vété miZeme o x == 0 tvrdit vice, a to Ze z = 0 jest silné stabilni.

Definice 3. Redeni x = 0 nazveme silné stabilnt jestlize:

1. je stabilni,

2. k libovolné dvojici &isel 5 > 0, n > 0 muZeme najit fislo T (8,n) > 0 (nezdvislé na t,)
tak, ze platt |[x(t)|| < n pro t = t, + T(J, 1), jestlize Fedent x(t) spliiuje vztah ||lz(t,)|| < ¢ .

Nyni jiz plati, Ze existence funkce V (¢, ), kteréd spliiuje podminky 2. Ljapunovovy véty,
je nutné a postadujici podminka, aby YeSeni z = 0 bylo silné stabilni. J. KurzweIiL do-
konce sestrojil tuto funkei tak, Ze m4 spojité parcidlni derivace viech F4du.

Nevyhodou téchto pojmu stability je, e pFipouftime jen takové poruchy, které vznik-
nou nespravnym nastavenim poéiteéni polohy. Na ka?dou mechanickou nebo elektrickou
soustavu viak ptsobi vnéj$i prostiedi neustéle rudivymi silami. Proto soustava je vyjé-
diena diferencidlni rovnici

dx 5

de
kde o é&lenech R(t, z) vime pouze, %e jsou malé. Aby se odstranil tento nedostatek, byl
v literatute zaveden pojem poruchové stability.

Definice 4. Fedent x = 0 rovnice (1) je poruchové stabilni, jestlize k libovolnému &ishu
e > 0 existujs &isla n, > 0, n, > 0 takovd, Ze pro Fefent z(t) rovnice (3) plati |lx(t)| < &
pro t = b, jestlite ||x(t)]| < 1, a jestlize ||R(t, || < 9y pro t = 1y, [l2]| = & )

VSimné&me si, %e velikost poruch R(¢, z) pfitom méfime vyrazem

sup ( sup [[B(, z)]) -
12ty [[7]=e

Toto pojeti md dvé nevyhody:
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. |IR(, x)|| musi byt stdle malé — mneptipousti se moZnost lehkého ndrazu, p¥i kterém
[[R(t z)|| maZe byti velké na malém intervalu.

2. Je zndma postadujici podminka pro to, aby feSeni z = 0 bylo poruchové stabilni,
ale neni zndma nutnd a postaéujici podminka.

Oba tyto nedostatky odstranime, jestliZe velikost poruch R (¢, x) budeme méfit pomoef
©

vyrazu f sup ||R(t, «)|| d¢; tim obdrZ{me novsé zavedené pojmy integrilni a asymptotické

t, <=
integrdlni stability.
Definice 5. Kedeni x = 0 rovnice (1) nazveme integrdlné stabilni, jestlite k libovolnému
Eislu & > 0 maifeme najit &islo & > 0 (nezdvisle na t,) tak, fe pro Feent x(t) rovnice (3) platt
ll(t)]| < & pro t = t,, jestlize

llz(te)ll < 9, [ = IR, )| dt < & .

e
Definice 6. Beseni x = 0 rovnice (1) nazveme asymptoticky integrdiné stabilni, jestlize
1. je integrdlné stabilni,
2. k libovolné dwvojict &isel 6 > 0, n > 0 lze nalézti dvojici tisel T'(6,n) > 0, »(@6,n) >0,
(které nezdvist na ty) tak, e pro Fedent x(t) rovnice (3) plati |jx(t)|| < n prot =ty + T(6,7),
o

jestlize |lo(to)| < 6, [ sup IR 2)]| dt < »(5, 7).
? [2ll<e

Integrélni stabilitu mé%eme charakterisovat ndsledujici vétou:

Vé&ta 1. Jestlize pro rovnici (1) miZeme nalézt spojitou funkei V (¢, «) definovanou v oblastt
t =20, |z =b (0 < b < a), kterd spliiuje podminky:

1. V(t, =) je positivné definitni,

2. [V(t,z) — V(t,y)| S K ||z — yl| (K nezdvisi na t),

3. DYV, 2(t)) =< 0,
pak x = 0 je integrdlng stabilni. Naopak jestlite tedeni x = 0 je integrdlné stabilni, potom

existuje funkce V (¢, x), kterd md spojité parcidlni derivace véech *ddw a sphiuje podminky
1,2 3.

Podminku 3 nyni mi¥eme napsat ve tvaru

d-—V(t )= Za X, 0.

Pro asymptotickou integrélni stabilitu plati obdobnd véta.
Véta 2. Jestlize pro rovnict (1) maZeme nalézt spojitow funkei V (t, z) definovanou v oblasti
t 20, |zl =b < a, kterd spliuje podminku 1 a 2 z véty 1 a podminku
3'. DHV(t, 2(t)) < — U(x(t)) kde Ul(x) je spojitd funkee, U(x) > 0 pro = 0, pak z =0
je asymptoticky integrdlné stabilni.
Naopak, jestlize x = 0 je asymptoticky integrdlng stabilni, potom existuje funkce V (¢, ),
kterd md spojité parcidint derivace vdech ¥ddii a spliuje podminky 1, 2, a 3.
Podminku 3’ miZeme nyni vyjadiit tak, e
(t z) = aV -ﬂ/- X;
ox; "
je negativné definitni.
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JestliZe o pravych stranédch X;(t, ) systému diferencidlnich rovnic (1) (ktery je vyjddren
vektorové) nebudeme piredpokléddat, Ze to jsou spojité funkee, ale pouze, Ze X;(t, x) spliuji
Carathéodoryho podminky, nelze sestrojit funkei V (¢, z), kterd by spliiovala podminky
1,2, a 3 z véty 1 a pritom méla spojité parcidlni derivace vSech ¥édd v pfipads, Ze z = 0
je integrdlné stabilni. V tomto p¥ipadé plati véty:

Véta 3. Bedeni « = 0 rovnice (1), kterd nyni spliiuje Carathéodovyho podminky, je inte-
grdlné stabilni tehdy a jen tehdy, existuje-li spojitd funkce V (¢, z) definovand v oblast: t = 0,
lz]] £b = a, kde spliiuje podminky 1, 2, 3 z véty 1.

Véta 4. Redeni x = 0 rovnice (1), kterd nynt spliiuje Carathéodoryho podminky, je asym-
ptoticky integrdlné stabilni tehdy a jen tehdy, jestlize existuje spojitd funkce V (8, x) definovand
voblastit = 0, ||z|| £ b =< a, kde splriuje podminky 1, 2, 3’ z véty 2. '

Velmi dile%ité je vySetfovdni stability v autonomnim piipadd. Pfi ném pravé strany
diferencidlnich rovnic nezévisi explicitné na Gase t: '

dz
— =X(), X(0)=0. 4
- = X@, X(0) ()
V tomto piipad® se snaZime charakterisovat stabilitu feSeni z = 0 funkcemi V(z),
které také nezdvisi na ¢. Tento problém nelze redukovat na piedchozi, kdy funkce X;
zdvisely na ¢, ale také ¥ mohlo zdviset na ¢.
Pro integrélni a asymptotickou integrdlni stabilitu platf zde véty uplné obdobné vé-
tdm 3 a 4, jediné s vyjimkou, %e funkce V nezévisi na ¢.

Zévérem jsem provedl srovnén{ mezi jednotlivymi druhy stability zde uvedenymi:
(Sipka znamens implikaci, Skrtnuté Sipka znamens, %e implikace ve sméru fipky neplatf)

3E
N\

NE
N

Asympt. integr: stabilita

Siind stabilita ~ 7% Integralni stabilita X poruchovd statilita

-~ j—/
Asympt. stabilita

N

Stabilita
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V autonomnim p¥ipadé se vztahy mezi jednotlivymi druhy stability zmeéni. Je:

Asymptotickd st. == Silnd st. < Asympt. integrdlni stabilita
v
Poruchovd stabilita
4
Integrédlni stabilita
A
X ¥
Stabilita
Ivo Vrkoéd, Praha

O DIRACOVE FUNKCI V NELINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNICICH

(Referdt o predndSce dr. Jarostava Kurzwerra konané ve schizi matematické obce
prazské dne 13. ledna 1958.)

Nasim cilem je popsat pribéh feSeni diferencidlni rovnice

da

5 = @1 + 9@ .20, M
17

jestliZe posloupnost g(t) se blizi k Diracové funkei. P¥edpokldddme, Ze x je vektor

z n-dimensiondlniho Euklidova prostoru E,, Ze funkce f(z, ¢) a g(z) jsou spojité pro z ¢ D,

te{—T,;,T,>, kde D je uzdvér omezené oteviené mno¥iny D C E,, a nabyvaji hodnot

z B, ; necht redlné funkce gy (¢) jsou spojité pro t e {— Ty, T ).

Rikdme, Ze posloupnost ¢, (t) konverguje k Diracové funkei, jestlize
T

lim sup f lpp@®)| dt =L < 0,
k- -T)
-§ T,
lim [ lpx®) dt + [ lgn(t) dt = 0
) . >+ =T, &
pro kazdé &£ > 0 a lim fq:k(r) dr=0resp. 1l pro — 7, < ¢< Oresp. 0< ¢ =T,. Posloup-
ko -T,
nost @, (¢) konverguje k Diracové funkei positivné, konverguje-li k Diracové funkei a je-li
@p(t) =0 pro t e<{—T4,To>, k=1,2,3,.... »

Véta 1. Necht posloupnost ¢, (t) konverguje k Diracové funkci a necht funkce g(x) spliiuje
podminku )
flg(zy) — g(@)ll = 2u(lly — oll), 21, 23 D,
1

d
kde y(n) je spojitd rostouct pron = 0, z(0) = 0, f_(_ﬂ_) = 0. Nechty;, >yeD, 0 < Ty <
x\m
0
< T,. Pfedpoklddejme, Ze fefent u(t), t € {(— T, 0%, rovnice
2 dx i, t 9
T = e (2)
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je jednoznaéné uréeno pobdtetni podminkow u(— T) = y, Ze Fedent v(t) rovnice

= g(2), (3)
1 L ..
v|— 3] = u(0), je definovdno na intervalu { — 5T (toto reSenti je jednoznalné wurde-

no podle Osgoodovy véty) a Ze Fedent w(t), t € <0, Ty, rovnice (2) je jednoznadné uréeno poéd-
tetnt podminkou w(0) = v(}).

Potom pro dosti velked k existuje Fedeni x;(t), t e {— Ty, Ty, rovnice (1), x,(— To) = Y,
a plati z(t) - u(t) resp. w(t) pro k — o, te{— Ty, 0) resp. (0, T>. Posloupnost x,(t)
konvergugje steynomérné na kaidém uzavieném intervalu, ktery neobsahuge bod 0.

Véta 2. Necht posloupnost ¢(t) konverguje k Diracové funkcs positivné. Necht y;, ~y ¢ D,
0 < Ty < T,. Pfedpoklidejme, %e FeSent wu(t), te<— Ty 0>, rovnice (2) je jednoznaéné
uréeno pobdteént podminkou u(—T,) =y, Ze Fedent v(t), t e {— }, ), rovnice (3) je jednoznaéné
uréeno pobdteini podminkou v(—}) = u(0) a Ze FeSeni w(t), t € 0, Ty, rovnice (2) je jedno-
z2nadné urdeno poddteént podminkou w(0) = w(3}).

Potom pro dosti velkd k existuje Fedent x,(t), t € {—To, Ty, rovmice (1), 2,(—T,) = Yy,
a plati: x,(t) — w(t) resp. w(t) pro k — o, t e {—T,, 0) resp. t € (0, To>. Posloupnost x;(t)
konverguje stejnomérné na kaidém uzavieném intervalu, ktery neobsahugje bod 0.

Jaroslav Kurzweil, Praha

SYSTEMY GENERATORU ABELOVYCH GRUP

(Referdt o predndSce Vriastrmira DraBA prednesené v Matematické obei prazské dne
17. tinora 1958.)

V tvodu pripomndl prednddejici nékteré definice a zdkladni vysledky teorie grup;?)
pouZival pfi tom terminologie, kterou navrhuje akademik V. KoRINEK: Grupu, jejiZ kaZdy
nenulovy prvek mé koneény (resp. nekoneény) ¥dd, nazveme periodickou (resp. aperio-
dickou). Podgrupu vSech prvkid koneéného #ddu dané grupy nazveme periodickou Edsti
této grupy. Rekneme, %e grupa G je divisibilni, jestlize ka?d4 rovmice n .z = g, kde
n je celé nenulové &islo, g € G, mé v G asponi jedno FeSeni; G je tedy divisibilnf prévé tehdy,
kdy% pro kazdé nenulové celé n plati nG = G.

BudiZ M neprdzdnd mnoZina prvkd grupy @; symbolem {IM} oznaéme nejmensi pod-
grupu grupy @, obsahujici v8echny prvky mnoziny 3. Rekneme, Ze ® je systém generd-
tori grupy @ jestliZe {B} = @, tj. jestlize kaZdy prvek grupy @ je mo¥no vyjadiit jako
linedrni kombinaci prvka z @.

Vlastnim obsahem predndSky bylo pak vySetfovdni systémt generdtori. PrednéSejici
ukdzal nejprve na prikladech t&Zkosti, s nimiZ se pfi tomto vySetfovani setkdvéme. Tyto
tézkosti jsou typické pro grupy, jeZ nemaji konedny systém generdtord. Zdiraziuji to
i vysledky H.PrRUFERA, Untersuchungen tiber die Zerlegbarkeit der abzdhlbaren primd-
ren Abelschen Gruppen, Math. Zeit., 17 (1923), 35— 61, kterych dosahuje pomoci pojmu
,»»hodnosti grupy, zaloZeném na pojmu systému generdtori.

Literatura, tykajici se studia systémt generdtori Abelovych grup, je velmi chudd;
jsou to jen dvé prdce polskych matematikt: J. Lo$, E. Sasiapa and Z. SLOMINSKI,

1) Grupou rozumi se v¥dy aditivnd psand Abelova grupa.
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On groups with hereditarily generating systems, Publ. Math. Debrecen, 4 (1956), 351—356
a J. oS, On the torsion-free abelian groups with hereditarily generating sequences, Bull,
Acad. Polon. Sci., Cl. III., 4 (1956), 169—171. Autofi zde studuji grupy, jeZ maji tzv.
didiéné posloupnosti generstorti. PredndSejici podrobné rozebral a kriticky zhodnotil
vysledky obou praci (kteréd jsou pouze &dsteéné a dosti sloZité). Hlavnim nedostatkem je to,

¥e autofi nechdpou systém generdtord jako mnoZinu (tenty% prvek se miZe i nekoneéns-
kréte opakovat).

PrednéSejici pak pristoupil k vlastnim vjrsledkﬁm; zavedl nejprve nésledujic definice:

Definice 1. Soustavu generdtord & grupy G nazveme sreducibilni, jestlize pro kaZdy
prvek g € G plati {&\ (9)} + G;?) v opaéném piipadé mluvime o reducibilni soustavé gene-
rétorti. Soustavu generdtort & nazveme silné reducibilni, jestlize pro kazdy prvek g ¢ ®
jo {B\(g)} = G. Jestlize & je reducibiln{ systém generdtort grupy G s vlastnosti, Ze kaZdé
jeho podmnoZina, kters je systémem generdtori grupy @, je té% reducibiln{, fekneme, Ze
& jo dédiné reducibilni. Ve stejném smyslu mluvime o déditné silné reducibilnim systému
generdtoru.

Definice 2. Rekneme, %e grupa G je dostiZitelnd, jestlize existuje vlastni podgrupe-
H C G a prvek g € G tak, Ze {H, g} = G.

Potom plati:

Véta 1. Budit G divisibilni. Potom G neni dostiZitelnd.

Véta 2. Necht G &= 0 neni dostifitelnd. Potom kasdy systém generdtorts grupy G je 8ilné
reductbilni.

Véta 3. Necht kady systém generdtors, grupy & je silné reducibilni. Potom G je divisibilni.

Odtud tedy mimo jiné dostdvame dalsi dvé charakterisace divisibilnich grup:

1. @ == 0 je divisibilnt <=>3) kady systém generdtors grupy G je silné reducibilni <=> kaZdy
systém generdtort grupy G je dédiéné silné reducibilni.

2. G je divisibilni <=> G meni dostiZitelnd.

Na pifklad$ grupy Gy = G(p®) + G(p) bylo ukdzéno,*) ¥e k tomu, aby & byla divisi-
bilni, nestadi, aby kaZdy systém generitorti byl dédi¢né reducibilni. Podle definice 1
je logicky moZnych Sest typl systémi generdtort:

(I) reducibiln{ systém generdtort, ktery nent silng reducibiln{ ani d8diéné reducibilni;

(II) siln reducibilni systém generdtorti, ktery neni d8di¢né reducibilni (a tedy ani
dédi¢né silné reducibilni);

(IIT) d&diéné reducibilni systém generdtori, ktery neni silné reducibilni;

(IV) d8diéns reducibilni systém generdtord, ktery je zdroveh silng reducibilni a neni
dédiéné silné reducibilni;

(V) dédiéné silné reducibilni systém generdtord;
(VI) ireducibilni systém generdtort.

o o0 -
Piiklad grupy G, = 2 Gi(p) + z G;(p) ukazuje, Ze grupa miZe mit viechny zavedené
i=1 i=1

typy generdtori.

2) Symbol M\ N znadi rozdil mnoZin M a N.
3) <« znabi logickou ekvivalenci.

4) G(p~) znadi Priferovu grupu typu p», G(p) eyklickou grupu ¥ddu p (p je prvodislo).
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PrednédSejici postavil pak obrdcenou otdzku:

BudiZ ddna grupa G; jaké kombinace zavedenych typa systémi generitord mohou
v grupé G nastat?

Odpovéd na tuto otdzku usnadiiuji nédsledujici véty, jejichZ dikazy jsou na rozdil od
dikazti vét 1, 2 a 3 sloZitdj§i (s vyjimkou véty 5).

Véta 4. Dostizitelnd grupa, kterd md systém generdtord typu (V), md té% systém generdtorss
typu (1II).

Vé&ta 5. Grupa, majict systém generdtord, typu (IV), md téz systém gemerdtors typu (1I1).

Véta 6. Md-li grupa systém generdtors, typu (III), md té% systém generdtord typu (IV).

Dukaz véty 6 se opird o dvé dule%itd lemmatas:

Lemma 1. Budit & dédiéné reducibilni systém grupy @, &, C G\ @ koneénd podmnoZina.
Potom téz (8, &) je déditné reducibilni systém generdtors grupy G.

Lemma 2. Budiz @ ireducibilni systém generdtort grupy G; budi% ddle ®, C G\ © koneénd
podmnotina takovd, e plati: Existuje g ¢ & tak, Ze

7¢{O\@, G} a Fnone (B\@) O}, kde G C 6.
Potom existuje ireducibilni systém generdtori & grupy G s vlastnostms
GC(6 6), 26, gnoned.

Z t3chto vysledkii pak snadno usoudfme na tyto moZnosti kombinaci: Grupa G mé
gystémy generdtori

1. pouze typu (VI) (<> G = 0);

2. typa (VI) a (I) (<> G = G(2));

3. typa (VI), (I) a (II) (napf. kaZdd nenulové grupa G =+ G(2) s konednym podtem
generédtoru);

4. typa (VI), (I), (II), (IIT) a (IV) (nap¥. grupa G; = G(p*) +‘ZIG,-(P));

5. typua (VI), (I), (IT), (III), (IV) a (V) (napt. grupa G,);

6. typu (III), (IV) a (V) (napf. grupa G,) ;

7. pouze typu (V) (<= G = 0 divisibiln{).

Jedinou dal§i moZnou kombinaci by mohla byt:

8. Grupa @ m4 systémy generdtori typu (III) a (IV).

Odpovéd na otdzku, zda tato moZnost miZe nastat (tj. zda takovs grupa G existuje)
nebo ekvivalentns: zda existuje grupa, jeZ nemé systém generdtort typu (V) ani typu (VI),
zlstdvé zatim otevienym problémem.

Prvni ¢dst préce je oti§téna v dasopise Yex. mar. :xypnai, 8 (1958), 54—61.
Vlastimil Dlab, Praha

TRANSFORMACE VICEROZMERNYCH INTEGRALU

(Vlastni referdt JosEFa KrALE o pfednédice proslovené na schiizi matematické obce praz-
ské dne 24. tnora 1958.)

Bud G oteviend mnoZina v E,, a necht @ je ;,hladké* zobrazeni mnoZiny G do E,,.
Oznaéme symbolem Dg(t) jakobidn transformace @ v bodé ¢ a pfedpoklddejme, Ze
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f |[Dg(t)| dt < oo. Potom pro skoro viechna z e Em je mnoZina @~(x) koneéné a vztah
G

[F@| Do)l dz= [( 2, F()da (1)
G D(t)y=x

plati pro kazdou funkei F na G, pro niZ ex1stuJe Lebesguetv integral vlevo (soudet za
integraénim znamenim vpravo mé pak smysl pro skoro viechna z, integrédl vpravo rovnéz
existuje a je roven integrdlu vlevo). Jednoduchy dtkaz obecnsj§iho tvrzenipodal J. Ma-
RiE v éldnku ,,Transformation of m-dimensional Lebesgue integrals‘‘, Yex. MaT. sKypHAT
6 (81), 1956. Lze otekdvat, Ze integrdl na pravé strané formule (1) bude mit smysl i pro
jind zobrazeni @, ne¥ jsou zobrazeni ,,hladké:. To nds vede k nésledujici definici:

Bud G mnotina typu F ) v E,, abud D spojité zobrazent mno¥iny G do B,,. Oznaéme sym-
bolem N ¢(G, x) polet bodd mmnotiny D~Lx) N G (je-li tato mnoZina nekoneind, klademe
Ng (G,z) = + ©) a poloEme

Vol®) = Ef No(@, z) dz .

ERekneme, %e zobrazent @ md konetnou variaci na mnoiné G, jestlize Vg(G) < .

Snadno se zjisti, Ze funkce N (@, z) je borelovsky métitelnd, takZe uvedend definice
mé smysl. (Zobrazeni s koneénou variaci studoval po prvé S. Banace v ¢lénku ,,Sur les
lignes rectifiables et les surfaces dont I'aire est finie*, Fund. Math., vol. 7, 1925.) Stejnym
zplsobem miZeme oviem definovat symbol V(M) pro kazdou mnoZinu M typu F ., jeZ
je obsaZena v (. V piipad$, Ze zobrazeni @ m4 konednou variaci na ¢, miiZeme mnoZi-
novou funkei Vg (definovanou zatim jen na téch podmnoZindch mnoZiny G, jez ma.Jl typ

vy

F ) rozsitit na iplnou a dplné koneénou miru na @. Potom plati
f F(t) AV g(t) = f (, > Ft)) de
E, &(t)=x

pro kazdou funkei F na @, pro ni existuje integrdl vlevo. Srovnénim tohoto vzta.hu se
vzorcem (1) dostdvdme (za piislusnych predpokladd o funkei F')

({ F(t)| Do(t)| dt = ‘{ F(t) dV o(t)

pro ,,hladké** zobrazeni @ s integrovatelnym jakobidnem na oteviené mmnoziné G.

Pro transformaci integréla podle miry V¢ pfi spojité zdméns proménnych lze odvodit
nésledujici vétu:

Bud ¥ spojité zobrazent oteviené mmnofiny O C E,, na mnotinu G C E,, a bud P spojité
z0brazeni mmoziny G do E,,. Oznalme symbolem & * ¥ zobrazeni, jei vznikne sloZenim
zobrazeni @, ¥ (tj. (D * ¥) (t) = D(¥(t)) pro kazdé t € 0). Md-li zobrazent @ * ¥ koneénou
variact na mnoziné O, pak zobrazent ® md konelnou variact na mnoiné G a vztah

J F(P() AV gy wlt) = g F(z) Nw(0, ©) AV o(x)

plati pro kazdou funkci F na G, pro ni existuje néktery z uvedenych integrdles (pak existuje
2 druhy integrdl a plati rovnost).

Je-li mimo to zobrazeni ¥ prosté, pak Ny (O, z) = 1 pro vSechna z ¢ @ a uvedend for-
mule ukazuje, Ze v integrdlu I F(z) dV p(x) mifeme ,,provést substituci z = ()%, ani%

bychom zménili Jeho hodnotu (nebo porusili jeho existenci).

1) V dalSim nevystalime s otevienymi mnoZinami; budeme toti% vysetrova.t také
obrazy takovych mnoZin pf¥i spojitych zobrazenich. Proto vyslovujeme nadi definici
hned pro mnoZiny typu F,. Omezeni na mno¥iny tohoto typu neni oviem podstatné.
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Nyni si vSimneme podobnych otédzek v souvislosti s ,,orientovanymi* integrdly typu
f F(t) Dg(t) dt; omezime se pouze na piipad m = 2.
G

Je-li @ spojité zobrazeni oteviené mnoZiny G C E, do H,, pak v kazdém bodé ¢ ¢ G, jen¥
je isolovanym bodem mnoZiny @—1(P(¢)), je definovén lokdln{ index zobrazeni @, ktery
oznaéime ig(t). Zhruba fedeno, mé index tp(f) tento ndzorny vyznam: Oznadime-li K
uzavienou orientovanou kfivku, ve kterou prejde zobrazenim @ ,,dostateénd mald‘
kladné orientovand Jordanova kiivka, obsahujici bod ¢ ve svém vnittku, pak 14(t) je topo-
logicky index bodu ®(¢) vzhledem ke ktivee K. :

Predpoklddejme nyni, Ze zobrazeni @ je ,,hladké‘ a mé integrovatelny jakobidn na G.
Potom plati

fF(t Dg(t) dt = fﬁ’(z) sgn Dp(t) . |Dglt)] dt = (viz (1)) =
= f ( 2, F(t)sgnDolt) dz,
E, o(t)==x
jakmile existuje vychoz{ integrdl. AvSak sgn Dg(t) = tg(¢) pro kazdé ¢ e G, pro né% je
Dy(t) == 0. ProtoZe mnoZina E[t; ¢t ¢ G, D ¢(t) = 0] pfejde zobrazenim @ v mnoZinu Lebes-
gueovy miry 0, dostdvdme .

gF(t) Doit)dt= [( > Fi(t)p(t)) dx. _ @)

E, o(t)=w
Posledni integrédl méd opét smysl pro mnohem 8irsi tiidu transformaci, ne# jsou ,,hladké‘
transformace s integrovatelnym jakobidnem. Je-li nap¥. @ spojité zobrazeni oteviené
mno%iny G C E, do E, takové, Ze Vp(GF) < oo, pak index tg(t) je definovédn pro Vg —
skoro viechna t ¢ G a funkee i je Vg — méfitelnd na G. Jak ukédzal T. RADd, je mimo to
mnoZina K[t; t e G, |tp(t)] > 1] spodetnd. Jsme tedy oprdvnéni definovat na G zobecné-
nou miru I7¢ predpisem

o(M) = f to(t) AV o(t)

(pro kaZdou mno¥inu M C G, jeZ je méfitelnd vzhledem k mife V). Za piislu¥nych pred-
pokladt o funkei F plati pak vztah

({ (t) AV o(t) = fF 1) 1o (¢) AV o(t) f( > F(t) o () dz

E, o(t)==
Odtud dostédvdme srovnénim s (2)

[F(t) Do(t) dt = fF(t av s()
G

pro ten piipad, %e zobrazeni @ je ,,hladké‘‘ a mé integrovatelny jakobidn. Posledni vztah
plati také pro mnohem obecnéj§i diferencovatelné transformace. Podobné otdzky jsou
vySetfeny v monografii 7'. Radd: Length and area. O tom, jak se transformuji integrdly

podle miry I7¢ pfi spojité zéménd proménnych, nds pouduje napt. tato véta:
Bud ¥ spojité zobrazeni oteviené mmoiiny O C E, na mnoZinu G C E, a bud P spojité

zobrazeni mnoziny G do E,. PoloZme N w0, 2) = Z 1w (t) pro kaZdé x « @, pro néz je mno-
Y(f)=2

Zina ¥z) 0 O koneénd. Je-li Vg w(0) < 0, pak je té2 Vo(G) < oo, funkce ﬁy(O, z) je
definovdna V ¢ — skoro vsude na G a vziah

[FP@) W onwlt) = [F(2) Np(0,2) dVole) )
platt pro kaZdou funkcei F na G, pro nit existuje integrdl vlevo.
?) G° je vnitfek mnoZiny G.
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V tom pifpads, Ze O je oblast a ¥ je homeomorfismus, mdme bud 1;',(0, z) = 1 pro
viechna z ¢ G = G° nebo Ng(0, 2) = — 1 pro viechna x ¢ G; uvedend formule pak uks.
zuje, Ze integral J F(z) dV o(z) je (a% na znaménko) ,,invariantni vaéi substituci z -
= P()“.

Stejnd tvrzeni platf také pro jednorozmérny pipad. Integrdl podle miry 17. plejde
v Lebesgue - Stieltjestv integrdl podle funkce @; zvldité jednoduchy vyznam mé funkes
Ne.Z vyde uvedend véty dostdvéme pak snadno jednoduchou vétu o zéméné proménnyeh

v Lebesgpe-Stieltjesovd integrdlu.
Josef Krdl, Praha
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