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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 83 (1958) , Praha

POZNAMKA K THEORII RIEMANNOVA INTEGRALU

KAREL DRBOHLAYV, Praha DT:517.65
(Dodlo dne 12. dervna 1956)

w() p
V édldnku je dokdzidn vzorec f F(x) de = fF[dﬁ (2)] P’(t) dit za pired-
()

pokladu, Ze funkee @ ma v ka.ﬁdém bodd mt.erva.lu {x, B nezépornou
]

derivaci a %e existuje Riemanniiv integrdl f @'(x) da. Piedpoklad exis-

3
tence tohoto integrdlu nelze nahradit piedpokladem omezenosti
funkce @',

Budiz f libovolnd omezend funkce v intervalu <a, b). Je-li D libovolné
déleni tohoto intervalu uréené délicimi body a = 2y <, < ... <=, == b,
pak oznatme symbolem S(f, D) pifsluiny horni soudet a symbolem s(f, D)

b
pristudng dolni soudet. Jak zndmo, je Riemanntv horni integrél [f definovén

a
jako infimum mnoZiny vsech hornich souéti funkee f. Podobné& je definovén
b b b
viemanniv dolnf integrdl [f a plati [(— f) = — ff.
a a

o

Véta 1. Budif | omezend funlcce“ » intervalu la, by, @ nezdpornd funkce
 intervalu (x, ) 8 meanmvym integrdlem f ¢ = b — a. Definujme funkce @, g
predpisem D(t) = a -} f @, g(t) = flP(1)] (p(t) Potom plati

b 4
Ji=1s. (1)

békaz. Budiz D libovolné délenf intervalu <{a, b), D == {a —= x5 < 2y < ...

.. << &, = b}, a budi¥ M, supremum funkce f v intervalu {x,_,, 2;>. Ze spo-
jitosti funkce @ a ze vztahlt @(a) = a, () = b vyplyva, Ze existuji
body ¢; € {x, f) takové, Ze plati &(t,) = 2, to == &, t, = . Pro t e {t;, ;)
jest ¢(t)e(:c,_,,:z:,,> a tedy git) = Myp(t) (1 =1,2,...,n). Odtud plyne

ﬁ
z f!l*ZM‘ftp """" Z,-Mf(l't"?'f--l = S(f, D) a tedy

<1 bgt

o

b
Méf- (2)
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Vezm&me nyni libovolné dgleni D, intervalu {x, ) a zvolme libovolné
¢ > 0. Oznadme pismenem M supremum funkece |f| v intervalu <a, b). Z exis-

B
tence [¢ plyne, Ze je moZno najit takové déleni D, intervalu {x, §), pro které

M[S(p, D)) — s(p, D)l = &. Budiz Dy, ={a =t <t <...<t,=f} spo-
le¢né zjemnéni obou déleni Dy, D, a oznadme symbolem u; (resp. »;) supremum
(resp. infimum) funkce ¢ v intervalu <i;_,,¢;>. BudiZ jesté x; = @(t,), M,
supremum funkce f v intervalu <{z;_;,z;>, n = &b — a)™.. Ziejm& existuji

&sla &; takovd, Ze x;,_, < & < xy, f(&:) = M; — n; dale existuji éisla 7, takovd,
t;

ve 4, < 1,54, Olv;) =§&. Protote z, —x,, = [¢ = ot; — t;,), kde
ti-1

v, = 0; = g, plati
[Zf[(l’ )] p(Ta)(t; — £i1) — Tf( e — ziy)| =
s ].zlf(fi)[?’('fi) — ot — L) = ZM Bi — v)(E; — tiq) =
= M[S(g, D,) — s(p, Dy)] = M[S(% D;) — s(g, Dy)] = e

Odtud plyne S(g, Do) = S(9, D,) = Z}‘ [D(z)] @(za)(ts — tiza) =
=1

= ﬁ:f(fz)(xz —Ty)— e iMi(xi —Zpa)— b —a) — & = ff ~— 28,
i=1 a

$=1

B 3 ,
takie [g = [f — 2&. Jezto ¢ bylo libovolné, plati
Y a

B b
fo= i B
Vzorec (1) plyne srovnanim (2) a (3).
Véta 2. Budif f omezend funkce v intervalu {a, by, ¢ nekladnd funkce v tnter-
g
valu {a, B s Riemannwym integrdlem [ = a — b. Definujme funkce @, g
predpisem D) = b + fq;, = fl[D(t)] - |p|. Potom plati vztah (1).
Dikaz. Defmu]me funkce y, ¥ predpisem 1,0 =—9, Yt =a+ fzp
3
Plati ¥(t) + @(t) = a + b. Ze zfejmého vztahu ff(x) dz = (fla + b — z) dx

plyne podle véty 1 ff = ff[a +b—-VPly= ff[¢]|¢l fg

Pozndmka 1. Kla,deme—h ve vztahu (1) funkc1 — f misto f, dostaneme
za predpokladd véty 1 nebo véty 2 rovnost

b 8
ff=1fg- (4)
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