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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 83 (1958), Praha

POZNAMKA K ROZKLADOM KONECNYCH PARNYCH
PRAVIDELNYCH GRAFOV NA LINEARNE FAKTORY

ANTON KOTZIG, Bratislava

(Doslosdne 23. ¥{jna 1957) DT:513.19

V préci Studuje sa vztah medzi podtom kruZnic v kompoziciach
linedrnych faktorov daného rozkladu koneéného pdrneho pravidel-
ného grafu (2n + 1)-ého stupiia a podtom jeho uzlov. Odvodzuje sa
nutné podmienka pre existenciu takého rozkladu koneéného pér-
neho pravidelného grafu na linedrne faktory, Ze kompozicia Tubo-
voInych dvoch rdznych faktorov rozkladu je hamiltonovskou éiarou
grafu.

Je zndma tato veta: Lubovolny parny!) pravidelny graf n-tého stupiia dé
sa rozlozit na n linedrnych faktorov. (Pozri [1], str. 171.)

Nech n > 1 a nech G je Iubovolny parny pravidelny graf n-tého stupia
anech R = {L,, L,, ..., L,} je lubovolny rozklad grafu G na linearne faktory.?)
Graf Q,;, ktory je kompoziciou linedrnych faktorov L,, L; (kde ¢ < §; ¢,7 €
€e{l,2,..,n}; @;; = L; X L;), je zrejme kvadratickym faktorom grafu G a
teda pravidelnym grafom druhého stupiia, ktory obsahuje vSetky uzly z G.
LubovoInd komponenta grafu @, ; je preto kruznica grafu G. Zavedme toto
oznadenie: Znakom x, ; budeme oznalovat podet komponent (kruznic) grafu

n n-1
Q.; a znakom »(G, R) oznadime stdet > > x;,.5)
J=i+1 i=1
V préci [2] (na str. 100) som uviedol priklady pravidelnych grafov, ktoré
maji tito vlastnost: Iubovolny graf @,; je hamiltonovskou éiarou grafu?)
(t. j. plati », ; = 1 pre vietky dvojice ¢ < j; 4,7 € {1, 2, ..., »}). Vzniks otdzka,
&i pri danom poéte uzlov a danom stupni pravidelného grafu existuje aspoi
jeden taky parny pravidelny graf, ktory mé uvedend vlastnost.
1) Hovorime, Ze graf G je parny, ak neobsahuje ako podgraf takt kruznicu, ktoré by
mala neparny podet hrén.

2) Je znéme, %e rozklad pravidelného grafu na faktory — a teda tie% na faktory li-
nedrne — nie je vo v8eobecnosti jednoznadény.

3) Oznadenie »(G, R) pre uvedeny sudet volime preto, ¥e tento sudet je zdvisly jednak
na tvare parneho grafu & a jednak na volbe rozkladu .

4) Podgraf @ grafu G nazyva sa hamiltonovskou &iarou grafu @, ak @ je kruZnica
obsahujuca vSetky uzly grafu G.
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- Ista nutné podmienku pre existenciu rozkladu % & uvederioit vldstnostou
v parnc)m prav1delnom grafe neparneho stupna mozno odvodit z nasleduJuce]
vety, ktord ma viak aj Sirsf vyzna,m

Veta 1. Nech G je Tubovolny pdrny gmj (2m + 1)-ého stupiia (m > 0) o 2n
uzloch®) a nech R = {Ly, Ly, ..., Loy .1} je Dubovolny rozklad tohoto grafu na
linedrne faktory. Plati: , v ' '

#@, R) = mn(mod 2) .

Dékaz rozdelime na dve &asti. Dokdzeme najprv, Ze veta plati pre m = 1
a pre Iubovolné n. Potom dokaZeme, Ze veta plati pre Iubovolné m a Iubo-
voIné n.

I. Nech m =1 (t. j. nech G je parny pravidelny graf tretieho stupia). Ak
jeajn = 1, t. j. ak G mé iba dva uzly, potom @ pozostava okrem dvoch uzlov
uZ len z troch hrén, ktoré tieto dva uzly spojuji. Kazdy z linedrnych faktorov

R = {L,, L,, L;} obsahuje po jednej hrane a kazdy z kvadratickych faktorov
Q1.2 @15, @55 Obsahuje jedini kru¥nicu — dvojuholnik. Je teda v danom
pripade x,, =%, 3 = %,3=1; (G, R) =3 a pre n =m =1 veta zrejme
plati.

Predpokladajme, Ze veta plati (pri m = 1) pre vetky n < k, kde k je isté
prirodzené &islo. Nech @ je teraz Iubovolny parny pravidelny graf tretieho
stupnia, ktory mé 2k -~ 2 uzlov.

(x) Ak v @ existuje takd hrana h, spojujica isté uzly u, v, Ze okrem hrany
b, este daldie dve hrany h, + h,; (kde h, * h, + h,) taktieZ spojuji uzly
u, v, potom pri k > 0 graf @ nie je sdvisly. Podgraf G’ pozostavajici z uzlov
U, v & hran Ay, hy, hy je stvislym parnym grafom tretieho stupiia a zbyvajica
dast G” grafu @ je paArnym pravidelnym grafom tretieho stupiia o 2k uzloch.
Oznadme znakom x; ,; resp. x;, potet kruznic faktora @;; resp. @; (pridom
@Q; ; Tesp. Q; ; je taz dast faktora Q; ,, ktord patri do G resp. do G”). Plati

iy = %5+ ”;’,i =1+,
a pretoze podla predpokladu je x; o + % 5 + ;5 = k(mod 2), plati nutne aj
Ko+ %15 + %55 = (£ + 1) (mod 2).

(B) Predpokladajme, Ze v G neexistuji také dva uzly, ktoré by boli spojené
troma hranami, 7e vSak existuji uzly u, v, ktoré spojuji hrany h,, h,. Nech
hs je tretia hrana, s ktorou je incidentny uzol  a nech %, je tretia hrana,
s ktorou je incidentny uzol v. Je zrejme Ay + h,. :

Nech hrana &, (resp. k,) spojuje uzly u, u' (resp. v, v'). Je u’ =+ v', lebo keby
bolo u' = v', potom by v G existoval trojuholnik o hranédch %y, hs, y, C0 je
spor s predpokladom, Ze G je parny graf. Bez ujmy na vSeobecnosti mozno
predpokladat, e je &, € L, hy.€ L,. Potom hrany h,, h, obe patria do L.

5) Je znéme, ¥e pobet uzlov nepdrneho stupna v l'ubovolnom grafe je vidy parny (pozri
[1], str. 21).
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Utvorme graf @’z grafu G takto: (1) ZruSme v G hrany h,, hy, ks, by a zrufme
uzly u, v; (2) uzly %', v’ spojme novou hranou '. Graf @’ je zrejme pravidelny
graf tretieho stupiia o 2k uzloch a mo#no ho rozloZit na tri linedrne faktory
L;, L,, L, takto: Do L; (resp. L,) patria vietky nezrufené hrany z L, (resp. L)
a do L, patri b’ a v¥etky nezrufené hrany z L. Ze graf @' je opat parnym gra-
fom, je zrejmé. Oznadme znakom x;’, potet kruznic faktora Q;; = L; x L;.
Plati #; 3 = #, 53 #33 = %35 Kym totiZ @, 5 (resp. @, 5) obsahuje istd kruZnicu,
do ktorej patria okrem inych hrdn hrany hg, Ay, b, (vesp. hrany hs, ks, hy),
uvedens, trojica hran je v istej kruZnici z Q{,S (resp. z @; ;) nahradend jedinou
hranou A’, ostatné hru#nice faktorov Q,,, Q;; (resp. faktorov @,;, Qs3) 88
ni¢im (ani pod¢tom) nelisia. Plati dalej », , = %1,2 + 1, lebo vietky kruZnice
faktora @ , st tieZ kruZnicami faktora @, , a faktor @, , mé oproti faktoru
Q{,z naviac eSte prave jednu kru’nicu a to dvojuholnik s hranami h,, k.
Teda je xy5 + %3 + #35 = ";,2 + ”;,s + ";,3 + 1, a pretoZe podla predpo-
kladu veta plati pre n = k a G' mé prave 2k uzlov, je nutne: s, , 4 %3 +
+ %3 = (k + 1) (mod 2).

(y) Predpokladajme napokon, Ze IubovoIné dva uzly v @ st spojené najviac
jednou hranou. Nech 4, je Tubovolns hrana z L, a nech u, v sd uzly, s ktorymi
je incidentns hrana k,. Oznadme znakom h, resp. h, hranu z L, incidentnd
s uzlom u resp. v a znakom h, resp. ky hranu z L, incidentnii s uzlom % resp. v.
Druhy uzol, s ktorym je hrana h, (resp. k;; resp. h,; resp. k;) incidentné, oznaé-
me u, (Tesp. v,; resp. Us; resp. ;). Je zrejmé u, + u, (indé by bol uzol u, = %,
spojeny dvoma hranami s uzlom u), v, + v, (ind& by bol uzol v, = v, spojeny
dvoma hranami s uzlom v). Je tiez v, + u, + v4;v, + U + v, (indé by v G exis-
toval trojuholnik — spor, lebo G je podla predpokladu parny graf).

Utvorme z grafu G graf @’ takto: (1) ZruSme hrany h,, ks, hy, b}, b3 & zruime
uzly w, v; (2) spojme uzly u,, v, novou hranou %, a spojme uzly u,, v, novou
hranou h;. Graf G’ je zrejme pravidelny graf tretieho stupiia a mé préve
2k uzlov.

Graf @ mo#no rozlozif na tri linedrne faktory takto: Linedrny faktor L; nech
obsahuje vietky nezruSené hrany z L, a linedrny faktor L, (resp. L;) nech
obsahuje vietky nezruSené hrany z L, (resp. z L;) a hranu A, (resp. a hranu
hy). R' = {L;, L,, Ly} je zrejme rozklad grafu G’ na linedrne faktory.

DokaZme teraz, %e G’ je parny graf. Je zndme (pozri [1], str. 170), Ze graf
je parnym grafom prive vtedy, ked mnoZinu jeho uzlov mo#no rozloZit na
dve triedy uzlov tak, %e IubovoInd hrana grafu spojuje dva uzly patriace do
réznych tried. Prevedme tento rozklad najprv v grafe G. Do jednej z tried
(oznadme ju 9,) okrem inych uzlov budd patrit uzly wu,, us, v, do druhej
(oznaéme ju U,) budd patrit uzly w, u, u,. Ak polozime U; = U, — {v};
A = U, — {u}, bude {U;, A} rozkladom mnoziny uzlov grafu @', ktory m4
pozadované vlastnosti. Preto G’ je parny graf.
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Oznadme znakom @ ; ten kvadraticky faktor grafu G, ktory je kompozi-
ciou faktorov L;, Lj (i <7; i,7 €{l, 2, 3}) a znakom x;; podet jeho kruZnic.
PretoZe podet uzlov grafu G’ je 2k a G’ je parny pravidelny graf tretieho
stupiia, je podla predpokladu:

%2+ %13 + %5 =k (mod 2) .

Namiesto tej kruznice z @,,, ktord okrem inych hrdn obsahuje hrany
kg, by, by, vyskytuje sa v @1, kruZnica, ktord obsahuje hranu % a ostatné
hrany v oboch kruZniciach st rovnaké. Lubovolna ind kruZnica z @, , je tie
kruZnicou z Q;’z a obratene. Je teda x{yz—-—-xm. Podobne: Namiesto kruznice
z Q;,a obsahujticej hrany h;, k,, ky; vyskytuje sa v @, ; kruinica obsahujica
hranu k; a lubovolné ind kruZnica z @, ; je tie% kruZnicou z Qi's a obritene.
Teda je x;’a = %5 DokdZeme, Ze plati: x,45 + %, 3 =1 (mod 2). Oznadme
znakom K, (resp. K,) kruZnicu z @, ; obsahujticu uzol » (resp. uzol v). Pred-
pokladajme, Ze je K, = K,; t. j., Ze kruZnica z @, ; obsahujtca uzol » obsahuje
aj uzol v. Oznaéme uzly tejto kruznice znakmi w,, w,, ..., w,, v poradi, v akom
cez ne pri obiehani kruZnice prechddzame vychadzajic z uzla v = w,, priéom
poslednym uzlom pred ndvratom do uzla % bude uzol w,, = u,. Uzly w,;_;, w,;
st v G zrejme spojené hranou z L, a uzly w,,, Wy, 84 spojené hranou z L,.
Nech v = w,. Cislo s je zrejme parne. Keby totiZ s bolo nepérne &islo, potom
by Iubovolnd z ciest spojujicich uzly «, v v kruZnici K, obsahovala parny
podet hran a takato cesta spolu s hranou A, by tvorila v G kruZnicu s neparnym
poétom hran — spor s predpokladom, %e G je parny graf. Teda s je parne
dislo a pretoZe je hy € Ly, je nutne v, = w,_y; vy = W,,,. Pri vzniku grafu @' zru-
§ia sa tieto hrany kruZnice K,: hy, ks, hy, by a teda z kruinice K, zostand
v @' iba dve cesty: jedna (oznadme ju C,) spojujica uzol w,,, = v, s uzlom
Wy, = Uy; druhd (oznalme ju C,) spojujica uzol w, = u,; 8 uzlom w, ; = v,.
Cesta O, spolu s hranou &; tvori istd kruznicu K, grafu Q;,z a cesta C, spolu
s hranou A tvorf istd kruinicu Ky(K; + K,) grafu @, ;. Vetky ostatné kruz-
nice z Q, 5 (s vyjimkou kruznice K,) st tieZ kruZnicemi z @ , a vietky kruZnice
z @ 3 iné nez K,, K st tiez kruznicami v @, 5. Je preto x, 3 = %5 + 1 a teda
za predpokladu, Ze je K, = K,, plati: #;, + %5 + %53 = (k + 1) (mod 2).
Predpokladajme teraz, Ze je K,, + K,. Potom ale prvky z kruznice K, patriace
do @' tvoria v G’ isti cestu C, spojujicu uzly u,, u; a prvky.z K, patriaee
do G’ tvoria v & istii cestu C, spojujicu uzly v,, v;. Cesty C,, C, spolu s hra-
nami kg, kg tvoria potom jedind kruZnicu patriacu do @; 5. Ostatné kruZnice
z Q;,a st tieZ kruZnicami v @, a Iubovolna kruZnica z @,, ind neZ K, a ind
nez K, je tieZ kruinicou v @, 5. Preto je x,5 = %,3 — 1 a aj v pripade, Ze je
K, £ K,, plati: %y 5 + #; 3 + %55 = (k + 1)) (mod 2).

Ak teda (pri m = 1) veta plati pre n < k, plati aj pre n = k + 1. Tym je .
prvé Sast dokazu vykonani.

II. Nech m > 1. Predpokladajme, Ze veta plati pre IubovoIné n, ak m < »
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(kde 7-je isté prirodzené ¢slo). Nech G je Iubovolny péarny pravidelny - graf
(2r 4-'3)-6ho stuptia s 2n uzlami.a R = {L,, L,, ..., L;, 5} je Iubovolny jeho
rozklad na linedrne fa)ktory. Oznaéme znakom G’ podgraf grafu G definovany
takto: G = L; X Ly X ... X Ly,yy. Graf L; X Ly, s X Lya = G4, (kde te
€{1,2, ..., 2r 4 1}) je parny pravidelny graf tretleho stupiia a graf G’ je parny
pra,v1de1ny graf (2r + 1)-ého stupiia.

Podla dasti I dokazu tejto vety plati«; o, 10 + #;0r4s + #arrsores = 1 (mod 2)
pre Tubovolné i € {1, 2, ..., 2 + 1}. Ak prevediem sidet cez vietky ¢ € {1, 2, ...,

, 2r -+ 1} na oboch strandch a porovname, dostaneme:

27 +1 2r +1

z %i0rre T 2 %iores T (27 + 1) #oryp 9045 = (27 + 1) » (mod 2)
i=1 i=1

Gize
2r+1 27r+1
Z Hiorss T z Hiores T Xorpoores =N (mod 2) . (*)
i=1 i=1
Je viak
2r+38 2r+2 2r+1 2r 27 +1 2r +1
%@, R) = Z z %ig = Z Z %55+ Z Zigres T Z Hior43 T Korto2r+3 =
j=i+1 i=1 Jj=i+1i=1
2r41 27 +1

= x(¢', R') + Z Higrse T Z Hiores T Horsoor+s
P-4 i=1

kde R’ = {Ly, Ly, ..., Ly, 1}-
Podla predpokla,du je
%(@', R') = rn (mod 2)
a teda (pozri (*)) plati: (G, R) = (r + 1) » (mod 2).

Ak veta plati pre m < r, plati aj pre m = r + 1. PretoZe veta plati pre'
vietky n, ak m = 1, plati pre vetky n aj ak m =1, 2, 3, ... a teda plati pre
Tubovolné n a Iubovolné m. Tym je dékaz vety vykonany.

Z vety 1 vyplyvé ihned tato veta:

Veta 2. Nech G je pdrny pravidelny graf m-tého stupria (m > 2) o 2n uzloch.
Taky rozklad &R = {L,, L, ..., L,,} grafu G na linedrne faktory, Ze kompozicia
Tubovolnyjch dvoch linedrnych faktorov rozkladu je hamiltonovskou Giarou grafu G,
mdbze existovat len viedy, ked n je nepdrne &islo.

Doékaz. Nech v G existuje rozklad R s pozadovanou vlastnostou. Nech
G' = L, X L, X L;. Graf G’ je podgrafom grafu G a G’ je taky pravidelny
parny graf tretieho stupiia, ktory obsahuje vSetky uzly grafu, pritom kompo-
zicie Ly X L,; Ly X Lg; Ly X Ly s hamiltonovskymi &arami grafu G'. Nech
R = {L, Ly, L;}. Plati: x(G', R') == 3 a podla vety 1 je »(G', R') = » (mod 2).
Z toho ihned vyplyva n = 1 (mod 2), ¢o bolo treba dokizat. '
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