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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

0 ABSOLUTNE KONVEXNIM OBALU MNOZINY
V KONECNE DIMENSIONALNIM VEKTOROVEM
PROSTORU

VLASTIMIL PTAK, Praha
(Doslo dne 25. zaii 1957) DT:519.5

Ukolem ¢lanku jest popsatiabsolutné konvexni obal (tj. symetric-
ky a konvexni obal) dané mnoZiny v koneéné dimensiondInim vekto-
rovém prostoru. ‘

V neddvné autorové préci [2] bylo ukdzano, e jedna dileZitd véta o apro-
ximaci spojitych funkei tzce souvisi s vlastnostmi absolutné konvexniho
obalu kompaktni mno#iny v koneéné dimensionilnim vektorovém prostoru.
Popis téchto vlastnosti je obsahem tohoto Gldnku.

1. Uvod. Budi# £ dany vektorovy prostor nad télesem &isel redlnych.
Mnozinu K c E nazveme konvexni, jestlize s kaZdymi dvéma body obsahuje
i dsetku, spojujici tyto body. Jinymi slovy: mnoZina K je konvexni, jestliZe
plati Az, 4+ (1 — 2) 2, ¢ K, jakmile 2, ¢ K a z,e K a 0 < 1 =< 1. Snadno se
zjisti, Ze cely prostor Z je konvexni a Ze prinik libovolného systému konvex-
nich mnoZin je zase mnoZina konvexni. Je-li tedy ddna neprdzdnd mnoZina
M c E, miZeme utvofit prinik vSech konvexnich mnozin, které obsahuji M.
Tato mnoZina je zfejmé nejmensi konvexni mnozinou, obsahujici M. Nazveme
ji konvexnim obalem mnoziny M. Snadno se dokéZe, Ze konvexni obal mnoZiny

»
M je totoiny s mnoZinou viech vektori tvaru > i;m,, kdeZ p je libovolné

£=1
piirozené &islo, body m; nalezi do M a ¢isla A; jsou nezédporné a spliiuji rov-

P
nost > 4; = 1.
i-1 ;

Necht nyni £ je konetné dimensiondlni a necht » je jeho dimense. Pro
tento piipad dokdzal C. CaAraTHEODORY [1], Ze konvexni obal libovolné kom-

n+l
paktni mnoziny M c E je totofny s mnoZinou viech vektord tvaru > im,,
n+1 i=1

kdeZ m, e M, ; = 0 a > A; = 1. Neni vSak obtiZné nahlédnouti, %e tato véta
B i=1
plati i bez jakéhokoli piedpokladu o mnoziné M.
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_ Vzhledem k vyznamnym aplikacim ‘pojmu’ Konvexniho ‘6balu jest tdelnd
podati co moznd nejjednodussdi dikaz této véty. V tomto ¢élanku podavime
jednoduché dikazy vét o konvexnim a absolutné konvexnim obalu libovolné
mnoziny M c E, zaloZené jen na definici konvexni mnoZiny. Jak mne upo-
zornil recensent, je zdkladni myslenka dikazu véty 1 v podstaté totozna
8 mySlenkou E. StrN1TZE [3]. V podanych dikazech se nepouZiva véty o exis-
tenci opérné nadroviny.

2. Konvexni obal. V konetn& dimensionalnim prostoru plati nasledu]101
dvé& véty o konvexnim obalu: -

Véta 1. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. Nechf A c E. Potom

n+1

konvexni obal mmoZiny A je totoing s mnoZinou viech vektori, tvaru Y A, kde
n+1 i=1

ai€A,Z-igO a Z }'i': 1.
i=1

Diakaz. Ziejmé stadi dokézati nésledujici tvrzeni: Jestlize a, ..., @, jsou
D

14
dané vektory a # = 3 o,a;, pfi dem? 0; = 0 a > o; = 1, potom existuji ne-
i-1 =1

P P
zdporné &isla 4y, ..., 4, tak, % > A, =1 a2 = > Aa,, pfi dem? nejvySe n + 1
=1 i=1
z ¢&isel 4, je riiznych od nuly. Dikaz tohoto tvrzeni provedeme tiplnou indukei
podle p.
Pro p =< n + 1 véta zfejms plati. Bud tedy p = n + 2 a predpoklddejme, Ze
véta plati pro skupiny o mens1m poétu vektori. Méjme nyni vektory a,, ..., a,

a nezapornd ¢&isla o, tak, Ze Z o; = 1. ProtoZe vektory a; — a, (¢ = 1, ..., p—1)
i=1 ’

jsou linedrné zévislé existuji éisla ocl, ... &y, z nichZ aspoii jedno je rtzné od

nuly, tak, Ze Z o;0; = 0 a zadroveli z a; = 0. Aspoii jedno z &sel «; je kladné.

i=1
Polozme nyni & = min a—" , kde j probihd ty indexy, pro né&z «; > 0. Je tedy
i

& = 0. Snadno zjistime, Ze &sla u; = 0; — &x; jsou nezédpornd a jejich soudet
je 1; zdroven plati

P » » P
Z#iai = Z Git; — 52“:‘“1 = z 0:Q; -
i=1 i=1 i=1 i=1

V4

Protoze aspot jedno z &isel u; je nula, miZeme na vektor > w.a, aplikovat
Sl

mdukém piedpoklad, $m¥ j je dikaz dokonden.

Véta 2. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. N echt’ Ac E je kom-
pakini. Potom konvexnt obal mnofiny A je kompakini.

Dikaz. Bud &, (r = 1, 2, ...) libovoln4 posloupnost bodt konvexntho obalu

n+1

mnoziny A. Podle pfedeslého vysledku méme vyjadieni k, = >'4,.d,i, kde
' i=1
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a;; € A. Existuje nyni nekonetna podmno#ina R miid#iny “viech ‘prirozenych
¢isel tak, ze pro kazdé i ‘existuji limity: lim a,; = a; € 4, lim 4,;, =4;. Bude

reR reR
n+l ' ' s G oniie
tedy lim k, = > A,a; a tento bod nalezi do konvexniho obalu mnoziny 4.
TeR =1

3. Absolutné konvexni obal. BudiZ' £ néjaky vektorovy prostor. MnoZinu
A c E nazveme symmetrickou, jestlie pro kazdy prvek z e 4 také — z e A.
Snadno se zjisti, Ze mnoZina A je symetrickd a konvexni, pravé kdyz plati
implikace: Jakmile z,, z, ¢ 4 a &isla 1;, 1, spliiuji rovnost |4, + |1,| = 1, pak
také A,x; + 1,2, € A. Z tohoto divodu nazyvame nékdy mnoziny symmetrické
a konvexni také absolutné konvexni. Stejnym zpisobem jako v p¥ipadé kon-
vexniho obalu se ukaze, Ze ke kazdé mnoziné M c E existuje nejmensi abso-
lutné konvexni mnozina, obsahujici /. Budeme ji nazyvat absolutné kon-
vexnim obalem mnoziny M. Snadno se zjisti, Ze absolutné konvexni obal mno-

b4
ziny M je totoiny s mnozinou viech vektort tvaru > A;m;, kde p je libovolné
i=1

v
plirozené &islo, body m; néaleZi do M a &isla 1; spliuji nerovnost Z |4 = 1.
t=1

* 'V koneé¢nd dimensiondlnim prostoru plati potom nésledujici véta o absolutné
konvexnim obalu.

Véta 3. Necht E je n-dimensiondlni vektorovy prostor. Necht A c E. Potom -
absolutné konvexni obal mnoZiny A je totoiny s mnoZinou vsech vektori, tvarw

> Aty kde aze A a Y 4] < 1.
i=1 i=1

Dukaz. Absolutné konvexni obal mnoziny A zfejmé splyva s konvexnim
obalem mnoziny B, kterd se sklddé ze v8ech bodii a € 4 a viech bodu tvaru —a,
kde a ¢ A. Budiz z prvkem absolutng konvexniho obalu mnoZiny 4. Podle

véty o konvexnim obalu existuji nezédporns ¢isla 1, se souétem rovnym jedné
n+1

a body b; e B tak, ze = > 1;b;. Protoze E ma dimensi =, existuji disla
i=1 .
n+l
@1, - -5 Wnyy, z NichZ aspoli jedno je od nuly rtzné, tak, Ze > wb, = 0. MiZeme
i=1
n+1
ziejmé predpoklidati, Ze > w; = 0. Mezi &isly w; bude tedy jisté aspoi jedno

i=1
kladné. Ozna¢me nyni & = min 51 pro ty indexy j, pro které w, > 0. Bude
i

n+1

nyni z = > (A; — éw;) b;. Cisla A; — £w; jsou z¥ejmé nezédporns a aspoi jedno
i=1
n+1 n+1

z nich je nulové. Zaroveti » (A; — fw,) =1 — &> 0, < 1, &m# dikaz je
i=1

i=1

dokoncten.
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