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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 83 (1958), Praha

O SYMETRICKE DERIVACI SPOJITYCH FUNKCI

VLADIMIR PETRUV, Praha

(Doslo dne 16. zaii 1957) DT:517.23

V préei je dokdzéno, %e pro v8echny spojité funkce z ¢ C, aZ na
mnozinu funkei I. kategorie, je pro vSechna ¢e (0,1) horni sy-
metrickd derivace rovna -+ oo a dolni rovna — oo. Déle je to zobec-
z(t + h) — z(t — h)

néno na vyraz tvaru
p(h)

Budu u#ivati obvyklych oznadeni: C bude znamenati mnozinu vSech funkei,

spojitych v intervalu <0, 1), s obvyklou normou |jz|| = max [z(f)| (tedy: kon-
te <0,1>
vergence v C je totéz jako stejnom&rnad konvergence). C je Gplny normovany

linedrni prostor a to separabilni (nap¥. mnozina viech polynomi s racionalnimi
koeficienty je v ném hustd). O mnoziné A c C budeme tikati, Ze je residuel,
je-li C — A 1. kategorie v C, tj. je-li C — A rovno spoéetnému sjednoceni
fidkych mnozin. '

Jest znamo, Ze plati:?)

I. Oznaéme A, mnozinu vSech z e C takovych, Ze pro skoro vSechna

$€<0,1)je

x+(t) = lim sup l(t_—:__h.)_i(t) = 1+ o0,
h—0 = h

2, () = 1iminfx_(t_’§"_thtﬂ=__oo’
h—0+ )

z—(t) = lim sup 2(t h})z —&in 40,
h—0-— .

Al = Hmr EH )
70— h

pak 4, je residuel.?)
1) Otézkami tohoto druhu se jako prvni zabyvali S. BaxacH (viz [1]) a S. MAZURKIE-

wioz (viz [2]).
2) Viz [3].
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" II. ‘Budiz 4, mnoZina vSech z ¢ C, pro néZ.plati:. :
V (0, 1)) existuji 4 neprazdné dokonale mnoziny M+, M,, M-, M _ tak, Ze

pro kazdé t € M+ je x+(t) = 2, (t) = + oo ;

pro kazdé ¢ e M, je x*(t) = z,(t) = — o,
pro kazdé t e M~ je z—(t) = z_(t) = + o0,
prokazdéte M_je x—(t) = x_(f) = — ©;

pak 4, je residuel.?)

III. Specislng: Budi% 4, mnozina viech zeC, pro né% v #adném bods
z {0, 1) neexistuje jednostrannd derivace (ani nevlastni); pak 4, je I. kate-
gorie.

V.JarNik dokazuje v citované jiz prici (mimo jiné) vysledky obecnéjii, které

x(t + h) — z(t)

dostaneme tak, Ze ve vétach I a IT misto vyraza vezmeme obec-

néjsi vyrazy E(—t—%—g—) kde ¢(h) je definovano pro vSechna 4, h. @(h)>0,

pro k=% 0, lim ¢(h) = 0.%)
5 h—0

z(t + k) — z(t — k)

V této poznamce budu vyletfovati vyraz 57

2(t + h) — (@t — h)
¢(h)

metrickou derivaci

resp. o-

becnéji ; déle budeme oznalovati znakem z°® horni sy-

2%(t) = lim sup 24 =i —4)

h—0 2h

a znakem z, dolni symetrickou derivaci

z(t + h) — z(t — h) 5)
2h ’

Z,(t) = lim inf
h—0

V ptipads, Ze z5(f) = z,(t) = «, budeme ¥ikati, Ze funkce x mé v bodé ¢ sy-
metrickou derivaci rovnou o« (— 00 =< & < + ).
Budiz ¢(h) definovéno pro A > 0, ¢(h) > 0, lim ¢(k) = 0; dokazi nyni tuto .

h—0+
vétu:
?) Viz [4].
4) U véty II jestd za dodateného piedpokladu lim sup #2 < + © pro ,,pravostran-
h—0 +
né‘‘ tvrzeni v&ty. Je-li lim sup q%k) = -+ oo, plati tvrzeni prév¥ opaéné (viz [3]). Stejné
h—0 +
zleva. 7

°) Ziejmé je jedno, bereme-li limitu pro h—>0 nebo pro A - 0 + nebo pro b — 0 —
tedy pojmy ,,derivace‘‘ a ,,denva,ce zprava'* a ,,derivace zleva‘‘ davaji v symetnckém
pripad& totéz.
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Véta 1. Budi? B mnofina vdech x € C takovych, Ze plati: Pro kazdét € (0, 1) je

ot +h) — x(t — h)

liro Sup o (%) =R
liminfzr:(t—}—h)-—:n;(t-—h)=__ .
h—0 + (P(h) ’

pak B je residuel.
Dikaz. Oznadme B, resp. B, (n = 2, n piirozené) mnofinu viech zeC

. v . 1 1 % )
takovych, Ze existuje alespon jedno ¢, 5 Sts1— - tak, Ye pro vSechna

h, 0 < h = %jest e+ h)(p;b)x(t —h) < n, resp. = — n. Ziejmé je

+ +co
C—B.= UB,+ UB,.
N=2

N=2

Pottebujeme dokézat, Ze C — B je 1. kategorie. Stadi tedy dokézat, Ze kazd4d
B, je ¥idk4, nebot pro mno%iny B, to dostaneme ihned pfechodem k funkei
—2z. BudiZ n pevné.

DokéZ?eme nejprve, e B, je uzaviena: Budiz z,, € B,, %,— 7, tedy ke
kazdému =z,, existuje f, € <% , 1 — l> tak, Ze pro viechna h, 0 < b = % je

n
Zmltm + h)(p(—h)x m(tm — ) < n. VSechna tato ¢, viak lei v kompaktnim

2 1 1 sy v fioas g i s
intervalu \n 1— ﬁ>’ muzeme tedy predpokladati, Ze existuje lim ¢, = i,
m—>+

(jinak bychom ptesli k posloupnosti vybrané). Pak vSak téZ plati

Zollto + h)go;L)z“(t“ —#) < n pro viechna 0 < b < %; kdyby tomu totiz tak.

nebylo, existovalo by 4, (0 < h = %) tak, Ze

Zy(bo + Py) — Zolty — hy)
TN =n-+2 (¢>0).

Protoze x, je spojitd funkce, existuje tedy é > 0 tak, Ze pro viechna t, [t — f,| <
< 6, plati

Zo(t + hy) — 2y(t — hy)
@ (k)

ProtoZe z,,— x, znamené stejnomérnou konvergenci v {0, 1), existuje tedy"

>n -+ €.
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m, tak, Ze prom > m,, [t — ;| < 0 je té%
xm(t + ho) —_ xm(t _ ko)
@(ho)
Existuje viak (nebot ¢, — %) m, tak, Ze pro m > m, je |t, — {,| < 6, a tedy

pro m > max(m,, m,) je

zm(tm + ho) _ xm(t _ ho)
@ (ko)

>n.

>n
1 v .
kde 0<h0§'ﬁ’ COZ je Spor.

Stadi tedy jesté ukazat, e B, je hrani¢éni,®) tj. Ze kaZdé oteviend koule
prostoru C obsahuje alespoii jeden bod nepat¥ici do B,. ProtoZe viak mnoZina
vSech polynomu p je hustd v. O, stadi to dokazat pro oteviené koule, jejichz
stfedem je polynom. BudiZ tedy K koule o poloméru r (r > 0) a stfedu 7.
ProtoZe p je polynom, existuje M > 0 tak, Ze pro vSechna ¢ a h takova, Ze
h>0,0=t4+h<1, 0=t—h =1, je (podle véty o piiristku funkce)

plt +h) —p(t —h
2h

N = e+ oW <M (6] <1).
Oznaéme (k) = sup @(h). Ztejmé lim p(k) = 0.
0<hsk k—0+

1 oy 1
Definujme nyni funkeci y,, pro r >0, 0 < s < gtakto (budlz d= [—8—8]):7)

Yrs(8m8) =0 pro m=0,1,...,d,
y,'e(8m8+4s)=% pro m=0,1,...,d—1,
Y,o(8ms + 6s) =0 pro m=0,1,...,d —1,
y,_s(8m8+7s)=% pro m=0,1,...,d—1,
yr,s(l) =0

a mezi témito 4d + 2 body prolozme ¥, , linedrné. Pribéh funkce y, , je na-
znaten na obr. 1.

Z¥ejms |y, | < 7, tedy » + ¥, € K.
Zvolme s tak, aby:

1 r r
0<8<l, 168<?‘?", 16M8<1—6', W>n.

%) Uzaviené mno¥ina je ¥idkd tehdy a jen tehdy, je-li hraniéni.
1

) Tj. d celé, d§§<d+l.
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Ke kazdému t ¢ <7li , 1 — 11;> zvolme A, takto:

Jeo-li 8ms +3s <t < 8ms-+ 2s, je t— h,= 8ms.

. Je-li 8ms + 28 <t<8ms-+ %s, je t-+ h,=8ms—+ 4s.
Je-li8ms + %8s <t<<8ms—+5s, je t-+ h;,=8ms—+Ts.
Je-li 8ms + 55 =t <8ms +1ls, je t— h,= 8ms.

. Jeli8ms + 125 <t < 8ms+ 13, je ¢+ h,=8(m+1)s+ 4s.
.Jeli8ms +12s <t < 8m+ 1)s+ 3s, je t—h,=8ms—+ bs.
' (m=0,1,....,d —1).

S<dBE~

I A
Obr. 2.
Pro vétsi prehlednost si to nakresleme; Fimské &islice uddvs piisludny interval

proménné ¢ a arabskd jemu odpovidajici bod [t 4 &, y, (¢ + %,)] v ptipadech
IT, ITL, V a bod [t — Ay, y, 4(t — k)] v ptipadech I, IV, VI (obr. 2): Pak je vidy

1
0 < by < 88 < — 8 Yalt +he) — Yrlt — ho) =

tedy
p(t + ht) + yr,s(t + ht) _ p(t _ ht) _ yr,s(t ‘_ ht) >
@(hy)
1 (r . 1 7 r . 7
> i (5 = 2200 2 (5 + 1~ 200 > gy > -

' Tedy » + ¥, ., none B,, q. e. d.

Véta 2. Budiz B, mnofina viech x e C takovych, fe pro véechna t e (0, 1) je
xi(t) = + 0, x,(f) = — o0; pak B, je residuel.
Dukaz. Ve vété 1 volime ¢(h) = 2h.
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