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éasopis pro péstovani matematiky, roé. 83 (1958), Praha

0 CENTRALNI AXONOMETRII

LADISLAV DRS, Praha
(Doslo dne 10. za¥{ 1957) DT:515.69

Véty obsaZend v této préci umoZiiuji vytvoreni takové rovinné
bodové konfigurace, kterou lze povaZovat za stiedovy pramét boda
uréujicich pravouhlou soutadnicovou soustavu v prostoru s jednot-
kovymi body na osdch soutadnic.

Uvahy jsou vézény na eukleidovsky prostor rozsifeny o ne-
vlastni rovinu.

Definice 1. Soufadnicovd konfigurace je konfigurace bodt O', Ji, Jy, Js,
U; U, U, spliiujicich tyto podminky:

1. body O, Jy, J,, J; jsou vlastni;

2. tsedky O J;, 0'J,, O'J; jsou stejné dlouhé a navzijem kolmé;

3. body Uj, U,, U; jsou nevlastni body pfimek z; = 0'J; (¢ = 1, 2, 3).

Definice 2. Pripustnd konfigurace je konfigurace bodd O, Jy, J,, J5, U, Us,
U, vlastni roviny p spliiujicich tyto podminky:

1. body O, J,, U, jsou razné body téze piimky =, (+ = 1, 2, 3);

2. alesponi dvé z piimek z,, x,, ¢; jsou rizné;

3. body U,, U,, U, nelezi na p¥imece.

Jsou-li p¥imky =z,, z,, #, navzajem razné, zavedme toto oznadeni:

A, =JJ, nU;U.*) Body A,, 4,, A, lezi podle Desarguesovy véty na
pfimee p. Je-li nap¥. z; = z;, oznaéme A; = JJ;, n U;Uy, 4; = JJ, 0 U Uy,
p=AA; A, = p oz, Stanovme harmonicky pél P ptimky p vzhledem
k trojihelniku U,U,U,.**) KuZelosetka uréend polarnim trojihelnikem
U,U,U; a pélem P s poldrou p je imaginarni. Neprotind totiZz realné zadnou
stranu svého poldrniho trojihelnika, jak se snadno dokaZe. Involuce sdruZe-
nych pélua, kterou tato kuzelosetka indukuje na pfimece U,U;, mé jeden par
U,, U; a druhy par A, = p n U,U;, 4, = PU, 0 U,U; je jim rozd&lovan.
*) Indexy 4, §, k jsou navzéjem rizné &isla 1, 2, 3.

*¥) Slovem ,,trojuhelnik’‘ rozumime trojici nekolinedrnich bodd vlastnich nebo ne-
vlastnich. -
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Involuce je eliptickd a jeji samodruiné body, tj. hledané pruseéiky, jsou
imagindrni.

V dalsich tGvahdch nahradime tuto kuZeloselku kuzZelosetkou k, kterd ji
redlné zastupuje. Nazveme ji kuZelosedkou pridrufenow k piipustné konfi-
guraci. Kuzelosetka k je tedy definovana antipoldrnim trojihelnikem U,U,U,
a antipoldrnim parem P, p. Jestlize je tato kuzelosetka kruznici, pak jeji La-
guerrovy body jsou na kolmici vedené stiedem kruzZnice k k jeji roviné o ve
vzdalenosti rovné poloméru kruZnice k.

Plati tato zakladni véta:

Piipustnd, konfigurace je stredovgm pramétem soutadnicové konfigurace prdvé
tehdy, kdyz je pridruZend kuzelosebka k kruznici. Stied promitdni S je Laguerriw
bod kruznice k.

Dikaz je uveden v préici [2].

Poznamenejme jen, Ze p¥ipustnou konfiguraci s pfidruzenou kruznici neni
soufadnicova konfigurace urdena jednoznaéné. Bod O’ lze totiz zvolit kdekoli
na ptimee SO, kromé jejiho bodu nevlastniho a bodu S.

Véta 1. Md-lv pripusind konfigurace pridrufenou kruinici k, pak plati:
Body A, Ay = PU, n UU; jsou spoleényym pdrem dvou imvoluct: involuce
I, jejt# samodruzné body jsou U;, U;, a involuce Iy, sdrufenych antipdli, kruznice -
k ma pfimee U, U,.

Dukaz. Bod P je harmonickym pdlem p¥imky p vzhledem k trojuhelniku
U,U,U, a proto plati: (U, U;, Ay, 4,) = — 1; body A4,, 4, jsou pirem
involuce Iy. ProtoZe par P, p je antipolarni par kruZnice k, nile#i par A, 4,
involuci I;. Involuce I je hyperbolickd, nebot ma re4lné samodruZné elementy.
Involuce I}, je, jak zndmo, elipticks. Spoleény par 4,, 4, obou involuci je re-
alny.

Sestrojime-li body 4;, 4; (¢ = 1,2 3) na piimee U, U,, le#i vZdy po tfech na
&tytech p¥imkach. Uvazujme nejprve jen dva pary A, A; A4, A; (obr. 1).
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Urduji $tyiroh o strandch p = 4,4, p; = 4,4;, p; = 4,4;, p. = 4,;4;. Bod
U, je vrcholem diagondlniho trojihelnika tohoto étyfrohu, body U,, U; leii
na protilehlé strang diagonélniho trojihelnika a jeho daldi dva vreholy X, =
= px 0 p, X;; = p; 0 p; jsou a) harmonicky sdruZené vzhledem k zdkladnim
bodtm U,, U;, jak plyne z vlastnosti aplného étyfrohu, b) antipoldrné sdruZeny
vzhledem ke kruznici k, jak dokéZeme.

Antipolara z bodu X, je spojnici antipélt I, II p¥imek p,, p;, tj. bodi
I=A4U,n A;U;. II = A;U; n A,U,. Antipolara x = I Il prochizi bodem
X, nebot je to osa perspektivnich trojihelnikd 4,4,U;, A,4,U;, a proto ob-
sahuje prisedik sobd odpovidajicich primek A4,4; 4,4;, tj. bod X,.- Body
X,, X, jsou proto spoleénymi body involuci I, I na ptimce U,U;. Kdyby byl
tento par jiny, nez difve sestrojeny par 4,, 4,, mély by ob& involuce vice nez
jeden spoledny par, coZ neni mozné, a proto X, = 4,, X, = A4,

V&ta 2. Md-li pripustnd konfigurace pFidrufenou krufnici k, jsou body Ay, A,
samodrufnyms body involuce I na piimce UU;, jejiz pdry Le, L* jsou takto
definovdany:

K Uibovolnému bodu L e U;U; je bod Le antipoldrné sdrufen vzhledem ke kruz-
nics k, bod L* harmonicky sdruzen vzhledem k zdkladnim bodém U, U,.

Dukaz je uveden v praci [2].

Véty 1, 2 charakterisovaly projektivni vlastnosti pfimky p. Uvazujme
nyni o vyznamu piimky p v prostoru.

Véta 3. Md-li pFipustnd konfigurace pridruZenou kruznici k, lezt primka p v ro-
viné m jdouct stfedem promitdni S rovmob&iné s rovinouw JiJyJ; z prislusné
soutadnicové konfigurace. (Je to tedy db&znice roviny J,J5J;.)

Dikaz. Nevlastni pfimka p’ roviny J1J;J; je osou prostorové perspektivity
mezi trojihelniky JiJ;J;, U;U,U;. Jeji primét p je proto p¥imka v roving,
kterou udava véta.

Déle uvedeme véty, umoziiujici konstrukei p¥ipustné konfigurace s pfidru-
Zenou kruZnici, jsou-li zndmy jen nékteré body a pfimky piipustné konfigu-
race. Na zadklad® piipustné konfigurace s pfidruZenou kruznici lze pak FeSit
aZ na podobnost, vzhledem k pozndmce za zdkladni vétou, metrické Glohy
centralni axonometrie nepfimo a to tim zpisobem, Ze je prevedeme na tytéz
tlohy v jakémkoli jiném promiténi, které uzivi také soutradnicovou soustavu
a ve kterém lze tyto ulohy Fesit snadnéji. Na priklad v promitdni Mongeové
by bodtm O, J,, U, odpovidaly projektivné na ose z,, body 0,, J7, (libovolné
volitelny) a nevlastni bod osy z,,; bodim J,, J; by odpovidaly body Ji na
ose y, (kde 0,,JY = 0,,J%,) a J5 na osé z, (kde 0,,J; = 0,,J%,), a bodéim U,,U,
nevlastni body os y., 2.

Az do konce budeme predpokladat, Ze dané a volené body a ptimky spliiuji
tytéz predpoklady, jako stejné oznalené body a pfimky piipustné konfigurace.
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Véta 4. Méjme ddny body U,, U,, U,: Pak pripusind konfigurace s pfidrufenou
kruznict existuje prdavé tehdy, kdyZ

a) jsou body U,, U; vlastni a bod U, lei wvnitr pdsu, omezeného kolmicemi na
pfimku U,U; jdoucimi body U, U; a soucasné vné kruhu nad primérem UU;;

b) je bod U; vilastni, U; nevlastni a bod U, left kdekoli na kolmici bodem U,
k primee U;U; kromé bodu U,

c) jsou body U;, U; nevlastni, sméry je wréujict kolmé a bod U, vlasins.

Dikaz. Podminky jsou nutné a vyplyvaji z toho, Ze trojihelnik U,U,U,
pripustné konfigurace s pfidruzenou kruZnici je antipoldrnim trojihelnikem
této kruznice. Podminky jsou dostadujici. KruZnice k, majici U,U,U,; za
antipoldrni trojihelnik, je v piipadé a) urdena jednoznadné, v ptipadé b) ma
za stted jakykoliv vnitini bod tsedky U.U,, je-li U, vlastni, a bod U,, je-li
Uy nevlastni; v pfipadé c) mé stted v bodé U, a libovolny polomér. Sestrojime
déle piimku p podle nékteré z ptedchézejicich vét. Zvolime bod O a tim i p¥im-
ky ), z,, z, (z; = OU;). Na p¥imee z; zvolime bod J; a zbyvajici body J;, J,
sestrojime tak, aby trojice bodt J,, J,, J; byla perspektivni s trojihelnikem
U,U,U, vzhledem k ose perspektivity p. Tim je urdena piipustni konfigurace
s pridruzenou kruznici a véta je dokazina.

Vé&ta 5. Necht jsou ddny body O, J;, J;, Uy, U;. Pak pripustna konfigurace
0,J,,Jy, I3, Uy, Uy, Uy s plidruZenou kruznict k existuje,

) je-li mejuyde jeden z boda U,, U; nevlastni, vidy;

B) jsou-li oba body U;, U; nevlastni, prdvé tehdy, kdyz primky x;, ; jsou kolmé
a 0J; = 0J;.

Dtkaz. a) Budiz z; + z;. Sestrojme na p¥imece U;U; body 4, = J;J; n U,Uj;,
A, kde (4, 4, U;, U;) = — 1, (obr. 2). Body 4,, 4, jsou samodruznymi
body involuce I z véty 2. K nevlastnimu bodu L piimky U,U, je bod L* z invo-
" luce I uréen podminkou (L, L*» U;, U;) = — 1 a jemu odpovidajici bod L*
v involuci I vztahem (L*, L*, A,, A;) = — 1. Antipoldra I bodu L prochézi
bodem L* kolmo k pfimece U,U; a na ni lezi bod U,. Zvolme pfimku z;, tak,
aby priseéik z, n | = U, spliioval vétu 4. Jsou-li body U;, U, vlastni, zvolime
ji tak, aby bod U, byl vn& kruhu nad primérem U,U;, nebot bod L* je vniti-
nim bodem tsedky U,U, a tedy ptimka ! uvnitt pasu, omezeného kolmicemi
k ptimce U,U, jdoucimi body U;, U;. Je-li bod U, vlastni, U; nevlastni, je L=
= U; = L" a bod U, zvolme kdekoli na ptimce [. Jsou-li body U, U; nevlastni,
je podminka z; | z; nutné, jak vyplyvé z véty 4. Jako bod U, zvolme libo-
volny bod a sestrojme kruZnici k se sttedem U, a libovolnym polomérem. Déle
musi platit J.J;||p = (kn UU,) v (k o U;Uy), coz, nastane tehdy, kdyz
OJ; = 0J;. Je ziejmé, ze podminky jsou té% dostadujici.

b) Budiz z; = #;. Obé trojice J,, J,, J4; Uy, U,, U, piipustné konfigurace
s pfidruZzenou kruznici jsou perspektivni. Stf¥ed perspektivity je bod O, osou



piimka p. Probod 4; = p 0 z; plati proto podminka (Q1 Ay, I, U) = (0, 4;,
J;, U,); uréime-li jestd bod A, tak, aby platilo (4, 4y, U;, Uy) = — 1, lze
potom postupovat stejné, jako v Gasti a).

V&ta 6. Mé&jme ddnu kruénici k a primky x,, ©,, 5. Pak pFipustnd konfigurace
s pFidrufenow krufnict k a s body J;, U, (i = 1, 2, 3) na pfimce x; existuje

a) pro x; + x; pravé tehdy, kdyZ involuce I, definovand v dikazu véty, na
primee x; je hyperbolickd;

b) pro x; = x; prdvé tehdy, jsou-li primky x;, x;, antipoldrné sdruzeny vzhledem
ke kruznici k.
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Obr. 2. Obr. 3.

Dikaz. a) BudiZ z; + z; (obr. 3). Podminka je nutné: Trojihelnik U,U,U,
pripustné konfigurace s piidruZenou kruznici £ je antipoldrni vzhledem ke
kruznici k. Proto prochazi kazdé jeho strana antipélem X, piimky z; (1 =
=1, 2, 3) vzhledem ke k. Tyto body lezi na antipold¥e o bodu O vzhledem
ke k. Mame tedy sestrojit trojihelnik, jehoZ strany prochazeji body X, X,, X,
a ktery je antipoldrnim trojihelnikem kruZnice k. Zvolme libovolny bod
L € z;. BudiZ ! jeho antipoldra, A = z; n 1, 1X; n z; = L’. Tim je definovana
involuce I pard L, L’ na piimce ;. Kdyby byl L = L', byla by ptislusnd
antipolara ! stranou hledaného trojihelnika a dale by byl U; =1 n z;, U, =
=1n x, U; = L. Je tedy samodruZny bod involuce I hledanym bodem U,.
Aby byl redlny, musi byt involuce I hyperbolicka. Podrobnéji o tom pojedné-
vaji prace [1], [2]. Je-li naopak podminka splnéna, sestrojime trojihelnik:
U,U,U; a pokradujeme jako v dikazu véty 4.

b) "Budiz z; = x;. Podminka je nutna. P¥imka x; = z; pfipustné konfigu-
race s piidruZenou kruZnici %k je stranou antipoldrniho trojihelnika kruznice
k, bod U, jejim antipélem a tedy pfimka z, (Ui e 2,) antipoldrné sdruZena
s pfimkou z,. Podminka je dostadujici: Bod U, zvolime na p¥imce z; libo-
volng, bod U; sestrojime tak, aby byl s bodem U; antipolarné sdruzen vzhle-
dem ke k a pokradujeme jako v dikazu véty 4.
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