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ROZKLAD PRIMKY NA SHODNE TROJBODOVE MNOZINY

KAREL KOUTSKY a MILAN SEKANINA (Brno)

% DT: 513.832
Doslo dne 10. éervence 1957 g

V &lénku je ukdzéno, Ze kazdd trojbodové podmnoZina p¥mky je jeji
rozkladovou mnoZinou.

Piimou shodnost podmnozin z eukleidovského prostoru E, (zprostiedkova-
nou eukleidovskym pohybem 1. druhu) zna¢ime symbolem =, shodnost =.

1.1. (definice). Budiz E, n-rozmérny eukleidovsky prostor a mnoZina M c E,.
Relkneme, e M je rozkladovd mmoZina prostoru E,, kdy? existuje rozklad R
ne E,') takovy, Ze

AeR=>A4A~ M.
Rozklad R budeme znatit podrobnéji R (M, ==). Je-li dokonce pro jisté R
AeR=>A=M,
potom M nazyvdme primow rozkladovou mmoZinou prostoru E, a prislusny
rozklad znaime podrobnéji R(M, ~).

1.2. (definice). BudiZ & grupa eukleidovskych pohybd v E,. Budiz M c E,
s témito vilastnostma:

l.z,ye M, 6@, o(2) =y=>2=y.

2. yeE,=>existuje xe M a o e ® tak, Ze o(x) = y.

Potom M nazgvdme fundamentdlng mnoZinou grupy &.

1.3. (definice). Necht €, znalt grupu véech eukleidovskych pohybt v B,. Necht
je ddn na B, rozklad R(M, =), kde M c E,. Necht o « €,. Rekneme, % o je
zdkrytovym pohybem na R(M, =), kdyZ

AeR=c(4)eR.

1.4. (lemma). BudiZ R(M, =~) rozklad na E,, M c E,. Potom mnozina vsech
zdkrytovijch pohybt ma R(M, =~) tvori grupw (grupovou operact je skldddni
zobrazent).

1) Definici rozkladu na mnoZiné viz napt. v [1], str. 14.
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Dikaz je ziejmy.

1.5. (definice). BudiZ R(M, ~) rozklad na E,, M c E,. Grupu vsech zdkryto-
vyjch pohybi na R(M, ~=) nazveme totdlni zdkrytovou grupou na R(M, =) a
budeme i znaéit Gg.

1.6. (definice). Budi# R(M, ~) rozklad na E,, M c E,, & podgrupa v Gg.
Je-li kazdd mnofina A ¢ R fundamentdlni mnofinou grupy ®, nazveme ® funda-
mentdlnt zakrytovou grupou na R(M, ).

V dalim se zabyvdme prostorem E,, ktery povazujeme za &iselnou osu.
Pripometime, Ze na E, pfimou shodnosti je translace, shodnost je budto trans-
laci nebo symetrii.

Bezprosttedné se nahlédne, Ze ka?dd dvoubodovd podmnoZina piimky je
jeji ptimou rozkladovou mnozinou. Budiz nyni M = {z, y, 2z} c B, 2 < y < 2.
Bez Gjmy na obecnosti maZeme polozit z = 0. Dale rozlisme dva piipady:

a) ¥ a z jsou racionaln& zavislé, tj. existuji celd &¢isla m, n, m &= 0 == n, tak,
Zen.y =m.-z.

b) v a z nejsou racionalné zavisla ¢isla.
Ad a) Necht .y = m . 2, n, m celd &sla, n + 0 + m. MiZeme zfejmé pred-
pokladat, ze m a m jsou nesoudélnd. Zavedme na E, soufadnicovy systém

tak, aby % byl jednotkovy bod. Trojice M v tomto novém systému ma tvar

{0, m, n}. Odsud plyne, Ze se v tomto pfipadé stali omezit na mnoZiny tvaru

{0, m, n}, kde m, n jsou celd nesoudélnd &isla, 0 < m < n.

Ad b) Necht y a z nejsou raciondlnd zavisld &isla. Podobnou tvahou jako
v odstavci ad a) zjistime, Ze se staéi omezit na mnoZiny tvaru {0, 1, }, 1 < «,
o iracionalni.

21. (véta). Necht M = {0, m,n}, 0 <m <n,m,n redlnd &isla. Nechf
existuje R(M, =). Potom translace

o@)=xz+m+n, x el, cx)=2x+m—2n, ze¢kE,,
jsou zdkrytovymi pohyby na R(M, ).

Diukaz. Necht M’ ¢ R(M, =). Potom existuje z ¢ B, tak, ze M' = {2,z + m,
z + n}. o

a) Uvazujme o bodu z 4+ m + n. Existuje Z ¢ R(M, ==) a translace o’ tak,
tez-t+m+neZ, of(M')=2Z.
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Protoze ,
0+m)=z4+m+n=>M +2Z 0(R)=2z+n=>2Zn M % 0, coZ je spor,
+n)=z+4+m+n=>M £ 7 0z =2z+m=2Zn M =+ @ coje spor,
jest 0'(z) =2 +m + n a tedy o' = .

b) Uvazujme o bodu z + m — n. Existuje X ¢ R(M, =) a translace ¢’ tak,
zez+m—neX, o'/ (M) = X. Obdobné jako v Sisti a) se ukéze, Ze ¢'(z +
+n) =2z + m — n, tedy ¢’ = ¢. Tim je véta dokdzana.

2.2. (véta). BudiZ M = {0, m, n}, kde m, n jsou celd nesoudélnd &sla, 0 < m <
< n. Potom M fje pfimou rozkladovou mnoZinow prostoru E, pravé tehdy, kdyZ
0, m, n jsou vzdjemné nekongruentni mod 3.2)

Dikaz. Predpokladejme, Ze 0, m, n jsou vzajemné& nekongruentni mod 3.
Definujme relaci o, na E, takto: z, y € B,, x 9,y <>z — y je celé &islo. Relace
0, je ziejmé ekvivalence. Necht IV je mnoZina representanti z jednotlivych t¥id
ekvivalence p,3) Definujme systém P takto:

MeP<sM ={z,x+mx+n},zel,z—z,=0(mod3),

kde z, e N, z,0,2.

Ukézeme, e P je rozklad na ‘El v mnoziny piimo shodné s M.

1. M e P= M' == M, plyne ihned z definice P,

2. M, M"eP, M' + M" = M n M" = 0.
Toto tvrzeni dokdZeme takto: Necht

M={xz+maz+n}, M"={y,y+my-+n},
“kde z, ye By, M' == M".

Necht z non p,y. Potom z definice g, plyne, e M' n M" = @. Necht zg,y.
Protoze podle ptedpokladu je M’ + M”, je tieba uvazovat pouze o rovnostech
r=y—+m x+m=y+mn =1y +n a o rovnostech, které vzniknou

2) Otéazky, tykajici se rozkladu pfimky na mnoZiny p¥imo shodné, lze formulovati
v pojmech faktorisace grupy reédlnych &isel R. Necht toti% {M,, M,, ..., M;, ...} je rozklad
primky, kterou povaZujeme za &iselnou osu, na mnoZiny p¥imo shodné, tedy M; = M,.
Necht ¢; je libovolng, ale pevné zvolené &islo takové, Ze K[z =y =+ t,, y e M) = M;.

z

Oznadme S, = M,, S, == {ty, by5 ---, t, ...} KaZdé redlné &islo se dé psit pravé jednim
zptsobem jako a + b, a¢S;, beS, PiSeme R =8, + S, Obdobnéd pozndmka plati
pro mnoZinu C viech celych éisel. V &ldnku [5] na str. 240 je vyslovena tato domnénka:

Necht C znadi mnozinu viech celych &isel, p necht je prvoéislo. Necht S, je mnoZina p
celych &isel, 0 ¢ S, a &isla z S; maji za nejvétsiho spoledného délitele 1. Necht C = §; + S,,
0 ¢ S,. Potom S, je mnoZinou v§ech ndsobkud p a S je uplny systém zbytka mod p.

V témie éldnku je pomoci jistych vlastnosti polynomu dokédzédna druhé &ést této do-
mnénky. Ve vét8 2.2 je podén elementarni dikaz druhé asti domnénky pro p = 3. Zéro-
veh z rovnic (2.1), (2.4), (2.5) vyplyvé platnost i prvého tvrzeni v tomto piipadé. Je
totiZ% nejv&tsi spoleény dslitel éisel m — 2n'a m + n roven 3. Rozkladem mnoZiny celych
&isel na ptimo shodné mnoZiny o r &islech se bude zabyvat 8lanek prof. K. KouTskEHO.
(Pozn.: B&hem recense vySel éldnek [6], ve kterém je uvedend domn&nka dokazéna.)

3) Napt. N = (0, 1).
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z nich zdménou z za y. Kazda z té€chto rovnosti je v8ak ve sporu s piedpo-:
kladem, ze 0, m, n jsou &isla nekongruentni mod 3. Tedy M’ n M" = 0.

3. x e B, = existuje M’ ¢ P tak, ze xe M'.

Tvrzeni toto plyne z nasledujicich implikaci:

a) x —2,=0 (mod 3)={x, x + m, x + n} e P.

b) # — 2z, =m (mod 3) = {x — m,z,x +n — m} ¢ P.

¢) 2 —z,=n (mod3)={x —n,z —n +m, z}eP.

Tvrzeni 1 az 3 ukazuji, Ze P je Zddany rozklad na E,. Tim je dostatetnost
podminky z véty 2.2 dokdzéna.

Necht nyni M = {0, m, n}, (m, n) = 1, je trojice, v niz 0, m, » nejsou vzé-
jemné nekongruentni mod 3. Pak je to trojice jednoho z nasledujicich typh

{0, 3m’, 3n' + 2}, (D
{0,3m’ + 2,3n' + 2}, (I1)
{0,3m/, 3n’ + 1}, (I11)
{0,3m’ + 1,30’ + 1}, Iv)
{0,3m’ + 1,3n'}, - (V)
{0,3m’ + 2,3n'}, (VI)

kde m’, n’ jsou vhodné nezéporné cel4 &isla. Potom rovnice
kyim — 2n) + ky(m +n) =k (2.1)

mé Yefeni v celych &islech k; a &k, pro kazdé celé k. K dikazu tohoto tvrzeni
stadéi ukazat, Ze nejvétsi spoleény délitel I éisel m — 2n am + n je 1. Necht

m—23m=1.d, (2.2)
n+m=1.d,. (2.3)
kde d, a d, jsou nesoudélnd &isla.
Z (2.2) a (2.3) plyne
—3n =1.(d, —d,), (2.4)
3m =1.(d, + 2d,). (2.5)

Podétem se snadno zjisti, ze pro dvojice m, n z typi (I)—(IV) je nejvétsi
spole¢ny délitel (7,3) = 1. Tedy | (m, n), odkud I = 1.

Pripustme, Ze existuje R(M, =) na E,. Podle 2.1 jsou translace o(zx) =
=z +m + n, (@) = x + m — 2n, z e B,, zdkrytovimi pohyby na R(M, ).
Necht M’ = {z,z + m, z + n} ¢ R(M, =). Existuji celd &sla m, a m, tak, Ze

. my(m — 2n) + m,(n +m) = m .

Potom je M" = o™o™(M') e R(M, =), M" + M', ™9™ (z) = z + m, ‘odkud
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plyne M” n M’ == 0, coz je spor. Tim je dokézéna nutnost uvedené podminky.
Podobné jako prva ¢ast véty 2.2 se dokaze

2.3. (v8ta). Budif M mmoZina n celjch &sel, které patfi do rizngch zbythko-
vyjch t¥id mod n. Potom M je pFimou rozkladovou mnofinou prostoru E,.

2.4. (véta). Budiz M = {0, m, n}, m, n celd nesoudéind &isla, 0 < m < n.
Potom M je rozkladovou mnoginou prostoru Ej.

Dikaz. Jsou-li ¢isla O, m, n navzijem nekongruentni mod 3, plati véta
podle 2.2. Déle se stadi omezit na typy II, IV, V, VI z dikazu véty 2.2, nebot
piipad typu I (resp. III) se pfevede na typ II (resp. IV) Gvahou o mnoziné
M = {0,n — m, n} misto o mnoziné M. Je M ~ M.

a) Necht v M = {0, m,n} je 0=n (mod2'.3), 03=n (mod 2!*!. 3),
{ celé nezaporné &fslo.

Polozme k; = (7' -+ [7——3—5]) mproj=0,1,...,2" — 1. Projsudé necht

M; = {kj;, k; + m, k; +n} .
Pro g liché necht
M; = {ks, k; +n —m, k; +n}.
2l+1 -1 .
Ukézeme, Ze &isla obsazend v U M ; jsou navzajem nekongruentni mod 2¥+1 . 3
i=0

a Ze je jich pravé 21*1 . 3. Snadno se vidi, Ze pfi zkouméni nekongruentnosti
se stalf omezit na dvojice &isel, incidentni s dvéma riznymi mnozinami M ;.
Kvuli struénosti oznaéme 2!*1.3 =L, 2!.3 = 1.

Z podminky (m, n) = 1 a z pfedpokladu 0 = » (mod I) plyne, Ze (m, I) = 1
a tedy ¢&sla 0, m, 2m, ..., (I — 1) m jsou vzédjemné nekongruentni mod I.
Nyni pro j=0,1, ...,2%1 — 1 je

j+[7_';—1]§21+1_1+21<2l.3=1.

Odtud plyne, Ze k;, == k, (mod I) pro & =+ g.

1. Necht g a h jsou sudé ¢&isla, g + h. Piipustme, Ze pro 2 e M,, y € M, je
# = y (mod L). Plat{ pak jeden z nésledujicich vztahti nebo ze vztaht z t&chto
vzniklych zdménou g za h:k, =k, (mod L) =k, =k, (mod I); k, =k, +
+m (mod L)y=K .m=0(mod I),0 < K < I;k, ="k, +n (mod L) =k, =
=k, (modI); k, +m=k, +n(modL)=K.m=0 (modI), 0 < K < I.
Ve viech pfipadech jsme dospéli ke sporu se shora uvedenou vlastnosti éisel
ky, resp. se vztahem K .m == 0 (mod I) pro K =1, ..., — 1.

2. Pripad, Ze g a h jsou lich4 &sla, ¢ + &, je naprosto analogicky ptipadu 1.
3. Necht % je sudé, g liché &islo, M, = {ky, ky + m, &y, + n}, M, = {k,,
k, +n — m, k, + n}. Ptipustme, Ze pro x ¢ M,, y e M, plati x =y (mod L).
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Nejprve se zabyvejme piipadem, kdy z =k, +n — m, y = k; + m. Je-li
kh == g — 1, potom z kongruence k, +n — m = k; + m (mod L) plyne K . m =
= 0 (mod I), 0 < K < I, coz je spor. Je-li h = g — 1, potom uvedens kon-
gruence podle definice &isel k, a k) vede na vztah n= 0 (mod L), coz je spor
s predpokladem o ¢isle n.

V ostatnich pripadech dospéjeme ke sporu jako v odstavei 1.

b) Necht v M = {0, m, n} je m = n (mod 3), m == n (mod 6). Odsud plyne,
Ze ¢&isla m a n jsou razné parity. Zvolme k celé tak, Ze 0 == k == m (mod 3)
a k je téze parity jako m. Potom ukazeme, Ze ¢isla

' 0, m, n, (2.6)
k,k+n—m k+n 2.7)

jsou navzdjem nekongruentni mod 6. Z piedpokladu o n a m se ihned vidi,
Ze &isla v (2.6), resp. v (2.7) jsou vzajemné nekongruentni mod 6. Staéi tedy
vysetfovat, zda jsou kongruentni dvojice incidentni s (2.6) i (2.7).

Pripustme, Ze existuji &isla « a y, pfi ¢emZ « je z mnoziny (2.6), ¥ z mnoZiny
(2.7), takova, Ze x = y (mod 6). VySetiime nejd¥ive pf¥ipad x = 0, y = k& + n.
Potom z kongruence 0 = k + » (mod 6) plyne, Ze 2 | k + n, coz je spor s vol-
bou éisla k. V ostatnich ptipadech dojdeme ze vztahu z = y (mod 6) ihned
ke sporu s pfedpokladem, Ze &fsla 0, m, k jsou nekongruentni mod 3.

¢) Necht v M = {0, m, n} je m=mn (mod 2!.3), m = n (mod 2¢*1. 3),
l = 1 celé. Polozme

k; = (7 -+ [7 :i; 1])mproj= 0,1,...,2W 2,

h:(j—}—[ytl])nprojzwﬂ—l.

Polozme jako difve 2*1.3 = L, 2! . 3 = I. Sestrojme jako v odstavei a)
ol+1~1

mnoziny M; pro j=0,1, ..., 2"1 — 1, UkéaZeme, Ze &isla z U M; jsou
i=0

navzdjem nekongruentni mod L. Op&t je (m,I)=1 a k,=k, (mod I)
pro g == h. Necht 0 = g + h < 2" — 1. Pfipustme, Ze existuji éisla z e M,
a ye M, tak, Ze x =y (mod L). Jsou-li ¢ i h téZe parity, je situace naprosto
analogicks jako v odstavei a). Je-li g liché &islo a k& sudé &islo, potom piipady
razné od ptipadu, kdy x=*k,, y=¥k, -+ n, vedou na tivahu jako v odstavci a) 1.
Necht tedy # =k, y =k, + n. &) Necht A = g + 1. Potom z kongruence
k= k, + n (mod L) plyne m = n (mod L), coZ je spor s predpokladem o &is-
lech m a n. f) Necht g = 2*** — 1 A = 0. Potom je 0=/ . n (mod L), odkud
2 | n, coZ je spor, nebot n je liché ¢&islo, jak plyne z kongruence m = n (mod I),
(m,n) =1.y) V ostatnich p¥ipadech z kongruence k,=k, + n (mod L)
plyne K .m = 0 (mod I),0 < K < I, coz je spor s tim, Ze ¢&sla 0, m, ...
«esy { — 1) m jsou nekongruentni (mod I). '
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21411
Je tedy podle véty 2.3 v ptipadé a) i ¢) mnozina U M; pfimou rozkladovou
ji=0
mnozinou prostoru E, a rovnéz sjednoceni mnozin (2.6) a (2.7) je pfimou roz-

kladovou mnozinou E,. Ponévadz M je ziejmé rozkladovou mnoZinou mno-
214+1-1

ziny U M, resp. sjednoceni (2.6) a (2.7), je M rozkladovou mnoZinou piimky
ji=0

ve viech tiech ptipadech. Ponévadz ptipad a) zahrnuje typy V a VI, pfipady
b) a ¢) typy I a IV, je tim dikaz dokonéen.

Necht je ddna mnozina {0, 1, x}, 1 < «, « irraciondlni. Necht z ¢ E; a necht
Z(x) znadi systém vSech trojic tvaru
{rlo +1) +3s 4+ re +1) +3s +2+ 1, r(a +1) + 3s + 2 + «},

kde 7, s jsou celd disla. ’

3.1. (lemma). a) (isla obsafend v ka#dé trojici systému T (x) jsou vesmés riznd.
b) KaZdé dvé rizné trojice z T(x) jsou disjunkint.
Dukaz. Tvrzen{ a) je zfejmé, tvrzeni b) se dokdZe snadno porovninim
prvki z jednotlivych trojic z toho, Ze « je iraciondlni.
Oznatme nyni M(z) = U M'.
M'eT(x)

3.2. (lemma). y, z € B, y ¢ M(x) = M(z) = M(y).
Dikaz. Necht y ¢ M(z). Pak y ma jeden z nasledujicich tvari:

y=rx+1)+38+z,y=rx+1)+3s+z+1,
y=rc-+1)+3s4+z24+«.
Ukézeme, ze x ¢ M(y). Je
y=7rc+1)+3%s+rx=>y—ra-+1) —3s=zeMy),
y=rx+1)+3s+zrz+1l=>y—rx+1)—38—1=x=>(—r—1).
wH D) +at+l —8—1+y=zecy),
y=rlx+1)+3s+ax+z=>y—rea+1) —3s—a=y—(r+1).
o+ 1) +a+1—8s—a=zeMy).
Tedy z ¢ M(y).
Bud nyni z ¢ M(y). Potom z mé jeden z nésledujicich tvara:

z=r'(x+1)+38" +y, z=r(c+1)+3"+y+1,
=7 +1)+3" +y+«.
Je
z=7"(a + 1) + 38 +r(x + 1) + 3s + ze M(x),
z=7r(a+1)+3 +7r(x+1)+3 +z+1e M),
z=7(+1)+38 +7rx+1)+3 +2+ xeMg),
z2=1(0+1)+3" +1+7x-+1)+3s +ze M),



z=1r(x+1)+3" +1+ra+1)+3s+az+1=(+r—1)(c+1)+
Foa+36 +5+1) +zeMa),

z=7(x+1)+3" +1+r(x+1)+3+zt+a= (" +r+1)(«+1)+
+3(s + &) + 2 e M),

z=1r'(c+ 1)+ 38 + &« +r(x + 1) + 3s + x e M(x),

z2=7r(ec+1)+3" +ax+7rx+1)+3 +z+4+ 1eMx),

z=r(x+1)+3" +ax+rc+1)+3+rst+a=0C +r+2)(«+1)+
+ 3(s+8 —1)+ 14 2e M(x).

Tedy z e M(y) =z e M(x). Obdobné se dokizZe ze M(x) =z ¢ M(y), takie
M(x) = M(y), c. b. d.

Reknéme, e x € B, je v relaci g, s y € E,, pravé kdyz M(z) = M(y). Relace
0, je zfejmé ekvivalence; necht N je mnoZina representantt t¥id ptislusnych
k relaci p,.2) Potom plati

3.3. (v&ta). Systém trojic U L(x) je rozkladem na E, na trojice pfimo shodné

zeN
s M ={0,1, «}. .
Dukaz. Necht M’ ¢ U E(z). Potom zfejmé M’ = M. Necht y ¢ E,. Potom

EQN
existuje x € N tak, Ze yo,x a tedy y e M(z). Necht M,, M, e U I(x), M, + M,.
zeN
Existuji z,, z, e N tak, 7e M, € L(z,), M, e L(z,).
l. 2y, =2,= M, n M, = 0 podle 3.1,
2. T, * T, = 2, NON P, = M(x,) = M(x,) = @ (podle 3.2).
Protoi M; n M, = 0. Tim je 3.3 dokdzano.
Spojenim vysledkt 2.4 a 3.4 dostdvame néasledujici tvrzeni:
Kazdd trojbodovd mnmozina M c E je rozkladovow mnoZinou na E,.
Poznamenejme, Ze véta neplati jiz pro étyfbodové mnoZiny, jak je vidét
na mnoziné {0, 1, 3, 4}.

v

4.1. (véta). Budiz & podgrupa v €,. Nechi N c E, je fundamentdlni mnofina
grupy ©. Potom bud N = 1 nebo N = ¥,.5)

Dikaz. E, povazujeme za &fselnou osu. Necht nejprve & obsahuje jen
translace. Grupa vSech translaci na piimece je isomorfni s additivni grupou
vSech redlnych &isel. Additivni grupa vSech redlnych éisel je Gplnd, jeji vlastni
podgrupy maji index vét&i nebo roven ¥, (definici a zdkladni vlastnosti
Uplnych grup viz napf. v [2], str. 147). Necht @’ je mnoZina délek translaci

4) Pongvad¥, jak se snadno uké¥e, mno¥ina M(z) je husté v E;, neni mo¥no obejit zde
axiom vybéru zptsobem, jak bylo poznamendno v pozn. 3).

5) Za zkréceni dikazu d&kuji autoti dr. F. Stxovr.
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