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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 83 (1958), Praha

PROJEKTIVNI VLASTNOSTI MINIMALNICH PLOCH S KRUZNICEMI

NORMALNI KRIVOSTI
®
KAREL SVOBODA, Brno
(Doslo dne 17. dervna 1957) DT: 513.736.36

V této préci -jsou vySetifovdany projektivni vlastnosti ploch n-roz-
mérného prostoru konstantni k#ivosti, jejichZ indikatrice normdln{
kiivosti v kaZdém bod& plochy jsou aZ do uréitého ¥ddu kruZnicemi
se sttedy v bodé& plochy. Jsou odvozeny nutné a postadujici podminky
k tomu, aby plocha n-rozmérného projektivniho prostoru mohla byti
povaZovéna za plochu vnofenou do n-rozmérného prostoru konstantni
kfivosti a majici uvedené metrické vlastnosti. Tyto podminky vyplyvaji
z vlastnosti sdruZenych siti, které jsou na plochich vytvoreny jejich
minimdlnimi kfivkami.

Uvahy o téchto plochdch navazuji na vysledky O. BorUVKY, obsa-
Zené v pojedndni Recherches sur la courbure des surfaces dans des espaces
a n dimensions @ courbure constante a v nékolika jinych pracich.

1.. Uvod

1.1. V n-rozmérném prostoru S, (n = 4) konstantni k¥ivosti ¢ uvazujme
pohyblivy bod M a ptitadme ke kazdé jeho poloze n jednotkovych a navzajem
kolmych vektord e,, e,, ..., e,. Soustava sloZend z bodu M a uvedenych vek-
tora tvoii pohyblivy reper a zvlasté plati rovnice

dM = w,e; + wye, + ... + wye,,
de; = — co; M + wy e, + we + ... + wime, (1.1)
(=1,2, .40,
jejichz koeficienty w jsoﬁ linedrnimi formami v diferencidlech parametri, na

nich% zdvisi uvaZovany reper. Formy w vyhovuji vzhledem k pfedpokladiam
o vektorech e vztahiim

((FF] + Wy = 0 (7:, 7’ = 1, 2,_ ey n) G (1.2)
a kromé toho spliiuji' vnéjsi kvadratické relace
[dw;] = [005:] + [wwy:] + .. + [Wnwnd] , (1.3)
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[doy] = [wa01] + [0n0y] + ... + [@imon;] — clwiw;] (L3)
¢Gi=12,..,n),
které jsou rovnicemi struktury prostoru S, konstantni kiivosti c.

Abychom nemuseli pferufovati pozd&j§i tvahy, uvedme nejprve nékolik
predbéZnych pozndmek a oznaéme za tim tdelem znakem P, projektivni roz-
ifeni prostoru §,. Soustava diferencidlnich rovnic (1.1) spolu s relacemi (1.2)
a rovnieemi struktury (1.3) prostoru S, miZe byti povaZovina za soustavu
rovnic, definujicich v n-rozmérném projektivnim prostoru P, geometrické
misto bodu M a soudasné pohyblivy reper tvofeny body M, e;, e, ..., €,
prostoru P,. Vzhledem k tomuto soufadnicovému systému lze vyjad¥iti kazdy
bod X prostoru P, ve tvaru lineirni kombinace

X =M + ze, + 2.6, +... +xe,, (1.4)
jejiz koeficienty jsou soutadnicemi bodu X vzhledem k uvaZované soustavé
soufadnic. -

Je-li ¢ = 0, je prostor S, eukleidovsky a snadno lze odvoditi, Ze kvadrika A,
uréend rovnicemi
=0 24+ +...+22=0, (1.5)
je pevné a Ze je to absolutni kvadrika, ktera z prOJektwmho prostoru P, vytvaii
eukleidovsky prostor §,,.

Podobné v pripad® ¢ + 0, kdy prostor S, je neeuk1e1dovsky, lze ukazati, Ze
kvadrika A o rovnici

—i—xz—}-wf—l-xg—i—...—l—x,’;:O (1.6)

je pevnd a Ze jest absolutni kvadrikou, kterd vytvaii z projektivniho prostoru
P, neeukleidovsky prostor S,.

V obou uvedenych ptipadech le#i body e,, e,, ..., e, v polirni nadroving
bodu M vzhledem ke kvadrice A (pro ¢ = 0 povaZujeme za poldrni nadrovinu
bodu M nevlastni nadrovinu p¥isluiného eukleidovského prostoru) a jsou po
dvou polédrné sdruZeny vzhledem ke kvadrice A. Zavedeme-li do daldich vy-
poétd body

By = ey +iey, H_,=ey,— ey (1.7)

G=+1=1; k=12,...,[4n),

je patrno, Ze body E, (E_,) leZi na kvadrice A a %e jsou p¥i kazdé volb& pohybli-
vého reperu vzhledem k ni po dvou polédrné sdruZeny. Odtud plyne ze kazdy

linedrni podprostor prostoru P, ,uréeny libovolnou skupinou bodi E, (B_»),
lezi na kvadrice A

1.2. Bud m pfirozené &islo takové, ze 2 < m < [§n]. V daldich dGvahédch
se budeme zabyvati plochami prostoru S,, jejichZ indikatrice normdlnt kfivosty
Fadu 1, 2, ..., m — 1 jsou v kaZdém bodé M plochy kruZnicems se stiedy v bodé M.
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Podle vysledki, odvozenych O. BorGVEOU v pojednéni [3], jsou tyto plochy
definovany soustavou diferencidlnich rovnic (1.1), pro jejiz koeficienty o plati
kromé rovnic (1.2) vztahy

Q)3=w4=-..=wn=0,
Wor—1,2k+1 T 2Wop,0k+1 = By(w, — 1w,) ,

Wor—1,2k+1 — iwzk,2k+1 = -Rk(wl + iw,) ;

Wor—1,2%+2 T+ ":wzk,zkﬂ = 1Ry(w; — 1w,) , ' (1.8)
Wo—1,2k+2 — Waxarsz = — LBx(w; + twy) ,

Wor—1,2k+3 = Wai—1,2k+s = -+ = Wop—yn = 0,

Wok,2k+3 = Wokoktg = -+ = Wapp = 0

(=+]=1; k=1,2,...,m—1; R,>0),
z nichz je t¥teba vypustit rovnice vzniklé z rovnic napsanych v pfedposlednich
dvou fadcich pro k = m — 1, jestlize 2m = n.
Podminky integrability soustavy diferencidlnich rovnic (1.8) jsou vyjadieny
vnéjsimi kvadratickymi relacemi

[(wl — 1w;) (’Ek—k 1. 01 + Ogp—y0r — w2k+1.2k+2)] =0,

[(w1 + 1w,) (TR?—,}L — 1. W55 t+ Ogp—yor — w2k+1,2k+2)] =0, (1.9)

{(w; — 10,) (Wem—1,; + t@om,1)] =0, [(w, + 10,) (wem—1,5 — 1Wom,5)] = 0
k=1,2,...m—1; j=2m +1,2m + 2,...,n),

z nichZ je tfeba vynechati rovnice napsané v pfredposlednim iradku,
jestlize 2m = n. Tyto rovnice ukazuji, Ze v kazdém prostoru S, konstantni
kiivosti existuji uvazované plochy, a to i v tom p¥ipadé, ze formy nékteré
ze Soustav wom—1; + 1Wom; & Wam—1,; — tWam; (= 2m + 1, 2m + 2, ..., n),
pripadné formy obou soustav jsou souéasné identicky rovny nule.

Soustava diferencidlnich rovnie (1.8), kterd definuje analyticky uvazované
plochy, mé dvé soustavy charakteristickych kiivek, uréenych diferencialni
rovnicef w; + w; = 0. Pondvadz pro linedrni element plochy je ds® = w} -+ w3,
jsou tyto k¥ivky minimélnimi k¥ivkami na uvazovanych plochach. V dalsich
ivahdch poloZime . :
02, =w; +iw,, 2= w —io, (1.10)
a diferencidlni rovnici minimélnich kiivek budeme psat ve tvaru 2,2_, = 0-

Ponévadz indikatrix normélni kiivosti prvniho ¥ddu mé stied v bodé plochy,

je vektor st¥edni k¥ivosti nulovy podél celé plochy a uvazované plochy jsou
tedy minimalnimi plochami. Abychom zjednodusili vyjadiovani v nasledujicich
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tvahéach, nazveme kaZdou plochu prostoru §,, jejiZ indikatrice normélni k¥i-
vosti ¥adu 1, 2, ..., m — 1 jsou v kaZdém bodé M plochy kruznicemi se stfedy
v bod& M, minimdlnt plochow s m — 1 krugnicemt normdint kfivosti a oznadime
i M.

Ukolem tohoto pojednani je podat nutné a postadujici podminky k tomu,
aby redlnd plocha projektivniho prostoru P, mohla byti povazovana za mini-
méln{ plochu s m — 1 kruZnicemi norm4lni k¥ivosti, vnotrenou do eukleidovské-
ho nebo neeukleidovského prostoru S, vzniklého z prostoru P, vhodnou volbou
kvadriky A prostoru P, za absolutni kvadriku prostoru S,. Uvahy, které je
tfeba za tim Géelem provést, jsou odli¥né v obou uvedenych piipadech a budou
proto probrany oddélené.

2. Plochy vno¥ené do eukleidovského prostoru

2.1. Pfedpoklddejme nejprve, Ze prostor S, jest eukleidovsky (¢ = 0). Kazda
plocha M je podle predchazejictho analyticky urdena soustavou diferencial-
nich rovnie (1.1), pro jejiz koeficienty plati rovnice (1.2) a (1.8). UZijeme-li
oznadeni zavedeného v rovnicich (1.7) a (1.10), miZeme zminénou soustavu
nahradit ekvivalentnf soustavou diferencidlnich rovnic

dM = }Q,E, +3QE_,,

dE, = —iw,l + RO E,,

dE_; = toB ., + R OQE_,,

dB, = — B, Q- — 0yl + By Q- Ey,,

dB_; = — B QB Gy + 10—y, + RSB i1y , (21)

d#, = — B, Q\HE, - iwzrn—l,&rnEm + ; z l(wzm—u' -+ iwzm,y’) €;,

dE—m = — By Q B _(m-p +iw2m—1,2mE—m + z (a’zm—l,i — iwzm.a‘) €;,
j=2m+1

de, = — ¥ wom—1,0 — 1Osmn) B — Hwam—1,n + tWom,n) E_ .+ z Wr;€;

j=2m+1
(f=23,....,m—1; h =2m+1, 2m+2,...,n).

Vychézejice z této soustavy dokizeme nejprve nésledujici vlastnost mini-
mélnich kfivek na uvaZované plose M eukleidovského prostoru S,.

Véta 2.1. Mimimdlnt kfivky na minimdlni plose M s m — 1 krugnicems nor-
mdlnt kfivosti, vnofené do n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tvorl sdru-
Zenow sit, jejiZ posloupnost laplaceovskijch transformact se ukonéi v obou smérech
po pront transformaci Laplaceovym zpisobem na kfivkdch, které leZi i se svyme
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oskulaénimi prostory #ddu m — 1 na absolutnt kvadrice A prostoru S,. Uvedend
sit md oba invarianty rovné nule.

Dikaz. Povazujme plochu M za plochu projektivniho prostoru P,, ktery je

projektivnim rozsfienim uvazovaného eukleidovského prostoru §,,. Tato plocha
je v prostoru P, analyticky urdena soustavou diferencidlnich rovnic (2.1).

Ze soustavy (2.1) je vSak patrno, Ze bod E, (£-,) opisuje kiivku E, (E-,),
jejiz teéna v kazdém bod& prochazi bodem E, (E_,), a Ze je pevny, pohybuje-li
se bod M po urdité kiivee soustavy 2_, = 0 (2, = 0). Zvolime-li na plose M -
libovolnou kfivku soustavy Q_; = 0 (2, = 0), prochézi tetna kazdé kiivky
soustavy 2, = 0 (Q_, = 0), sestrojend v prisediku se zvolenou kiivkou, pev-
nym bodem E, (E_,). Odtud plyne, Ze kiivky obou soustav 2, =0a 2_, = 0
tvoli na plose M sdruZenou sit a Ze plochy tvoiené teénami k¥ivek 2, = 0
(2-; = 0) v jejich prisedicich s kiivkami soustavy Q_, = 0 (2, = 0) jsou
kuzelovymi plochami s vrcholy na k¥ivee E, (E_,). Posloupnost laplaceovskych
transformaci uvedené sité na plose M se tedy ukonéi Laplaceovym zptsobem
po prvni transformaci v obou smérech na kiivkach E, a E_l, lezicich na abso-
lutni kvadrice A prostoru §S,.

Oskulaéni prostor ¥adu m — 1 k¥ivky E; (E-,) ]est uréen body H,, d&,, ...
e d™E (B_,, dE_,, ..., d™1E_)). Ze soustavy (2.1) je v8ak snadno patrno,
Zeprok =12, ...,m — ljebod d* E, (d*E_,) linedrni kombinaci bodd E,, E,,

o Brsy (B-q, B, ..., BE_g.p), takie tedy uvazovany oskula¢ni prostor jest
uréen linedrné nezévislymi body E,, E,, ..., E, (B_,, E_,, ..., BE_,), které
lezi na absolutni kvadrice A a jsou po dvou vzhledem k ni polarné sdruzeny.
Odtud vychézi, ze oskulaéni prostory ¥4du m — 1 uvaZovanych k¥ivek lezf
na kvadrice A.

Polozime-li Q, = e? du, Q_, = e? dv, jest 1w, = ¢, du — p, dv a ze soustavy
diferencidlnich rovnic (2.1) dostaneme po jednoduchém vypoétu M,, = 0.
Odtud plyne, Ze invarianty uvaZzované sité jsou rovny nule, ¢imz je dikaz
viech tvrzeni predchézejici véty proveden.

Vzhledem k tomu, Ze v nésledujicich dvahédch o plochdch M eukleidovského
prostoru S, budeme neustile jednati o sdruZenych sitich majicich vlastnost
uvedenou v predchézejici v&té, nazveme libovolnow sdruzenou sit na plode n-roz-
mérného projektivntho prostoru P, sttt (U), jestlize jejt posloupnost laplaceovskych
transformact se ukonét v obow smérech po prvnt transformact Laplaceoviym zpi-
sobem na kFivkdch, které lezt 1 se svymi oskulaénims prostory Fddu m — 1 na
requldrnt kvadrice A linedrntho (n — 1)-rozmérného podprostoru projektivniho
prostoru P,. P¥i pfechodu od projektivniho prostoru P, k eukleidovskému
prostoru S, budeme vZdy predpokladati, Ze pravé uvedend kvadrika A jest
absolutni kvadrikou eukleidovského prostoru S,,.

Vysledek odvozeny v predchézejici vété doplnime tim, Ze ukdZeme, Ze uva-
Zované plochy jsou uvedenymi projektivnimi vlastnostmi dokonale charak-
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terisovany. Za tim déelem rozli§ime pfisluiné dvahy podle toho, zda pro j =
= 2m+1, 2m—+2, ..., n viechny formy wy,—;; + i@wym,; & podobné vSechny
formy wyp,—y,; — 0ym,; NEjsou nebo jsou soudasné rovny nule. Dostaneme tim
t¥i navzajem odli¥né druhy uvaZovanych ploch, jejichZz vlastnosti vySetfime
v nasledujicich dvahach.

2.2. Predpokléddejme nejprve, Ze pro viechna j = 2m -1, 2m+2, ..., nnejsou
ani formy wyp,—; ; + 1Wypm ;, ani formy wym—; ; — 1@y, ; soudasné rovny nule.
Vzhledem k predchizejicimu predpokladu a vzhledem k tomu, Ze formy w,;
(¢, 7 = 2m—+1, 2m+2, ..., n) nejsou podrobeny Z4dnym podminkdm, nemiiZze
byti dimense n prostoru S, mensf nez 2m-1. Oznaéme M, kazdou miniméini
plochu s m — 1 kruZnicemi norméln{ k¥ivosti, kterd je v n-rozmérném euklei-
dovském prostoru S, urdena za uvedeného predpokladu soustavou diferencidl-
nich rovnic (2.1). Pro tyto plochy dokédZeme nasledujici vétu, podavajici
jejich charakteristické projektivni vlastnosti.

V&ta 2.2. Plocha n-rozmérného projektivniho prostorw P, mufe byti defino-
vdna jako minimdlni plocha M, s m — 1 krufnicems normdlni kfivosti, vnofend
do n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na ni existuje
sdrufend sit (U). Kfivky, které vzniknow po prvni transformaci sit€ (U) v obou

smérech, jsou libovolné aZ na podminku, Ze Zddnd z nich nent vnorena do linedrniho
podprostoru dimense m — 1 prostoru P,.

Dikaz. Ve vété 2.1 jsme dokézali, Ze na kaZzdé ploSe s m — 1 kruZnicemi
normalni k¥ivosti, vnofené do eukleidovského prostoru §,, existuje sdruzena
sit (U), vytvofend minimalnimi k¥ivkami uvaZované plochy. Dikaz zminéné
véty je tfeba doplniti v tom sméru, Ze k¥ivky E, a E_, nejsou za danych
predpokladi vnofeny do linedrnich podprostori dimense m — 1. Vskutku,
na zakladé rovnic (2.1) je patrno, Ze bod d™E, (d™E_,) neni linedrni kombinaci
pouze bodt E,, E,, .., E,(E_,, E_,, .., E_,), nybrz zivisi také na bodech
€ymi1; €amaiss - €. Odtud plyne, Ze oskulaéni prostory Yadu m k¥ivek E,
a E_; maji dimensi v&tsi nez m — 1, takZe uvedené kt¥ivky nejsou vnofeny do
linedrnich podprostortt dimense m — 1.

Piedchazejici ivahou je doplnén dikaz véty 2.1, &m# bylo uplné dokédzano,
Ze na kazdé uvazované plofe M, eukleidovského prostoru existuje sdruzend
sit (U) majici uvedené vlastnosti. Predpoklddejme nyni naopak, %e na ploZe
projektivniho prostoru P, existuje sdruzend sit (U) s vySe uvedenymi vlast-
nostmi, a ukaZme, Ze lze tuto plochu povazovat za plochu M, -eukleidovského
prostoru §,.

Ptitadme ke kazdému bodu M projektivniho prostoru P, pohyblivy reper
tvofeny linedrné nezvislymi body M, e, e,, .., e,. Pro kazdy bod X prostoru
P, pak plati vztah (1.4) a zv1asté je

dM = wOM +w1e1 +w2e2 - ias +CO,;e.,,,
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de; = w;pM + w8, + wje, + ... + w8, (2.2)
=12 ..,n).

Z téchto rovnic plyne, Ze bod X nezavisi na volbé reperu tehdy a jen tehdy,
kdyz jeho soufadnice vyhovuji diferencidlnim rovnicim

dx + Lwq + 2,010 + LaWag + se@ + LpnWng = O:
dz; + Tw; + w15 + oWy + oo+ By, = 0 (2.3)
k=12 .,n).

Vyjédiime-li pozadavek, Ze regularni kvadrika A linearniho (n — 1)-rozmér-
ného podprostoru prostoru P, je v kazdém z uvaZovanych repert vyjadfena
rovnicemi (1.5), dostaneme vztahy

W =0, wg=0wy, w;+w;=0 (¢j=12..n2), (2.4).

k nimz lze p¥ipojiti rovnici w, = 0, kterd vyjadiuje, Ze determinant utvofeny
ze soufadnic zdkladnich bodi reperu ma konstantni hodnotu.

Zvolme reper ptitazeny k uvazované plose tak, aby body e,, e, leZely v tedné
roving plochy v bod& M. Tato volba je vyjiddiena rovnicemi

w; =0 (j=34..,n), (2.5)
z nichZ na zdkladé rovnic struktury projektivniho prostoru dostaneme
[wi015] + [0aw,] =0 (7 =3,4,...,7). (2.6)

Piedpokladejme, Ze sdruZend sit k¥ivek na plofe je tvofena kiivkami, které
maji v oznadeni (1.10) rovnice 2, = 0, Q_, =0, a oznaéme E, (E_,) laplaceov-
skou transformaci této sité ve sméru k¥ivek soustavy 2, = 0 (2, = 0). Bod
E, (E-,) lezi v teéné roviné plochy v bodé M a je proto linedrni kombinaci
bodd M, e,, e,; pondvadz vSak podle pfedpokladu o siti (U) lezi na kvadrice A,
je linedrné zavisly na bodu e, + te, (e, — ie,). MiZeme proto jednoduse
poloziti-E;, = e, + 1e,, E_, = e, — ie, a z rovnic (2.2) pak dostaneme podle
(2.4) a zavedenych oznadeni

dE, = —iw B, + (03 + twys) €5 + .. + (010 + t0sy) €5,

. ) . (2.7)
di_, = 10l ; 4 (w1g — t00gg) € + ... + (W10 — 10gp) €, - '

Vyjadfime nyni p¥edpoklad, Ze posloupnost laplaceovskych transformaeci
uvazované sité (U) se ukonéi v obou smérech po prvni transformaci Laplaceo-
vym zpisobem. K tomu je nutné a stadi, aby bod Z, (¥-,) opisoval kiivku
E, (E_,) a aby byl pevny, kdyZ se bod M pohybuje na plose po kiivee soustavy
Q_,=0 (2, =0). Nutné a postadujici podminky pro to jsou vyjidfeny
rovnicemi '

Wy iy = a0, 0 — twy; = b2, (j=38,4,..,n), (2.8)
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které vedou na zikladd rovnic struktury projektivniho prostoru k relacim

[2-, (day; + 2ia,,0,, + zalvww')] =0,

T (G =34, ...,mn). (2.9)

[‘Ql(dblf — 2iby015 + zblvww’)] =0
=3

V t&chto rovnicich nejsou viechny funkece a,; (b,;) soudasné rovny nule, nebot
v opaéném piipadé by bod E, (E_,) byl pevny a neopisoval by kiivku.

Z rovnic (2.7) a (2.8) je patrno, Ze teéna v bodé E,(H_,) kiivky E,(E-,)
obsahuje bod E,(E_,), ktery je linedrné zavisly na bodu a,se; + @;s€4 + --.
wer - Gynen (biges + biaey + ... + byye,). Pondvadz bod E, (E_,) je kromé toho
polarng sdruzen s bodem E,(E_,) vzhledem ke kvadrice A, je nutné a posta-
dujici podminka k tomu, aby teéna kiivky E,(E-,) leZela na kvadrice A,

vyjadiena pozadavkem, aby bod E, (E_,) lezel na kvadrice A. To vSak nastane
tehdy a jen tehdy, kdyz

@+ @+ ... Fat=0, By +b3+...+b.=0. (2.10)

Na zdkladé relaci.(2.9) je viak patrno, Ze lze vhodnou volbou pohyblivého reperu
piifazeného k plose dosdhnouti toho, aby predchézejici rovnice (2.10) byly
splnény hodnotami
Qg =Gy, Q= 10, G5=05=...=0,=0, 2.11)
b =05y, byu=—ib, by=by=...=b,=0,
pti demZ a, > 0, b, > 0. P¥i této volbé reperu je bod E, (E_,) zavisly na bodu
e, + ie, (e; — ie,) a pro jednoduchost lze predpoklédat, Ze E, = e; + i€,
(B—, = e; — ie,). Z rovnic (2.9) pro j = 3,4 pak snadno vychézi, Ze pomér
funkei @, a b, nenf invariantni, takZe lze poloZiti

@, =b=R,. (2.12)

Vhodnou volbou reperu pfifazeného k ploéé Ize tedy podle (2.11) a (2.12)
dosdhnouti toho, Ze relace (2.8) a (2.9) maji tvar

Wiy F 0y = B2 5, w3 — twy = E.2,,
Wyg F iwgy = IR 2, w4 — twy = — iR 2,
Wig =Wig=+.. =W, =0, Wog=wWgg=... =Wy, =0,

- e (2.13)
R

[Q_1(ws5 + twy)] = 0, [Q(ws; — twyy)] = 0
(j=25,6,...,m).
Pii téZe volbé reperu ptifazeného k plose a pfi zavedeném oznadeni ma pak
soustava (2.2) tvar
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dM = “}Q—lEl + %QIE-l >
dE, — il + R,Q_E,,
df_, = iwB | + ROQE ,,

Il

dB, = — R\2E, — iwg,kB, +25(m3,. + toy) e, (2.14)

df_, = — B\Q_,E_; + il _, —I—Z, (wg; — 1mys) €,
j=

de, = — Hwap — t04) By — $(owgn + 104) B_o + zswhdej
J=
(h=5,6,...,7n).

Predchédzejici rovnice (2.13) vyjadifuji pfedpoklddané vlastnosti sité (U)
na uvazované ploSe pro m = 2. Ponévadz kiivky E, a E_; jsou podle pied-
pokladu vnofeny do podprostoru alespoil dvojrozmérného, nemohou byti .
v rovnicich (2.14) ani formy wy; + tw,;, ani formy wy; — 2w, soudasné rovny
nule pro viechna j = 5, 6, ..., n. Srovnanim rovnic (2.14) s rovnicemi (2.1)
zjistime, Ze vyse uvedené tvrzeni je pro m = 2 spravné, takZe uvaZovana plocha
prostoru P, miZe byti povazovana v piipadé m = 2 za plochu M, s jednou
kruznief normélni k¥ivosti, vnofenou do eukleidovského prostoru §,.

Abychom dokdzali uvedenou vétu zcela obecné, postupujme dile metodou
tplné indukce. Bud tedy m > 2 a piedpoklddejme, ze kiivky E, a E_,, které
vzniknou po prvni{ transformaci sdruZené sité (U) na uvazované plofe, leZi
i se svymi oskulaénimi prostory ¥adu m — 2 na kvadrice A a nejsou vnofeny
do (m — 2)-rozmérného linedrnfho podprostoru projektivniho prostoru P,.
Predpokladejme dale, ze tyto vlastnosti jsou analyticky vyjadieny pii vhodné
volbé pohyblivého reperu pFitazeného k ploSe rovnicemi (2.4), (2.5) a soustavou
diferencidlnich rovnic

Wor—1,9%+1 T Wak 241 = R,Q_,, Wog—1,0k+1 — VWor,ok+1 = R, Q, ,

Ogr—1,00+2 T V0o 2kra = iR 02, , Wop—1,2k+2 — VWar op+2 = — IR0, ,
Wop—1,0k+3 — Wox—1,2k+4 — ++» = Wop—1,n = 0, (2.15)
WDop,ok+3 — Wox,ok+4 — +-- = Wogn = 0

(k=1,2,...,m—2),
které maji podle rovnic struktury projektivniho prostoru za nésledek vnéjsi
relace

dR :
[9—1 (je:k + 1.0 + Oop—z,0 — w2k+1,2k+z)] =0,

dRE .
[Ql (~IT7-° — 1. Wy Og—yor — wakﬂ_zk“)] =0, (2.16)

k

% -1(Wem—g,5 + 1Wom—23)] = 0, [‘Ql(w2m—3.i — 1Wym—g,5)] = 0
k=12,....m —2; j=2m — 1,2m,...,n).
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Volba pohyblivého reperu byla p¥i tom provedena tak, Ze oskulaéni prostor
¥4du m — 2 kiivky E, (E-,) jest uren, uZijeme-li oznadeni zavedeného
v (L.7), linedrné nezavislymi body E,, B, ..., Bny (-1, By ..., B~(m-1),
takZe soustava rovnic (2.2) mé tvar

aM =  3Q,B, +31QE,,
dE, = —iw,B, + ROQ,E,,
dE_, == to, B + R QE,,
dE, = — R Q2B — tog—1,08: + R.Q_\Eyi1,
dE_, = Rk—19—1E—(k~—1) + ink—l,zkE—k + Rk-Q1E—-(k+1):
dE,-, = — VA0 - - ’iwzm—s,zm—zEmﬂ ==
+ O (0um-zi + t0m-23) €5, (2.17)
j=2m-1
AEB_(m-p) = — Bp-gQ- B _(n-9 + iwzm——s,zm——zE—(m—ﬂ +

4+ D (@m—s5 — 1Wom—2,) €,
j=2m-1

de, = —. }(wz,,._g,;. - ":wzm—z,h) Epy —

n
- %(wzm—s,h + iwzm—z,h) E_ (- + Z Wp;€;

j=2m-1

k=23...m—2; h=2m—1,2m,...,n).

Podle predpokladu nejsou v soustavé (2.17) pro j = 2m — 1,2m, ..., n ani
formy wgm-s; + 1Wam—24, ani fOrMY Weme3; — Wyp—p; Soudasné rovny nule;,
nebof v opaéném piipadé by alespoii jedna z obou kiivek E, a E_, byla obsa-
Zena v podprostoru dimense m — 2.

Uka?me nyni, %e za uvedenych predpokladi lezi oskuladni prostory fadu
m — 1 ktivek E, a E_, na kvadrice A. Z rovnic napsanych v pfedposlednich
dvou ¥adcich (2.16) pfedné plynou vztahy

Wom—3,5 T WWam—2,5 = am—l.iQ—l ’

: j=2m — 1, 2m,...,n 2.18)
Wom—3,7 — VWom—oj = bm—l,igl (7 ’ > ) > (

v nichZ ani funkce a,,—, ;, ani funkce b, ; nejsou soudasng rovny nule. Ze
soustavy (2.17) je pak patrno, Ze oskulaéni prostor ¥fadu m — 1 k¥ivky E,(E_,)
obsahuje kromé bodd By, E,, ..., B,y (B, E_,, ..., E_(,-p), uréujicich jeji
oskulaéni prostor ¥adu m — 2, bod E,(E-,,), ktery je linedrn& zdvisly na bodu
Am—1,2m~1€2m—1 + Am—1,2m€2m + eee + Am—1,nCn (bm—l,zm—1e2m—1 + bm—l,zmezm +
+ ... 4 bm—1.n€n), aZe pravé uvedené body jsou linedrné nezévislé. Bod E,, (E_,.)
je v8ak poldrné sdruZen vzhledem ke kvadrice A s kazdym z bodd E,, #,, ...,
B, (B_,, B, ..., E_(—p). Oskulaéni prostory ¥adu m — 1 uvaZovanych
kiivek budou tedy leZeti na uvedené kvadrice tehdy a jen tehdy, kdyZ body
E,, a E_,, budou body kvadriky A, a to nastane pravé tehdy, kdyZ
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2 2 2

Am _12m-1 + A 1,2m + oo+ O 1n = 0,
2 2

m-19om—1 + bm- 12m+ +bm in=0.

Rovnice (2.18) v8ak vedou na zédklad® rovnic struktury projektivniho pro-
storu k vnéj8im kvadratickym relacim

(2.19)

n

[Q_; ([@m—1,s + 1Om-15 - W15 + Com—sam—s + Z am—l.vJJvf)] =0,

y=2m-1

(2, (dbm—l,i — tbm—y1,5 - W13 + Vom—3,9m—2 + ;” Ibm—vava')] =0
G=2m—1.2m,...,m). (2.20)

Z t&chto rovnic je patrno, Ze 1ze vhodnou volbou pohyblivého reperu doséhnouti
toho, Ze rovnice (2.19) jsou splnény hodnotami
Am—1,9m-1 = Om—1, Gm—1,2m = z:am—l y Om—g2mi1 = ooo = Gpyp =0, (2.21)
bm—-l,zm—l = b1 P bm—l,zm = — by P bm—1,2m+1 s = bm—l,n =0,
pii éemz a,—y > 0, b,,—; > 0. P¥i této volbé reperu prifazeného k plose je bod
E,, (E_,) linedrné zavisly na bodu e,,—, + 1€,, (€ym—1 — €,,) & pro jedno-
duchost miZeme tedy poloZiti E,, = eypn—1 + 1€4m, B—,, = €9y — 7€,,,. ROV-
nice (2.20) pro j = 2m — 1, 2m pak ukazuji, Ze pomér funkei a,,—, a b,,—, neni
invariantni, takze lze pfedpoklidati, Ze

am—l = b'm—-l = Rnl—l * (2°22)

Vzhledem k (2.21) a (2.22) se rovnice (2.18) zjednodusi na tvar

Dom—3,2m—1 T 1Wom—9 2m—1 = B, .2, Com—3,2m—1 — Wam—2,2m—1 = R, 92,

Oom—3,0m + 1Wom—2 0m = TRy 2y, Wom—3,2m — 1Wam—g,0m = — @Rm—rgl ’
Wom—3,2m+1 — Pom—3,2m+2 — -+ — Wom—3n = 0 ) (223)
Wom—2,20m+1 — Wom—2,9m4+3 = -+ = Wom—2n = 0

a maji podle (2.20) za podminky integrability vztahy

dRm— . g
[9—1( ¥ ‘11 + 1. 01+ Com-gom—y — Dom—1, zm)]

dR,,_ ; :
[91 (T—:— — 1. W T+ Ogp—gam—y — Wom—1,2m )] (2.24)

[2_y(@am-1.5 + 1Wym,3)] = 0, [Q, (Wam—1,5 — 1Wom,5)] =
(G=2m+1,2m+2,....n).

Predchézejici rovnice (2.23) uréuji p¥i vhodné volbé reperu analytické vy-
jadieni predpokladu o oskuladnich prostorech #ddu m — 1 kiivek E, a E_,
a davaji spolu se soustavou rovnic (2.15) rovnice (1.8), takZe uvazované plochy
projektivntho prostoru P, jsou urdeny soustavou diferencialnich rovnic, kters
splyva se soustavou (2.1). Ponévadz ktivky E, a E_; nejsou podle pFedpokladu
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vnoteny do podprostort dimense m — 1, nemohou byti ani formy wgm—1,; +
+ (g, ani fOrmy wym—q; — i0yy,; soulasnd rovny nule pro viechna
j=2m+41 2m + 2, ..., n.

Z predchézejictho tedy plyne, Ze ka?dé plocha projektivniho prostoru P,
na ni% existuje sdruzené sit (U) uvazovanych vlastnosti, je v eukleidovském
prostoru S,, jehoZ absolutni kvadrikou je vySe uvedend kvadrika A, plochou
M, s m — 1 kruZnicemi norméln{ kiivosti. Tim je diikaz véty 2.2 proveden.

Nejjednodus¥i zvlastni pi{pad uvaZovanych ploch s m — 1 kruZnicemi
normélnf k¥ivosti dostaneme za p¥edpokladu, ze dané plocha M, je vnofena
do prostoru dimense n = 2m -+ 1. Pro m = 2 obsahuje pak piedchazejict
véta 2.2 vysledek, odvozeny O. Bortivkou v pojednéni [2], o minimélnich plo-
chéch pétirozmérného eukleidovského prostoru, jejich# indikatrix normélini
kiivosti v kazdém bodé plochy je kruinici.

2.3. Obratme se nyn{ k druhému z pifpadi uvedenych na konci odstavee
2.1 a predpokliddejme vzhledem k soumérnosti soustavy (2.1), Ze pro j =
= 2m + 1, 2m + 2, ..., n jsou viechny formy wgm—1,; -+ t@em s TOVIY nule,
zatim co viechny formy wsy,—;; — 10gp ; sOutasné nevymizi. Oznadme v dal-
$im M, kaZdou miniméln{ plochu s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti, kters
je v n-rozmérném eukleidovském prostoru S, uréena soustavou diferenciélnich
rovnic (2.1), jejiz koeficienty spliiuji vy%e uvedeny predpoklad. Také v tomto
piipadd je dimense n prostoru S, nutné vétsi nez 2m. O uvedenych plochach
dokéZeme nyni nasledujici vétu.

Véta 2.3. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, miZe byti definovdna
jako minimdlni plocha M, s m — 1 krufnicemi normdlnt kiivosti, vnofend do
n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdy% ma ni existuje
sdrufend stt (U). K¥ivky, kieré vzniknou po promi transformaci stté (U) v obow
smérech, jsou libovolné a ma podminku, Ze pravé jedna z nich je vnorena do li-
nedrntho podprostoru dimense m — 1 projektivntho prostoru P,.

Podle definice sité (U) jest uvedeny linedrni podprostor dimense m — 1,
v némz jest obsaZena jedna z obou zminénych kfivek, oskulaénim prostorem
tidu m — 1 ve viech bodech této kiivky.

Dikaz. Podle véty 2.1 existuje na kazdé plose s m — 1 kruZnicemi normélni
kiivosti, vnotené do eukleidovského prostoru S, sdruzend sit (U) uréend
minimélnimi k¥ivkami uvaZované plochy. Polozime-li v soustavé (2.1) wam—1,; +
+ tWopm; = 0 pro j = 2m -+ 1, 2m + 2, ..., n, jest okamzité patrno, Ze osku-
laéni prostory ¥adu vyssiho nez m — 1 kiivky E, maji vesmés dimensi m — 1,
a odtud plyne, Ze kfivka E, je vnofena do linedrniho podprostoru dimense
m — 1 prostoru P,. Z té%e soustavy rovnic soudasné plyne, Ze pro kiivku E—,
zlistdvd v platnosti tGvaha provedend na zaditku dikazu véty 2.2. Vidime
tedy, Ze kazda plocha M, eukleidovského prostoru S, mé projektivni vlast-
nosti uvedené v dokazované vété.

298

NE———



Abychom kromé toho dokazali opaéné tvrzen{ pfedchazejici véty, pouZijme
postupu druhé éasti dikazu véty 2.2, kde jsme odvodili, Ze predpoklédané
vlastnosti ploch projektivniho prostoru P,, pokud jednaji o sdruZené siti (U),
Ize pti vhodné volbé reperu piitazeného k plofe vyjadiiti analyticky soustavou
diferencidlnich rovnic (1.8), takZe uvazované plochy jsou pak uréeny soustavou
diferencidlnich rovnic tvaru (2.1). Uéinime-li ve smyslu predchdzejici véty
predpoklad, Ze z obou k¥ivek E, a E_, prévé kiivka E, je vnofena do (m — 1)-
rozmérného podprostoru prostoru P,, musi miti jeji oskulaéni prostory fadu
vyssiho nez m — 1 vesmés dimensi m — 1. To viak podle (2.1) nastane jen
tehdy, kdyZz pro j=2m + 1, 2m + 2,...,n bude wop—y; + twam; = 0.
Ponévadz kiivka E_, spliuje tyZz predpoklad jako piisludnéd kiivka ve vété
2.2, nemohou byti formy wsp-1; — twsy ; soudasné rovny nule pro vsechna
uvazovana j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n.

Skutetné tedy kazdéd plocha projektivniho prostoru P,, majici uvedené
projektivni vlastnosti, mazZe byti povaZovana za plochu M, eukleidovského
prostoru S,,.

Predchazejici véta plati pro kazdé n = 2m + 1 a zvlasté vyjadiuje pro
plochy vnotené do pétirozmérného prostoru okolnost, ze pravé jedna z kiivek,
které vzniknou po prvni transformaci sité (U), je p¥imkou. V tomto piipadé
jsou tedy pfedchazejici vétou doplnény vysledky pojednani zminéného na konci
odstavee 2.2.

2.3. Vsimnéme si nakonec je$té ploch, které jsou v eukleidovském prostoru
S, urdeny soustavou (2.1) a predpokladem, Ze pro j =2m + 1, 2m + 2, ...
..y 1 jsou jak formy wym—;; + t@am,;, tak i formy wy,—; ; — iy, ; sOudasné
rovny nule. Vzhledem k tomuto predpokladu lze souditi, Ze pro dimensi n
prostoru S, je v tomto piipadé n = 2m. V nasledujici vété oznadéime M libo-
volnou minimélni plochu s m — 1 kruZnicemi normélni kiivosti, uréenou
v n-rozmérném eukleidovském prostoru S, soustavou diferencidlnich rovnic
(2.1) s predepsanymi podminkami o vySe uvedenych forméch.

Véta 2.4. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, maze byti definovdna
jako minimdlni plocha My s m — 1 krufnicemi mormdlnt kiivosti, vnofend do
n-rozmérného eukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyz na ni existuje
sdrufend sit (U). K¥ivky, které vantknow po proni transformaci sit€ (U) v obow
smérech jsou libovolné af ma podminku, fe obé jsou wnofeny do linedrnich pod-
prostord, dimense m — 1 projektivniho prostoru P,.

Podle definice sité (U) je kazdy z uvedenych linedrnich podprostori dimense
m — 1, obsahujicich p¥islusnou kfivku, oskuladnim prostorem iddu m — 1
ve vSech bodech této ktivky.

‘Dikaz. Spravnost obou tvrzeni této véty se zjisti tim, Ze se dikazy vét
2.1 a 2.2 doplni, pokud se tyka uvedenych vlastnosti k¥ivek E, a E_,;, tymz
zptsobem, jehoZ bylo pouZito pfi dikazu véty 2.3 v piipadé kiivky E,.
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Predchizejici véta zahrnuje jako nejjednodussi piipad plochy M; s m — 1
kruZnicemi normaln{ k¥ivosti, vnotené do eukleidovského prostoru dimense
n = 2m. P¥isluiné vlastnosti téchto ploch, obsaZené ve vété 2.4, byly odvo-
zeny O. Boruvkou v pojednéni [3].

3. Plochy vno¥ené do neeukleidovského prostoru

3.1. Obratme se nyni k zji$téni n&kterych vlastnosti ploch M za predpokladu,
%e prostor S, je neeukleidovsky (¢ =+ 0). Kazd4 takové plocha je podle d¥fvéjsich
pozndmek analyticky uréena soustavou diferencialnich rovnic (1.1) s koefi-
cienty vyhovujicimi rovnicim (1.2) a (1.8). Zavedme opét oznadeni (1.7)
a (1.10) a nahradme uvedenou soustavu ekvivalentni soustavou diferencial-
nich rovnic

dM = 1l‘~Q—1E1 =+ éQIE—l ’

dB, = — QM — iw,B, + R.Q_E,,

dE_, = — cQ M +iw,E_, + R,Q,E_;,

dE, = — By, Q.E; — 10y, + BQ_Eyir s

dE_; = — By 1Q_ 1B ) + 10g—,mb x + BriB_geryy » 3.1
d&, = — R, 2 E,, — inm—l.szm +j=22m+1(w2m—1.,- + 10om,5) €; s

n
dE—m = - Rm—lg—lE—(m—l) +iw2m—1,2mE—-m + Z 1(w2m—1.! - ?:wz'm,d) €;,

j=2m+

n
de, = — é‘(wzm—Lh == iwzm,h) E,, — }(wem—1. + iwzm,h) B_.,+ 2; lwhjej
j=2m+

k=2,3,....m—1;h=2m+1,2m+2,...,n).

Ut#itim této soustavy rovnic odvodime nejprve nésledujici vétu jednajici
o minimélnich kiivkdch na uvazované plofe M neeukleidovského prostoru S,.
Pouzijeme v ni réeni, Ze dvé laplaceovské transformace dané sdruzené sité
jsou polérné sdruzeny vzhledem ke kvadrice, v tom smyslu, Ze kazdé dva od-

povidajici si body uvedenych transformaci jsou vzhledem ke kvadrice polar-
né sdruZeny.

Véta 3.1. Minimdlni kfivky na minimdlnt plofe M s m — 1 kruZnicemi nor-
mdlni kfivosti, vnofené do n-rozmérného meeukleidovského prostoru S,, tvoFt
sdruzenou stt, jejiz promt, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace v obou smé-
rech leZt ma absolutni kvadrice A prostoru S, tak, Ze laplaceovské transformace,
vaniklé z uvedené sité stejnym poltem transformact v obou smérech, jsou poldrné
sdruzeny vzhledem ke kvadrice A se vdemi laplaceovskymi transformacemi pold-
teéni sité, které jsou v jejt poslowpnosti laplaceovskijch transformact obsazeny
mezi zminénymi transformacems. Uvedend stt md oba invarianty stejné.
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Dukaz. Povazujme plochu M za plochu projektivniho prostoru P,, ktery
vznikne z neeukleidovského prostoru S, jeho projektivnim roziitenim. Tato
plocha je podle dvodnich pozndmek uréena v prostoru P, soustavou diferen-
cidlnich rovnic (3.1).

Ze soustavy (3.1) je patrno, Ze body M, E,, E_,(k =1, 2,...,m — 1) opi-
suji plochy, které oznadime M, E,, E_,, a Ze kaZdym bodem libovolné z t&chto
ploch prochézi pravé jedna kiivka kazdé ze soustav 2, = 0a Q_, = 0. Z téZe
soustavy plyne, Ze geometrickym mistem bodu &, (E_,,) je bud plocha nebo
ktivka E,, (E-,) podle toho, zda formy wgm—1; + @am;(@em—1,; — t@om,s)
nejsou nebo jsou pro j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n soubasné rovny nule. Pong&-
vadZ bliz§i rozliSeni provedeme aZz v nasledujicich odstaveich, budeme pro
jednoduchost mluviti o plochach E,, a E_,,.

Zvolme na plose M libovolnou kiivku soustavy £2_; = 0 (£2, = 0) a uvaZzujme
na plofe E, (E-,) ktivku Q_, = 0 (£, = 0), ktera ji odpovidd v jednojedno-
znatné p¥ibuznosti mezi plochami M a E, (M a E_,). Pohybuje-li se bod M po
zvolené kiivce, jest jeho spojnice s ptislusnym bodem E, (E_,) teénou v bodé
E, (E_,) uvaZované kiivky na plose E, (E_,). Na druhé strané je z prvni rovnice
soustavy (3.1) patrno, Ze tato pfimka je teénou v bodé M ke kiivce soustavy
2, = 0(2-, = 0), kterd timto bodem prochazi. Odtud plyne, Ze teény k¥ivek
2, = 0(2-, = 0) plochy M v priseéicich se zvolenou kfivkou soustavy 2_, =
= 0 (2, = 0) vypliiuji rozvinutelnou plochu, jejiZz hranou vratu jest odpovi-
dajicl ktivka soustavy Q_, = 0(£2, = 0) na plose E, (E_,). Soustavy kiivek
0, =0a 0Q_, = 0 tedy tvori na plose M sdruZenou sit a plocha E, (E_,) je
laplaceovskou transformaci plochy M ve sméru kiivek 2, = 0(2_, = 0).
Ponévadz body E, a E_, leZi na kvadrice A a jsou vzhledem k ni poldrné sdru-
Zeny s bodem M, maji prvni laplaceovské transformace podateéni sité vlast-
nosti uvedené v predchézejici vété.

Abychom dokézali dal§i tvrzeni o uvazované siti na plose M, zvolme libo-
volné ptirozené &islo 1 tak, Ze 2 < i < m, a piipomelime, Ze podle (1.9) jsou
formy wym—1,; + tWam,; (@am—1,7 — tWamy) Pro j=2m + 1, 2m + 2, ..., n li-
nearné zavislé na Q_, (2,). Predpokladejme, Ze (¢ — 1)-ni laplaceovské trans-
formace sdruzené sité na plose M maji vlastnosti uvedené ve vété 3.1, a do-
kazme, Ze tyto vlastnosti zlstdvaji v platnosti také pro i-té laplaceovské
transformace.

UvaZujme za tim tGéelem na plofe E,—; (E_(;-p) uréitou kiivku soustavy
0_, = 0(Q,=0) a ji odpovidajici kiivku na plose E; (E_,). Pohybuje-li se bod
E;_, (B_(;—p) po zvolené k¥ivce, je piimka spojujici bod E,_, (F_(;-1)) 8 odpovi-
dajicim bodem E; (E-;) tednou v bodé E (E_;) kiivky opsané timto bodem
a soudasné teénou v bod& H,_, (F_(;—1)) ke kiivece soustavy @, = 0 (2_; = 0),
prochézejici na plofe E;—, (E—(;—1) uvaZzovanym bodem. Odtud je patrno, Ze
plochy teden kiivek Q_, = 0 (2, = 0) na plofe E, (E-;) se dotykaji plochy
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E,, (E_(;—p) podél kiivek 2_, = 0 (2, = 0) a Ze jejich tvoiici pfimky jsou
teénami kfivek soustavy 0, = 0 (2_, = 0) na plofe E,_, (E_—p). Kiivky
0, =0a 2, =0 na plote E_; (E—(;—)) tvo¥{ tedy sdruZenou sit a plocha
E,; (E_,) jest jeji laplaceovskou transformaci ve sméru k¥ivek 2, = 0 (2_;, = 0).
Vzhledem k tomu, %e body E; a E_; leZi na kvadrice A a jsou vzhledem k ni
poldrné sdruzeny se viemi body M, E,, E_, (s=1,2,...,¢ — 1), maji ¢-té
laplaceovské transformace uvazované sité vySe zminéné vlastnosti.

PoloZime-li Q, = e? du, Q_, = e? dv, jest 1w,, = ¢, du — p, dv a ze soustavy
diferencidlnich rovnic (3.1) odvodime snadno rovnici M,, = — }ce?* M.
Pro invarianty %, k uvazované sité tim dostaneme hodnoty » = k = — }ce?*?
a diékaz predchézejici véty je tim dokonden.

Abychom zjednodusili vyjadfovéni v ndsledujicich vétach, nazveme libo-
volnou sdrufenou sit na ploe n-rozmérného projektivniho prostorw P, siti (V),
jestlize jejt pront, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace v obow smérech leZi
na reguldrnt kvadrice A projektivntho prostoru P, tak, Ze laplaceovské transfor-
mace, veniklé z uvedené sité stejnym pobtem transformact v obou smérech, jsou
poldarné sdrufeny vzhledem ke kvadrice A se véems laplaceovskymi transformacems
poldtebni sits, které jsou v jeji posloupnosti laplaceovskijch transformact obsazeny
mezt zminénymi transformacemi. P¥i pfechodu od projektivniho prostoru P,
k neeukleidovskému prostoru S, budeme vzdy predpokladati, Ze pravé uve-
denéd kvadrika A jest absolutni kvadrikou neeukleidovského prostoru S,.

V nésledujicich Wivahdch dokiZeme, %e existence sité (V) na ploSe projektiv-
nfho prostoru P, zaruduje, Ze lze tuto plochu povazovati za plochu M neeuklei-
dovského prostoru S,, a budeme uvazovati opdt o t¥ech moZnostech na za-
kladé téze zasady, jiz jsme uvedli na konci odstavece 2.1. ;

3.2. VySetfime nejprve piipad, kdy pro j = 2m + 1, 2m + 2, ..., n nejsou
ani formy wym—;; + i0gpj, ani formy wyp,—; ; — 1wy, ; soudasné rovny nule. -
V tomto pfipadé oznadime opét M, kaZdou plochu s m — 1 kruZnicemi nor-
malni kiivosti, kterd jest urlena v n-rozmérném neeukleidovském prostoru
S, soustavou diferencidlnich rovnic (3.1) s vySe uvedenym predpokladem. Pro
dimensi n prostoru S, plati v tomto pi{padé nerovnost n = 2m + 1. Pro uva-
Yovany ptipad ploch dokdZeme nyni vétu, kterd podavs jejich charakteristické
projektivni vlastnosti.

Vé&ta 3.2. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, maie byti defino-
vana jako minimdlni plocha Mys m — 1 krugnicems normdlni kfivosti, vnofend
do m-rozmérného meeukleidovského prostoru S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na nit
existuje sdruend sit (V), jeji posloupnost laplaceovskyjch transformact se v Zddném
z obou smért, newkonét po m transformactch.

Dukaz. Podle véty 3.1 existuje na kazdé minimalni plofe s m — 1 kruZni-
cemi normélni kiivosti, vnofené do n-rozmérného neeukleidovského prostoru
S,, sdruzena sit (V), vytvofend minimalnimi k¥ivkami uvaZované plochy.
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Staéi tedy doplniti diikaz této véty zjisténim, Ze m-té laplaceovské transfor-
mace sité (V) v obou smérech jsou sité na plochach E,, a E_,,. To je viak vzhle-
dem k uéinénym predpokladim ihned patrno ze soustavy (3.1), kterd uka-
zuje, Ze geometrickym mistem bodu E, (E-,,) je plocha E, (E_,,) a nikoliv
kiivka.

Timto zjisténim je ukézano, Ze na kazdé uvazované plose M, neeukleidov-
ského prostoru existuje sdruZend sit (V) majici uvedené vlastnosti. Predpo-
klddejme nyni naopak, Ze na ploSe projektivniho prostoru P, existuje sdru-
zend sit (V) s vyse uvedenymi vlastnostmi, a ukazme, %e tuto plochu lze pova-
Zovati za plochu M; neeukleidovského prostoru §,.

Ptitadme ke kazdému bodu M prostoru P, pohyblivy reper tvofeny linedrné
nezavislymi body M, e,, e,, ..., e,. Pro libovolny bod X prostoru P, lze pak
psati vztah (1.4) a zvlas§té dostaneme soustavu diferencidlnich rovnie

dM = wM + w,e; + w,e, + ...+ o.e,,

de; = wooM + wye, + wnes + ... + w8, (3.2)
=12 ..n).

Nutné a postadujici podminky pro to, aby bod X nezavisel na volbé reperu,
jsou opét vyjadieny diferencidlnimi rovnicemi (2.3), z nichZ plyne, Ze reguldrni
kvadrika A prostoru P, jest uréena v libovolném z uvazovanych repertt rovnici
(1.6) tehdy a jen tehdy, kdyz plati

W0 + cw; = 0 y Wi == @y, Wy + Wy == 0 (1'., j = l, 2, “aey 77/) . (3.3)

K témto rovnicim lze piipojiti vztah w, = 0, ktery vyjadiuje, Ze determinant
utvoteny ze soutadnic bodl reperu ma konstantni hodnotu.

Pro dalsi vypodty je pFirozené voliti reper tak, aby body e,, e, byly pii kazdé
poloze reperu v teéné roviné plochy v bodé M. Provedeme-li tuto volbu, do-
staneme vztahy

w;=0 (=234, ..,n), (3.4)

které dévaji na zakladé rovnic struktury projektivniho prostoru vnéjsi kva-
dratické relace
[01045] + [0505] =0 (j=3,4,...,7). (3.5)

Predpoklddejme nyni, Ze sdruZend sit k¥ivek na plofe je tvofena kiivkami,
které jsou uréeny rovnicemi 2, = 0a 2_, = 0, v nichZ 2, a Q_, jest oznaden{
zavedené v (1.10). Ve smyslu dokazované véty oznatme déle ) (E_;) prvni
laplaceovskou transformaci uvaZované sité ve sméru kiivek 2, = 0 (2_, = 0).
Ponévadz bod E, (E_,) musi leZet v teéné roviné plochy v bodé M, je linedrni
kombinaci bodét M, e, e,; vzhledem k predpokladim je vSak bod E, (E_,)
polérné sdruzen s bodem M vzhledem ke kvadrice A a to vede k poznatku, Ze
je pouze kombinaci bodt e;, e,; ponévadz viak kromé toho lezi na kvadrice A,
je linedrné zavisly na bodu e, + ie, (e, — 7e,). Pro jednoduchost mizeme proto
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poloZiti B, = e, + ie,, B_, = e, — ie,, takie podle (3.2), (3.3) a uzitim zave-
denych oznaéeni dostaneme

dB, = — QM —iwB; + (015 + 105) & + ... + (010 + 1050) €5,
dE_; = — cQ M + i B ) + (013 — twy5) €3 + ... + (010 — 1030) €5 -

Vyjédifme nyni analyticky predpoklad udinény o bodech E; a E_;. Bod
E, (E_,) je ptikazdé poloze bodu M na ploSe laplaceovskou transformaci bodu
M ve sméru kiivek Q; = 0 (2_, = 0) tehdy a jen tehdy, kdy% pro libovolné
zvolenou ktivku soustavy 2_, = 0 (2, = 0) na ploSe opsané bodem M je
spojnice bodt M a E, (M a E_,) teénou v bod& E, (E_,) kiivky, kterd je geo-
metrickym mistem tohoto bodu a odpovidé zvolené k¥ivece soustavy £2_, = 0
(2, = 0). Nutné a postadujici podminky pro to jsou vyjadfeny rovnicemi

(3.6)

15 10y = ;25 ,  ©y; — 10y = by (3.7)
(G=34,...,1n),

z nichZ na zakladé rovnic struktury projektivniho prostoru dostaneme
n
[£-, (da,; 4 210,05 + zaa’lvwv:i)] =0,

[2; (dby; — 24by,0,, + zblvww')] =0 (3.8)
=3

j=38,4...,n).

V predchézejicich rovnicich nemohou byti v8echny funkce a,; (b,;) soudasné
rovny nule, nebot v opaéném p¥ipadé by bod E, (E-,) opisoval podle (3.6) a
(3.7) kiivku a posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité by byla
proti ptedpokladu ukondena v obou smérech po prvni transformadci.

Bod E, (E-,) tedy opisuje plochu E, (E-,), na niZz tvofi kiivky £, =0 a
£_, = 0 sdruZenou sit. Oznatme E, (E_,) laplaceovskou transformaci této sité
ve sméru k¥ivek 2, = 0 (2_, = 0). Bod E, (E_,) lezi tedy v te¢né roviné plochy
E, (E-;) v bodé E, (E_,) a je proto linedrné zavisly na bodech M, K|, a,5e; +
+ a8 + .. + Gy, (M, E_ |, bse; + byuey + ... + byne,); ponévadi vSak je
podle ptedpokladu poldrné sdruzen vzhledem ke kvadrice As body M, E,, E_,,
je zavisly jen na bodu a,se; + a8, + ... + @€, (byse; + bigey + ... + byn€s).
Vzhledem k predpokladu, Ze body E, a E_, le#{ na kvadrice A, odtud plyne
platnost vztahid

ag + a3 + ... + 05, =0, bl + b + ... + b3, = 0. (3.9)

Uzitim rovnic (3.8) lze snadno nahlédnouti, Ze lze reper piifazeny k ploSe
vhodné zvoliti tak, aby pfedchézejici rovnice (3.9) byly splnény hodnotami

Qs = @y, Qya= Uy, O3 =015 = ... = O, =0, (3.10)
b13=b1; buz_’:bl; b15=bls=---=b1n=0,
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pti ¢emZ a; > 0, b, > 0, takZe pfi uvazované volbé pohyblivého reperu je

bod E, (E_,) zavisly na bodu e; + ie, (e; — ie,) a lze proto pro jednoduchost

poloziti E, = e, + ie,, B_, = e; — 1e,. Rovnice (3.8) pro j = 3,4 pak daile
ukazuji, Ze pomér funkei @, a b, neni invariantni, a to umoziiuje poloZiti

a,=b,=R,. (3.11)

Shrnutim predchazejicich vypodta tedy vidime, Ze lze vhodnou volbou re-

peru piifazeného k ploSe dosdhnouti toho, Ze relace (3.7) a (3.8) maji vzhledem
k (3.10) a (3.11) tvar

W13+ Iwys = Ry 3, w33 — 1wy = .2,
Wiy + gy = 1R 1, wyy — Ty = — 1B 0y,
Wy = Wig= ... = Wy, =0,
Wog = Wog = ... = Wgy, = 0, (3.12)

[9_1 (% + 7. 20,5 — ‘*’34)] =0, [‘Ql (% — 1. 20, — w34)] =0,

[2_y(5; + 1045)] = 0, [Q)(ws; — 1wy)] = 0
(j=5,6...m).
Pii téze volbé reperu piifazeného k ploSe mé pak soustava diferencidlnich
rovnic (3.2) tvar
dM = 10Q,E, +31Q,E_,,
dB, = — QM —iw,BE, + RQ_,E,,
dB_, = — ¢ M + iw B, + RQ2E_,,

B, = — RQE,  —ionly + 3 (oy +ioy)e;, (8.18)
=5

dE_2 = — RIQ—IE_I + 'iw34El-2 +iz (waj - iw4.’l) ej H
=5

de;, = — }(wsn — 104n) By — $(wgn + 104) By + th:iej
i=5
(h=5,6,...,n).

Rovnicemi (3.12) jsou analyticky vyjaddieny piedpoklddané vlastnosti
sité (V) na uvazované plofe pro m = 2. Ponévadz posloupnost laplaceovskych
transformaci této sité se podle predpokladu neukonéi v Zédném z obou sméra
po dvou transformacich, neopisuji body E, a E_, kiivky, takze podle (3.13)
nemohou byti pro j = 5, 6, ..., n ani formy w,; + tw,;, ani formy wg; — tw,;
soudasné rovny nule. Zaroven vSak rovnice soustavy (3.13) ukazuji, porovné-
me-li je se soustavou rovnic (3.1), Ze tvrzeni dokazované véty je pro m = 2
spravné a Ze tedy lze uvaZovanou plochu prostoru P, v pfipadé m = 2 pova-
Zovati za plochu M, s jednou kruZnici normalni k¥ivosti, vnofenou do neeuklei-
dovského prostoru §,.
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V dalsi ¢asti dikazu budeme postupovat metodou uplné indukece. Predpo-
klddejme za tim tlelem, Ze m > 2 a Ze sdruZend sit (V) na uvazované plose ma
vlastnost, Ze jeji prvni, druhé, ..., (m — 1)-ni laplaceovské transformace
v obou smérech lezi na kvadrice A a Ze piislu$néd posloupnost laplaceovskych
transformaci neni v 24dném z obou sméri ukondena po m — 1 transformacich,
pFi emz posledni laplaceovské transformace v této posloupnosti jsou vzhledem
ke kvadrice A poldrné sdruZeny se vSemi laplaceovskymi transformacemi obsa-
Zenymi v uvedené posloupnosti mezi nimi. Ptedpoklddejme dale, Ze pravé
uvedené vlastnosti jsou p¥i vhodné volbé pohyblivého reperu ptifazeného
k plofe vyjadfeny rovnicemi (3.3), (3.4) a soustavou diferencidlnich rovnic

Wor—y,2k+1 T ”;wzk,zkﬂ = Rk-Q—1 5y Wop—3,9k+1 — iw2k,2k+1 = R.Q,,

Wop—1,20+2 T 'l:wzk,zk+z = 1R, Q2 , Wok—1,2k+2 — iw2k,2k+2 = — iR 0, (3.14)
Wop—1,9%+3 = Wop—1,2k+4 = «+» = Dgg—1,n = 0, i
Oorokt3 = Dgpoksd = --- = Oggn =0

k=12 ..,m—2),

z nichz podle rovnic struktury projektivniho prostoru vychdzi vnéjsim dife-
rencovanim relace

dR .
[‘Q—l (—Rf + 1.0y + War—1,26 — w2k+1,2k+2)] =0,

dR .
[Q1 (_Elf — 1. Wy + Wop—y,06 — wzk+1,zk+z)] =0, (3.15)
[Q—l(wzm—a.i + ":wzm—z,:r)] =0, [91(50211;—3,:' — 1Wgm—2,)] = 0
k=1,2,...m—2; §=2m—1,2m,...,n).

Pii volbé pohyblivého reperu bylo postupovéno tak, Ze proi = 1,2, ..., m — 1
jest i-t4 laplaceovska transformace sité (V) na plofe vytvofena ve sméru
kiivek 2, = 0 (2_, = 0) bodem E, (E_,), zavedenym v (1.7), takZe soustava
rovnic (3.2) ma tvar

dmM = - 30_.E, +3QE,,

dE,  =—c M —iw,E, + RQ_E,,

dE_, =—c¢Q_ M +iw,B_, +ROE_,,

dE, = — R QB - iwzk—l,zkEk + R QB ,

dE_; = = Rk~1~Q—1E—(k—-1) + 1wy 0B + Br 1B iy ,

ABp—y = — Rpu 1B, — 1Wm—g,am—2Blm—y  +
+j_22m_l(wzm—a,i + 10am—2,5) €;, (3.16)
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dE—(m—l) === Rm—zg—lE—(m—z) + iwzm—s.zm-zE'—(m—l) +

n
+ Z (Wem—3,5 — 1Wam—2,5) €5,

j=2m-1
de, = %(wzm—-a,h - 7k‘-’zm—z,h) Em—l -
n
- %(wzm—s,h + iwzm—z,h) E—(m—l) + Z Wpji€;
- j=2m-1

k=23... m—2; h=2m—1,2m,...,n).

V predchézejici soustavé (3.16) nejsou pro j = 2m — 1, 2m, ..., n ani formy
" Wam—3,; + 1Wam—sj, ani formy wy,—s; — Wym—s; Soudasné rovny nule, nebot
v opatném ptipadé by (m — 1)-ni laplaceovskd transformace uvazované sité
(V) asponl v jednom z obou smért byla kiivkou, a to je ve sporu s uéinénymi
predpoklady.

Vzhledem k témto predpokladim je (m — 1)-ni laplaceovskd transformace
sité (V) ve sméru kiivek 2, = 0-(2-, = 0) vytvotena - bodem E,,_; (B-(n-1),
ktery opisuje plochu E,_; (E_(,—y)), na niz tvoii kiivky 2, =0a 2_;, =0
sdruzenou sit. Abychom dokézali, Ze laplaceovsks transformace sité na ploSe
E, ., (E—(m—yp) ve sméru k¥ivek Q, = 0 (Q_, = 0), tedy m-t4 laplaceovskd trans-
formace sité (V) v tomto sméru, mé vlastnosti dokazované véty, uvedme nej-
prve vztahy

Wom—3,7 + 1Wam—2,; = am—l,iQ—l 5 Wom—3,5 — VWaom—g,5 = bm—l.i‘Ql (3.17)

G=2m—1,2m,...,n)

plynouci z rovnic napsanych v 'pf'edposledm’m fadku (3.15). V rovnicich
(8.17) nejsou ani funkes @,,—,; ani funkee b,—,; pro vSechna uvaZovana
7 soudasné rovny nule.

Oznadime-li E,, (E_,,) laplaceovskou transformaci sité na plose E,,—; (E_(nm—1))
ve sméru kiivek Q, = 0(Q_, = 0), lezi bod E,, (E-,) v tetné roviné plochy
E,— (E-(y-p) vbod& B,,—, (E_(m-y)), kterd je podle (3.16) a (3.17) urdena body
Em—z: ) -  Om—1,2m—1€2m—1 + @m—1,2mC2m + --- T Um—1n€n (B-(m—2) B-(m~1)»
bm—1,2m~1€3m—1 + Om—1.9m€sm + --- + bm—1.€,), & je proto linedrni kombinaci
téchto bodl. Ponévadz bod &, (E_,,) je dile polarné sdruzen vzhledem ke kva-
drice As body E,,—y, ..., By, M, E_,, .., E_(;—y), je linedrn& zavisly jen na bodu
Am—1,2m—1€2m—1 + Om—1,2mC2m + s 8 + Am—1,n€n (bm—l,zm—leZm—l + bm—l,émezm + e
oo F by ney); vyjadiime-li jedt®, Ze leZi na kvadrice A, dostaneme relace

2 2 4 2
Am_19m-1 + m_1om + ... + Um_1 0 = 9,

3.18
bfn—l,zm—l + bfn-l,zm -+ sae bfn_l’n =0. ( )

Na zéklad® rovnic struktury projektivniho prostoru odvodime.z rovnice (3.17)
vnéjsi kvadratické relace
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n
[(2_, (d“m—l.a' + 'i“m—l,a‘ - W13 + Wom—3,2m—2 T Z Cpp—1,9095)] = 0,
= (3.19)

(£, (dbm—l.f — tbp—yj - ©12 + Wom—3,2m—s T Z lbm-wwvf)] =0 .

y=2Mm—

G=2m—1,2m,..,n),

z nichZ lze usouditi, Ze je moZné vhodnou volbou pohyblivého reperu ptiraze-
ného k uvazované plofe dosdhnouti toho, aby rovnice (3.18) byly splnény hod-
notami

Ap—1,2m—1 = Om—1 5 Om—1,2m = Wm—1, Om-yamig = -+ = Om—yn = 0,

(3.20)

bm—-1,2m—1 = bm—l ) bm-—l,zm = — ":bm—l ) bm—1,2m+1 = e = bm—l.’n =0 ’
pii ¢em? a,—, > 0, b,—; > 0. Uvazovand volba reperu tedy vede k tomu, Ze
bod E,, (E-,,) je zavisly na bodu e,,—, + i€y, (€3m—1 — 1€,,), takie pro jedno-
duchost miZeme poloziti E,, = e,,,—, + i€y, B_,, = €3,—; — i€y,. Ponévadz
podle (3.19) neni pomér funkei a,,—, a b,,—, invariantni, mézeme v dalsim pted-
pokladati, zZe

Oy = b=y = Ry . (3.21)

Predchazejici ivaha tedy vede k tomu, Ze rovnice (3.17) se vzhledem k (3.20)
a (3.21) zjednodusi na tvar

Wom—3,9m—1 T 7;‘02m—2,2m—1 = Rp-102-,, Wom—3,o0m—1 — Wom—2,2m—1 = B9,

Wam—3,2m + ":me—z,zm = ":Rm—1g—1 ) Wom—3,9m — iwzm—z,zm === iRm—l‘Ql >
Oom—3,3m+1 = Dam—3,2msz2 = --- = Wom—3n = 0, (3.22)
Dom—2,m+1 = Dam—2,2mi2 = -+ = Wam—gpn = 0

a vnéjsi kvadratické relace (3.19) pfejdou v rovnice

dR,,_ .
[9—1 ( R 11 + 1.0 + @om—3.0m-3 — w2m—1,2m)] =0,

d‘Rm— .
[.Ql (____R 11 — 1. Wy + Wopm—3,0m—3 — w2m—1.2m)] =0, (3.23)

['Q-l(w2m—1..1' + iwzm,j)] =0 b [Ql(a)zm—lj - 2.(")2"1..:1')] =0
G=2m+12m+2,...,n),
vyjadiujici podminky integrability soustavy rovnic (3.22).

Pii vhodné volbé reperu piifazeného k ploSe je rovnicemi (3.22) analyticky
vyjadien predpoklad o m-tych laplaceovskych transformacich sité (V) v obou
smérech. Tyto rovnice (3.22) dopliiuji rovnice (3.14) na soustavu rovnic, ktera
je totoZna se soustavou (1.8), takze uvazované plochy projektivniho prostoru
P, jsou uréeny touZz soustavou diferencidlnich rovnic jako minimalni plochy
neeukleidovského prostoru s m — 1 kruZnicemi normélni k¥ivosti. Ponévadz
body E,, a E_,, opisuji podle pfedpokladu plochy, nejsou ani formy wgm,—; ; +
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+ 0o, ani formy wem—;; — tWyym ; soudasné rovny nule pro vSechna § =
=2m +1, 2m + 2, ..., n. -

Z predchéazejicich dvah tedy plyne, Ze kazdé plocha projektivniho prostoru
P,, na niz existuje sdruzena sit (V) majici uvedené vlastnosti, je v neeuklei-
dovském prostoru S, s absolutni kvadrikou A plochou M, s m — 1 kruznicemi
normélni kiivosti. Dikaz véty 3.2 je tim Gplné proveden.

Predchézejici véta plati v kazdém neeukleidovském prostoru dimense
n = 2m + 1 a obsahuje tedy jako nejjednodus§i p¥ipad projektivni charakte-
risaci minimalnich ploch M, s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti, vnorenych
do neeukleidovského prostoru dimense n = 2m + 1. V tomto piipadé lze
o uvazovanych plochéach ziskati pFesnéjsi vysledek, ktery zahrnuje pro m = 2
vétu dokdzanou O. Boravkou v citovaném pojednéni [2]. -

Véta 3.3. Plocha (2m -+ 1)-rozmérného projektivniho prostoru P,,,., mite byt
definovdna jako minimdlnt plocha M, s m — 1 kruZnicemi mormdlnt k¥ivosts,
vnofend do (2m -+ 1)-rozmérného meeukleidovského prostoru S,,.,, tehdy a jen
tehdy, kdyZ na ni existuje sdrufend stt autopoldrnt vzhledem k reguldrnt kvadrice
A prostoru P,,, ., a periodickd s periodou 2(m + 1).

Dikaz. Kazdd minimalni plocha M, s m — 1 kruZnicemi normalni kiivosti,
vnotend do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru S,,..,, je podle
(3.1) uréena soustavou diferenciadlnich rovnic

dM - = 30_E, +3Q.E_,,

dE, = —cQM —iw,B, + R,Q_|E,,

dB_, =—cOQ_ M +iw,B_, + R 2 E_,,

dE, = — R\ B, — tog—y,ully  + BBy, (3.24)

dB_; = — By Q- BE_—p + iwzk—l,zkE—k + B2 E_Geip

d, = — R, ,Q.E,, — 10m—1,2mBm  + (©am—1,8m+1 T 1DOom,2m+1) 2mt1 >

dE_,, = — Ry Q1B (m-1) + 10om—1,2mB-m + (©am—1,3m41 — 102m,2m+1) €am+1 5

degniy = — $H(@om-1,20m+1 — Wam,am+s) Bm — H(@am—1,2m41 + 102m,am+1) B
(k=2,3,...,m—1),

v niz obé formy wom—1,9m+1 I 1@am am+1 Nejsou soudasné rovny nule. Podle vés
3.1 a 3.2 tvoi{ minimélni k¥ivky této plochy sdruzenou sit (V), jejiZ posloup-
nost laplaceovskych transformaci se v Zddném z obou sméri neukonéi po m
transformacich. Odtud plyne, Ze k¥ivky £, = 0 a £2_, = 0 tvoii na plofe
E, (E-,), opsané bodem E, (E_,), sdruZenou sit, a ze soustavy (3.24) jest
ihned patrno, %e bod e,,, ., opisuje plochu. Uvazujme nyni na plose E,, (E-,,)
libovolnou kiivku soustavy Q_, = 0 (£, = 0) a ji odpovidajici kiivku na plose
vytvofené bodem e,,, .. Pohybuje-li se bod E,, (E_,,) po zvolené kiivce, je spoj-
nice bodu E,(E-,) s odpovidajicim bodem e,,,,, te¢nou v bods§ e,,,,, kiivky
Q_, = 0 (2, = 0) opsané timto bodem a soudéasné teénou v bodé E,, (£-,) ke
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kiivee soustavy 2, = 0 (£2_, = 0), jdouci na plose E,, (E_,,) uvazovanym bodem
E,, (E-,). Odtud je patrno, Ze soustavy kiivek 2, = 0 a 2_, = 0 tvoi'i na plose
opsané bodem e,,_ ., sdruZenou sit, kterd je laplaceovskou transformaci sité
na plose E,, (E-,,) ve sméru kiivek 2, = 0 (£2-, = 0).

S pouZitim diivéjsich vysledkd je predchazejici dvahou dokézdno, Ze
(m + 1)-ni laplaceovské transformace sité minimdlnich kiivek na plose M,
splynou v jediné siti vytvorené odpovidajicimi kifivkami na ploSe opsané
bodem e,,,.,. Je tedy posloupnost laplaceovskych transformaci sité minimdl-
nich k¥ivek na plose M, periodické a snadno se vidi, Ze jeji perioda je 2(m -+ 1).
Ponévadz kromé toho je bod M v kazdé své poloze polarné sdruzen vzhledem
k absolutni kvadrice A prostoru S,,,., se véemi bodyE,, E_,, ..., E,, E_,,
€5m41, j€ Posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité autopolarni
vzhledem ke kvadrice A. Vidime tedy, Ze kaZdd minimalni plocha M; neeuklei-
dovského prostoru S,,,,, mé projektivn{ vlastnosti, jez jsme uvedli v pfedcha-
zejici véteé.

Dokézeme nyni obracené, Ze kaZdou plochu projektivniho prostoru Py,
kters ma uvaZované vlastnosti, lze povaZovati za miniméalni plochu neeuklei-
dovského prostoru S,,_.,, a opfeme se pfi tom o druhou &¢ist dukazu véty 3.2.

Ponévadz posloupnost laplaceovskych transformaci sité na dané ploSe je
periodickéd s periodou 2(m + 1) a autopoldrni vzhledem ke kvadrice A, jsou
prvni, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace této sité v obou smérech
poloZeny na kvadrice A a maji vlastnost, Ze laplaceovské transformace vzniklé
v obou smérech stejnym poétem transformaci, jsou poldrné sdruzeny vzhledem
ke kvadrice A se viemi laplaceovskymi transformacemi, které jsou v posloup-
nosti pat¥ici k podateéni siti obsaZzeny mezi nimi. Je tedy sit na uvazované
ploSe siti (V) a podle diikazu pfedchazejici véty 3.2 lze tuto okolnost analy-
ticky vyjad¥iti pfi vhodné volb& pohyblivého reperu pfifazeného k plose
soustavou diferencidlnich rovnic, kterd je totoznd se soustavou (1.8). Uzitim
této soustavy nabudou diferencidlni rovnice (3.2) pravé tvaru (3.24) a odtud
plyne, Ze kazdé plocha projektivniho prostoru P,, ., na niZ existuje sdruzenda
sit majici vySe uvedené vlastnosti, muZe byti definovina jako minimdalni
plocha M, s m — 1 kruZnicemi normdlni kiivosti, vnofend do neeukleidovského
prostoru S,,,.,, ¢imz je dikaz pfedchazejici véty 3.3 dokonden.

3.3. Vysetiime nyni podobnym zpisobem druhy z vy$e zminénych piipadi,
ktery jest uréen pozadavkem, Ze pro j = 2m + 1, 2m + 2, ...,n je pravé
jedna z obou soustav forem wy,—y ; + 1Wam,; & Wamey,; — 1Wym,; tvoFena formami
vesmés rovnymi nule. Pro uréitost budeme vzhledem k soumérnosti soustavy
(3.1) predpokléddati, Ze formy wym—1,; + iwem ; jsou soudasné rovny nule,
zatim co vSechny formy wym—;; — 1wem,; vesmés nevymizi. Podobné jako
v pfedchézejicim pifpadé je dimense n prostoru S, vétsi nez 2m. V dalsim ozna-
¢me M, kazdou minimilni plochu s m — 1 kruZnicemi normalni k¥ivosti,
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kterd je v n-rozmérném neeukleidovském prostoru S, uréena soustavou dife-
rencidlnich rovnic (3.1) s koeficienty vyhovujicimi vyse uvedenému p¥edpo-
kladu. O téchto plochach’ plati ndsledujici véta.

Véta 3.4. Plocha n-rozmérného projektivniho prostoru P, muze byti defino-
vdna jako minimdint plocha M, s m — 1 kruZnicems normdlni kfivosti, vnorend
do n-rozmérného neeukleidovského prostorw S,, tehdy a jen tehdy, kdyZ na ni
existuje sdruzend sit (V), jejtZ posloupnost laplaceovskijch transformact se wkonét
pravé v jednom z obou smérd po m transformacich Gowrsatovym zphsobem.

Dikaz. Vzhledem k vété 3.1 existuje na kazdé minimilni plofe s m — 1
kruZnicemi normélni k¥ivosti, vnofené do neeukleidovského prostoru S,, sdru-
zené sit (V), vytvofend minimélnimi k¥ivkami na plofe. Dikaz této véty je
treba doplniti tim, Ze ukaZeme, Ze m-ta laplaceovskd transformace uvazované
sité je v jednom sméru siti na plose E_,, a v druhém sméru k¥ivkou E,,. Vzhledem
k vySe ulinénym predpokladim jsou v8ak tyto vlastnosti snadno patrné ze
soustavy (3.1), zvldsté pokud jednaji o uvedené transformaci ve sméru kiivek
Q_, = 0. Pokud se tykd m-té laplaceovské transformace ve sméru kiivek
0, = 0, je patrno, Ze bod E,, opisuje kiivku E,, jejiz tedny tvoii soustavu
kiivek 2, = 0 na plofe E,,—,. Je tedy kiivka E, hranou vratu rozvinutelné
plochy vytvoiené bodem E,,_,, takZe uvaZovand posloupnost laplaceovskych
transformaci sité minimdlnich k¥ivek na ploSe se ukonéi ve sméru kiivek
0, = 0 po m transformacich Goursatovym zptsobem.

K dtkazu opa¢ného tvrzeni pouzijeme postupu druhé &asti dikazu véty
3.2, v niz jsme odvodili, e predpoklddané vlastnosti ploch projektivniho
prostoru P,, pokud jednaji o sdruzené siti (V), lze pfi vhodné volbé reperu
pritazeného k ploSe vyjad¥iti analyticky soustavou diferencidlnich rovnic
(1.8), takze uvazované plochy jsou pak uréeny soustavou diferencidlnich
rovnic (3.1). Uéinime-li ve smyslu predchézejici véty predpoklad, ze posloup-
nost laplaceovskych transformaci se ukond po m transformacich Goursatovym
zpiisobem pravé ve sméru kiivek Q, = 0, musi bod E,,-, opisovati rozvinutel-
nou plochu E,,_,, jejiz tvoFici pfimky patii k soustavé 2, = 0 a jsou tednami
ktivky E,, opsané bodem E,,. To v8ak podle (3.1) nastane pouze tehdy, kdyz
pro j = 2m+412m + 2, ...,.n bude wyp—y,; + iWym; = 0. Ponévadz
m-té laplaceovskd transformace sité ve sméru kiivek 2_, = 0 je v uvazovaném
ptipadé siti na plofe, nemohou byti pro uvedend § vechny formy wgm—y,; —
— 10y, ; Souéasné rovny nule.

Zjistili jsme tedy, Ze kazda plocha projektivniho prostoru P,, kterd ma uve-
dené projektivni vlastnosti, miize byti povaZovéna za plochu M, neeukleidov-
ského prostoru §,.

Je-li ve zvla§tnim piipadé pro dimensi »n prostoru S, splnén vztah n =
= 2m + 1, lze predchdzejici vysledek vysloviti pfesnéji, éimZz dostaneme
vysledek zobectiujici vétu odvozenou O. Borivkou pro m = 2 v pojednani
uvedeném na konci odstavece 3.2. ’
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Véta 3.5. Plocha (2m -+ 1)-rozmérného projektivntho prostoru P, ., mize
byti definovina jako plocha M, s m — 1 kruZnicems normdlni kiivosti, vnofend
do (2m + 1)-rozmérného neeukleidovského prostoru S,,,.,, tehdy a jen tehdy,
kdyZ na ni existuje sdrufend sit autopoldrni vzhledem k reguldrni kvadrice A
prostoru Py, .1, jejiz pront, druhé, ..., m-té laplaceovské transformace leZt na kva-
drice A a jejiz poslowpnost laplaceovskijch transformact se ukonés v jednom sméru
po m transformacich Goursatovym zpisobem a v druhém sméru po m + 1 trans-
formacich Laplaceovym zphsobem.

Dukaz. Kazdd uvaZzovand minimélni plocha neeukleidovského prostoru
S, jest analyticky vyjadfena soustavou diferencidlnich rovnic (3.24), v niz
z obou forem Wam—1 om+1 + 1®am,2m+1 & Oom—1,9m+1 — t@sm,2m+1 j& pouze prvn iden-
ticky rovna nule. Podle vét 3.1 a 3.2 tvo¥i minimélni kiivky na dané ploSe
sdruZenou sit (V), jejiz posloupnost laplaceovskych transformaci se ukonéi
pravé ve sméru kiivek 2; = 0 po m transformacich Goursatovym zpusobem.
Po m transformacich ve sméru kiivek 2_, = 0 dostaneme tedy sdruzenou sit
na plose E_,, opsané bodem E_,,. Ze soustavy rovnic (3.24), v niZ je dosazeno
podle hoiejsiho predpokladu, nyni plyne, Ze teény kiivek soustavy Q_, = 0
v jejich pruseéicich s pevné zvolenou k¥ivkou soustavy 2, = 0 jdou bodem
€,,.1, ktery je pevny, pohybuje-li se bod E_,, po zvolené kiivce. Bod ey
opisuje kfivku, kterd je geometrickym mistem vrchold kuZelovych ploch,
které se dotykaji plochy E_,, podél kfivek soustavy 2, = 0. Odtud je patrno,
Ze posloupnost laplaceovskych transformaci uvazované sité se ukonéi ve sméru
kiivek Q_, = 0 pom + 1 transformacich Laplaceovym zpisobem. PouZijeme-li
nakonec téze okolnosti jako v dukazu véty 3.3, zjistime, Ze uvedend posloup-
nost je autopolarni vzhledem k absolutni kvadrice prostoru S,,, ., takZe sit mi-
nimélnich k¥ivek na uvaZované ploe mé v tomto pfipadé viechny vlastnosti
obsaZené v predchézejici véte.

Chceme-li podat ditkaz opaéného tvrzeni, viimneme si, Zze z predpokladit
o siti existujici na dané ploSe projektivniho prostoru P,,,., zejména plyne, Ze
je sdruZenou siti (V). Podle dikazu véty 3.2 je tato okolnost vyjadiena sou-
stavou diferencidlnich rovnic (1.8), vedoucich podle (3.2) k rovnicim tvaru
(3.24). V téchto rovnicich je z divodu, pouzitého na konci dikazu véty 3.4.
Wom—1,2m+1 T "Wamam+; = 0 & odtud je vidét, Ze uvaZovanou plochu projek-
tivniho prostoru P,,.; lze povaZovat za plochu M, vnofenou do neeukleidov-
ského prostoru S,,,.;-

3.4. Zbyvéa ndm jesté zminiti se o plochdch majicich uvaZzované metrické
vlastnosti a podrobenych analytické podmince, Ze jak formy wym—1,; + 1@am,s
tak i formy wgm—y,; — twgy ; jsou pro viechna j=2m + 1, 2m + 2, ..., n
soutasné rovny nule. Oznaéime v tomto p¥ipadé M, kaidou plochu s m — 1
kruznicemi normélni kiivosti, kterd je za uvedeného predpokladu urdena
v n-rozmérném neeukleidovském prostoru S, soustavou diferencidlnich rovnic
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