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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 83 (1958), Praha

REFERATY

"DOUSPORADANT CASTECNE USPORADANYCH GRUP

(Referdt autora o predndSce konané v ,,Diskusich .0 novych pracich brnénskych mate-
matikt‘‘ dne 17. prosince 1956.)

Cdsteéné usporddand grupa je grupa G, na které je definovéno éésteéné usporddéni =,
svézané s grupovou operaci -+ podminkou: a, b,¢,deG,a <b=>d +a +c=d +b +c.

Na téZe grupé mohou byt definovédna dvé riznd édsteénd usporddéni; je-li tieba vy-
tknout, Ze jde o grupu G s &dstednym uspofdddnim =, piSeme (G =).

Céstednd usporddand grupa (G <) se dé dousporddat (je dousporadatelnd), jestliZe na.
grupé G existuje jednoduché uspordddni < takové, ¥e (G <) je jednodufe uspotddans
grupa a plati-li: ¢, b e @, @ < b = a 2b. Jednoduché uspordddni < nazyvdme douspo-
Ffdaddanim grupy (@G =).

Cdstednd usporddand grupa (G <) je reversibilné dousporadatelnd, jestlize k libovolné
dvojici nesrovnatelnych prvki a, b € G existuji dousporddéni <1, <t grupy (G <) takové,
Ze plati @ <1b, b 2= a.

Priklady. 1. Pi{my soudet jednoduse usporddanych grup je reversibilng douspotada-
telny. .

2. Priklad &éstedné usporddané grupy, kterd se dé dousporddat prévé jednim zpilso-
bem a neni jednodusfe uspotddans. Nekonednou cyklickou grupu {na} édstednd uspotrddej-
me takto: ... < — 20 <0< 20 < ey ... < —a << 3a<.... (G =) se dé& douspo-
Y4dat podle pravidla: na = (n + 1) @ pro viechna celé n. Jinym zptisobem se (@ =) nedé
douspotrddat.

3. Céstednd uspotfddand grupa, kterd obsahuje prvek =+ 0 koneéného ¥4du, se nedd
douspoiddat (protoZe jednoduse usporéddané grupa je bez torse).

p-idedlem na dstedné usporddané grupé G nazveme konvexni normdlni délitel v G-
Je-li H p-idedl v G, d4 se faktorgrupa G/H &dstednd uspofddat (relaci, kterou budeme
zase znadit <) takto: pro A ¢ G/H plati A = H <> existuje a € 4 tak, %e a = 0. Faktor-
grupa s timto &4stednym uspordddnim je ¢4stednd usporddanou grupou; nazyvéme ji
p-faktorgrupou. p-faktorgrupa G/H je dokonale uspc;v‘ddtimz, kdy% pro libovolné 4 « G/H,
A > H, plati @ > 0 pro vSechna aeA4.

Plati tyto véty:

Véta 1. Jdsteiné usporidand grupa G je douspofadatelnd, kdys 'a jen kdys v G existuje
jednoduse usporddany p-idedl H a kdy? existuje subdirekini soudet & jednodude usporadanyjch
grup a zobrazeni p-faktorgrupy G/H na G, kieré je isotonni a isomorfni (v grupovém smyslu).

Véta 2. Cdstedné usporddand grupa G je reversibilné dousporadatelnd, kdy% a jen kdyZ
v G ewistuje jednoduse usporddany p-idedl H takovy, Ze p-fakiorgrupa G/H je (v grupovém
smyslu © co do uspordddni) isomorfni se subdirekinim soubtem jednoduse usporddanych
grup a Ze p-faktorgrupa G[H je dokonale uspordddna.
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Véta 3. Cdsteéné usporddand grupa G je dousporadatelnd prdvé jednim zprisobem, kdy%
a jen kdyt v G existuje jednodude usporddany p-idedl H, ktery md tyto dvé vlasinosti:

1. Existuje jednodude usporddand grupa & a

(*) existuje zobrazeni p-faktorgrupy G/H na ®, jeZ je isotonni a isomorfni (v grupovém
smyslu).

2. Existuje-li subdirekint soulet & jednodude uspofddanyjch grup s vlasinosts (*), pak
uspordddni v @ je jednoduché.

Nékteré z ndsledujicich charakterisaci dousporadatelnosti pro abelovské grupy byly
jiZz d#ive odvozeny jinymi autory (a jinymi metodami): _

Véta 4. Abelovskd Edsteéné usporddand grupa se dd dousporddat, kdy% a jen kdyZ je bez
torse.

Véta 5. Na abelovské Edsteéné usporddané grupé G jsou ndsledujici podminky ekvivalentni:

1. G se da reversibilné dousporadat,

2. @ je subdirekitnt soubet jednoduse usporddanych grup,

3. a €@, na = 0 pro néjaké prirozené n => a = 0.

Véta 6. Na abelovské Edsteéné usporddané grupé G jsou ndsledujict podminky ekvivalentni:

1. G se dd dousporddat prdvé jednim zpilisobem,

2. jedind podgrupa nesrovnatelnych prokd v G je nulovd,

3. k libovolnému a € G, a =+ 0, existuje n celé tak, Ze na > 0.

Frantidek Sik, Brno

SUBDIREKTNI SOUCTY USPORADANYCH GRUP

(Referét autora o predndSce konané v ,,Diskusich o novych pracich brnénskych
matematik‘‘ dne 4. bfezna 1957.)

Bud @ l-grupa. Prvky =,y ¢ G nazveme disjunkinimi, jestlize plati ] A lyl = 0.
MnoZina 4, A C G, se nazyvéd komponentou, jestlize existuje mnoZina B C G takové, Ze
A je mno¥ina viech prvki z G, které jsou disjunktni s kazdym prvkem z 'B. Komponenta,
kterd je normdlni podgrupou, se nazyvé normdint komponenia.

Budi¥ dén systém {@,} jednoduse usporddanych grup. Oznadme #(.) funkei na mnoZiné
indext » takovou, %e z(») e G,. MnoZina vSech téchto funkef (s algebraickymi operacemi —
sditénfm, suprémem a infimém — zavedenymi obvyklym zplsobem) tvof I-grupu, kterou
nazyvéme tiplnym p¥{mym soudtem systému jednoduSe uspofddanych grup {G,}.

V dalifim bude podéna charakterisace riznych typd . l-podgrup tuplného pifmého
soudtu @ systému jednoduse usporddanych grup {G,}.

1. Subdirektnim soubtem systému jednoduSe uspofédanych grup {G,} se nazyvé
l-podgrupa G v &, proni# plati: klibovolnému a, € G, existujez(.) € G tak, Zea, = z(»).

Véta. Ndsledugich podmimky jsou na l-grupé G ekvivalenind:

1. G je subdirekint soudet systému jednoduse usporddanych grup;

2. v G existuje systém l-idedlis {J, } takovy, Ze NJ, = 0 a Ze l-faktorgrupa G/J, je 7edno-
dude uspordddna pro kazdé v;

3. kadd komponenta v G je normdini.

Oznadme 5 mnoZinu viech prvkia z &, pro néZ plati z(u) = 0 pro g + .

2. Subdirektni soudet G systému jednoduSe uspofddanych grup {@,} se nazyvé fB-sub-
direkint, jestlize G N G = 0 pro v8echna ».
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Véta. Ndsledujict podminky jsou v l-grupé ¢ ekvivalentni:

1. G je p-subdirekint soudet systému jednodude uspofdadangeh grup; )

2. v @ existuje systém l-idedlis {J )} takovy, Ze pro libovolné p plati (v J, = 0 a e l-jakior.
grupa GIJ, je jednodude uspofdddana pro kazdé v; AN

3. kasdd komponenta v G je normdlnt a v G neexistuje marimdlni komponenta % 0,

3. Subdirektnf soudet @ systému jednodufie uspofidanych grup {(f,} se nazyva a-sub.
direkint, jestlize G N G’—, + 0, pokud @, * 0.

Véta. Ndsledugict podminky jsou na l-grupé G ekvivalentni:

1. G je x-subdirekini soucet systému jednodude uspoiadanyjch grup;

2. v @ existuje systém l-idedlis {J,} takovy, e N J, = 0, pro libovolné p plati nJ, 4 0
a l-faktorgrupa GJJ, je jednodude uspofdddna pro kaidé v; Fou

3. ka¥dd viastni komponenta v @ je &dstt maximdint komponenly a kaidd maximding

- komponenta je normdlni.

4. Subdirektni soudet @& systému jednodufie uspoiddanych grup {7} se nazyvd dplné

subdirekint, jestlize G D E’,, pro kaZdé v.

Véta. Ndsledujict podminky jsou na l-grupé G ekvivalentni:

1. G je tplné subdirekint soubet systému jednodude uspofddanych grup;
2. v @ existuje systém l-idedlis {J )} takovy, 2e N J, = 0, l-faktorgrupa G/J  je jednodude
uspordddna (pro kaZdé v) a pro libovolné u plati nJ, + J .= ;
4

»
3. kaZdd nenulovd komponenta v G obsahuje mirfz’nuilni primy séitanee l-grupy G,
1-Grupa G je redukovanym subdirekinim soubtem systému jednodude uspofddanych
grup {G }yn, jostlize plati:
*  at u,v e N; jestliZe pro libovolny pivek 2(.) e @ platf x(v) > 0 == &{u) = 0, pak » = pu.

Véta, Necht G je subdirekini soudet systému jednodude uspolddanych grup (G}, Pak
existuje takovy systém {H ,} jednoduse uspofddanijch grup, e G je isomorfni a redukovanim
subdirektnim soudtem systému jednodude usporddanych grup {H ,}.

Vysetiine souvislost nahofe uvedenych typtt subdirektnich soudtii.

Necht G je subdirektni soudet systému jednodufe uspotddanych grup {6,}. Grupu
@, nazveme «-slofkou resp. f-slofkou tohoto soudinu, jestlite G N &, % Oresp. G N G, = 0.
Oznaéme 4 resp. B mno¥inu indexti viech a-slo¥ek resp. f-sloZek tohoto soudtu, MnoZinu
viech prvkl z(.) e G, pro né% plati z(8) = 0 pro § ¢ B, nazveme «-&dsti a mnodinu vilech
prvki z(.) € &, pro nd% plati z(x) —= 0 pro « ¢ 4, nazveme f-&dsté tohoto soudtu.

V&ta. Necht l-grupa G je redukovany subdirekini soulet systému jednodude wapotddanych
grup {G,}, necht A resp. B znali mnokinu indexi x-slokek resp. p slodek. Pak prinik J mno-
Zimy vdech maximdlnich komponent v G je roven B-&dsti daného soudtu a je tedy isomorini
8 p-subdirekintm soudtem systému jednodude uspofddangch grup (H,)},.n, kde H,KCG,
pro v{eG B}; I-faktorgrupa G|J je isomorfni s «-subdirektnim soudtem jednodude wapotddanych
grup {G,}yeu.

Podéme jestd charakterisaci l-grup, jejich# ka¥dé komponenta je pfimy séitanee.

V&ta. Jestlie kaidd komponenta l-grupy G je pFimym stitancem, pak G je redukovanym
subdireltnim soudtem systému jednodude usporddangjch grup a v libovolné takové representaci
7: e primym soudtem své u-Sdsti a f-Edsti a obé Edsti jsou l-grupy, v nichi kaddd komponenta
Je primy séitanec.

. J.e-h l-grupa G redukovany subdirekini soudet systému jednodude uspotadanych grup,
je-li primym soudtem své o-Sdsti a B-Shsti a jsou-li obé tyto Ldsti l-grupy, jejichi kaidd kom-
ponenta je primy séitanec, pak v G je katdd komponenta primy séitanec.

Frantidek Sik, Brno
244



	
	Other


