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AUTOMORPHISMEN GEORDNETER MENGEN

FRANTISEK SIK, Brno DT:519.52
(Bingelangt 9. Juni 1956)

In dem Artikel werden Gruppen der Automorphismen einer einfach
geordneten Menge M untersucht und es wird festgestellt, wie die
Eigenschaften der Automorphismengruppe die Struktur der Menge
beeinflussen und umgekehrt.

Einleitung

Ist eine einfach geordnete Menge I gegeben, dann versteht man unter
einem Automorphismus auf ¥ eine &hnliche Abbildung von M auf M. Die
Menge & aller Automorphismen auf MM bildet in bezug auf die natiirliche
Ordnung eine Verbandsgruppe (eine I-Gruppe). In der Regel untersuchen
wir nicht die Gruppe &, sondern irgendeine ihrer Untergruppen I” und aus den
vorausgesetzten Higenschaften dieser Untergruppe leiten wir Eigenschaften
der Menge I und die Struktur der Untergruppe I ab.

In § 1 werden die Beziehungen der Eigenschaften der Gruppe I" ohne Riick-
sicht auf die Struktur der Menge M studiert.

Ist e M, f e I, dann heisst die Vereinigung aller Intervalle mit den End-
punkten f(z), f~(x) (iiber alle natiirlichen n) ein Zyklus des Automorphismus f.
Der Zyklus heisst echt, wenn er mindestens zwei Elemente enthilt. Die Gruppe
I" ist monozyklisch, wenn jedes Element f ¢ I' hochstens einen echten Zyklus
besitzt. Unter IM(I") versteht man die Vereinigung aller echten Zyklen aller
feI. Hat ein f einen echten Zyklus 4, dann heisst der Automorphismus g,
der g(z) = f(z) fiir x ¢ A und g(z) = z fiir € A definiert ist, eine Phase des
Automorphismus f. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft («), wenn sie mit jedem
Element f, f + e, eine von Null verschiedene Potenz mindestens einer seiner
Phasen enthilt. Die Gruppe I heisst divergent, wenn zu den beliebigen Ele-
menten z, y e M(I"), z < y, ein solches f ¢ I' existiert, dass f(z) = y. Auf der
I-Gruppe I"sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:



a) I' ist monozyklisch, b) I' ist archimedisch geordnet und divergent,
c) M) ist ein Zyklus jedes Automorphismus =+ e aus I, d) I” ist einfach
geordnet und hat die Eigenschaft («) (Satz 3).

In § 2 beschiftigen wir uns vor allem mit den transitiven Gruppen der
Automorphismen. Gegenstand der Betrachtungen ist besonders die Struktur
der Menge M. Ist I eine transitive monozyklische Gruppe der Automorphismen
auf M und enthilt M mindestens zwei KElemente, dann ist I" dhnlich mit N
und je nach dem M einen Sprung oder keinen Sprung und keine Liicke enthilt,
ist I' isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen oder aller reellen Zahlen (Satz 8).

In § 3 werden die intransitiven Automorphismengruppen studiert. Ist 7'
ein System der Transitivitit der Gruppe I’, dann bedeutet I, die Gruppe
aller Autcmorphismen auf 7', die auf 7' durch die Automorphismen der Gruppe
I' induziert sind und I'* bedeutet die Gruppe aller Automorphismen aus /[,
die die Elemente ausserhalb 7' fix lassen.

I' sei eine archimedisch geordnete Gruppe der Automorphismen auf 9.
Dann sind alle echten Systeme der Transitivitit 7' der Gruppe I” untereinander
und mit der einfach geordneten Menge I" &hnlich und jede einfach geordnete
Gruppe I'; (fiir die echten 7') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I
(Satz 12). :

Ist I' eine archimedische I-Gruppe, die genau zwei echte Systeme der
‘Transitivitdit T, S besitzt, dann ist I" dann und nur dann einfach geordnet,
wenn I'" = (e) = I'S (Satz 14).

Zum Schluss dieser Einleitung méchte ich den Herrn L. R1EGER und M. SE-
KANINA danken, die bei der definitiven Redaktion dieser Arbeit durch ihre

Hinweise zur Vervollkomnung der Form und des Inhaltes derselben beige-
tragen haben °).

1

Die in dieser Arbeit beniitzten Begriffe der Theorie der I-Gruppen sind
gelidufig und insgesamt in [1], Kap. XIV, enthalten.

Unter M verstehen wir immer eine einfach geordnete Menge, unter einem
Automorphismus immer einen Automorphismus auf M und unter I" eine
Gruppe der Automorphismen auf M. Die Elemente der Menge MM nennen wir
Punkte. Die Verbandsoperationen und die Ordnung in M und in & (in der
I-Gruppe aller Automorphismen auf 9) bezeichnet man ohne Gefahr eines
Missversténdnisses gleich: V, A, <. Anstatt der Benennung ,.eine archi-

medisch einfach geordnete Gruppe beniitzen wir die kiirzere ,.eine archi-
medisch geordnete Gruppe®.

%) Siehe Anaterkung ') zum Satze 3 und Anmerkung 3) zum Satze 6.
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Definition. Unter einem Zyklus des Automorphismus f auf der Menge IN
18t die folgendermassen definierte Menge A c I zu verstehen: man wihlt ein

zeM;
a) Ist f(x) = «, dann A = (x);

n - -

b) Ist f(z) > x, dann A = G Elf1x) =y < f**Y=z); y ¢ M];
@« Y

c) Ist f(x) < z, dann A = G Elfvz) =y < f*Hx); y e M).

ne—w Y

Es ist klar, dass fiir ein beliebiges z ¢ A im Falle b) f(z) > z, ¢) f(z) < =
gilt und dass der Zyklus, der durch die oben eingefiihrte Methode mit Hilfe
des Elementes z ¢ 4 erzuegt wird, wiederum gleich A ist. Weiter ist offenbar,
dass das System aller Zyklen des Automorphismus f eine Zerlegung auf M
bildet. Daraus folgt f(4) = A.

Wie bekannt, ist die Menge ® aller Automorphismen der einfach geordneten
Menge M eine I-Gruppe ([1], XIV, § 2, Auf. 4). Die teilweise Ordnung ist
auf @ folgendermassen definiert f < g<=f(x) < g(x) fiir alle x ¢ M. Fiir die
Verbandsoperationen gilt also (fvg)(z) = f(z) Vv g(=), (f A g)(x) = f(x) A g(x).

Wenn im Weiteren von der Ordnung einer Gruppe der Automorphismen
auf M gesprochen wird, werden wir darunter immer die oben eingefiihrte
natiirliche Ordnung verstehen.

Der Buchstabe & wird in der ganzen Arbeit fiir die Gruppe aller Auto-
morphismen auf I vorbehalten. '

In den folgenden Betrachtungen beschiftigen wir uns stets mit den Unter-
gruppen der Gruppe &. Unter einer I-Gruppe I" der Automorphismen versteht
man immer eine [-Untergruppe in &, d. h. eine solche Untergruppe in &, fiir
die gilt: f,gel'=>fvgel,fagel.

I sei eine Gruppe der Automorphismen auf M.

Definition. Jeden Punkt xe M, der ein Fizpunkt jedes Automorphismus
aus I' ist, wollen wir als einen stabilen Punkt der Menge MM (vn Bezug auf I)
bezeichnen.

Die um die stabilen Punkte (in bezug zu I") verkleinerte Menge I bezeichnet
man M(I"). Wir bemerken, dass M(I") entweder leer ist oder wenigstens zwei
Punkte enthalt. '

Definition. Die Gruppe I ist tramsitiv auf der Menge Q c M, wenn 2u jedem
x, Y € Q ein f e I existiert, so dass f(x) = y.
Die Gruppe ist transitiv, wenn sie transitiv auf N vst.

Wir bemerken, dass die Menge TR keine stabilen Punkte in bezug auf I”
besitzt, wenn I transitiv (auf M) und I" =+ (e) ist.

Definition. Zwei Automorphismen f, g sind gleich orientiert, wenn fir ein
beliebiges x € M gili: f(x) > = = g(x) = =; 9(x) > z = f(x) = =.



Satz 1. Die Gruppe I" der Automorphisimen set tramsetiv aef INIL). I 2st dann
und nur nur dann einfach geordnet, wenn die konjugierten Elemente aws I" gleich
orientiert sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es seif, g € I”, ¢ ein solcher Punkt
aus M, fir den f(z) > g(x). Bs geniigt zu zeigen, dass fir ein beliebiges
ye M) fly) = g(y) ist. Es gilt g~ f(z) > 2. Weil z kein stabiler Punkt ist,
existiert ein % e I, so dass hA(z) = y. Da das Element A'g-'fh gleich orientiert
mit dem Elemente g-'f ist, gilt A-'g~fh(z) = x. Also fi(a) = gh(x), weiter
f(y) = g(y) und endlich f > g¢. Eine dhnliche Erwigung gilt fir f(x) < g(z).

Notwendigkeit der Bedingung. Es sei fe I Fiir ein 2 ¢ M sei f(2) > 2.
Es ist zu beweisen, dass fiir ein beliebiges g ¢ I" g7'fg(x) == gilt. Da f > e
(e = das Einheitselement der Gruppe I'), gilt f(y) = y firr alle z7¢ M. Daher
fir y = g(z) gilt g7fg(z) = g7'g(x) = =.

Es sei g~'fg(x) > x fiir ein 2 ¢ M. Dann ist flg(x)] > gla). Wei I' einfach
geordnet ist, gilt f > e, also f(z) > =.

Korollar. Die abelsche awf (I) transitive Gruppe I ist eznfack geordnet.

Satz 2. Ist die Gruppe I' einfach geordmet, dann sind zwez thre Elemente
dann und dann gleich orientiert, wenn beide = e oder beide < e sind.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es seif, g € I",f = ¢, g = e. Daher
flx) = x, g(x) = x fir alle x ¢ M. f und ¢ sind also gleich orientiert. Ist f < e,
g = e, dann f(x) =<z, g(z) < z fiir alle x € M. Offenbar sind f und ¢ wieder
gleich orientiert.

Notwendigkeit der Bedingung. Es seien f, ge I' gleich orientiert.

1. Es sei f > e. Es ist zu beweisen, dass g =e. Ist hingegen ¢ < e, dann
existiert ein y € M, so dass g(y) < y. Dabei f(y) = v, denn teils
f>e= fly) =y, teils f(y) > y= g(y) = y. Bezeichnen wir mit B den das
Element y enthaltenden Zyklus des Automorphismus g.

Fiir das Element & = gf gilt: es existiert ein Punkt 2z e I2, so dass f(z) > «;
daher f[f(x)] > f(z); da f und g gleich orientiert sind, gilt g[f(2)] = f(z); also
h(z) > « und daher k > e. Fiir den erwihnten Punkt y gilt h(y) = ¢[f(¥)] =
=4g(y) <y, also h<e, was einen Widerspruch beinhaltet. Also g = e.

2. Essei f <e. Dann g > e= [ = e, was ein Widerspruch ist. Der Beweis
ist ahnlich dem vorigen.

3. Ist f = e, so ist die Richtigkeit der Behauptung offenbar.

Definition. Der Automorphismus f auf M heisst monoeyklisch, wenn er hich-
stens einen echten Zyklus besitzt.

Die Gruppe I' heisst monozyklisch, wenn jeder Automorphismus f ¢ " mono-
zyklisch ist.

Wir bemerken, dass die Menge A aller monozyklischen Automorphismen
auf M keine Gruppe sein muss. Als ein Beispiel hierfiir dient die Menge aller
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monozyklischen Automorphismen auf der einfach geordneten Menge aller
reellen Zahlen.

Beweis. Sind «, f reelle Zahlen > 0, dann sind die Abbildungen f und g
definiert: f(z) = ax fir 2 £ 0, f(x) =« fir x > 0, g(z) =2 fir x <0,
g(x) = Bz fiir x > 0; es sind offenbar Automorphismen auf der einfach geord-
neten Menge aller reellen Zahlen. f und ¢ sind monozyklisch, wéhrend fg es
nicht ist.

Definition. Unter Phase des Automorphismus f wollen wir einen solchen Auto-
morphismus h verstehen, der auf einem einzigen echten Zylklus des Automorphismus
| identisch mat | ist und der die ibrigen Punkte festhilt.

Definition. Die Gruppe der Automorphismen hat die Higenschaft (), wenn
ste mit jedem FElemente + e eine von Null verschiedene Potenz. einer seiner
Phasen besitzt.

Definition. Die Gruppe I' der Automorphismen heisst divergent, wenn zu den
beliebigen x, y €« ('), x < y, ein f e I' so existiert, dass f(x) = v.

Satz 3. Die folgenden Eigenschaften der Gruppe I' der Automorphzsmen
sind dquivalent:

a) I' ist monozyklisch;

b) I ist archimedisch geordnet und divergent;

¢y M(I") st ein (einziger echier) Zyklus jedes Elementes fe I, | + e:

d) I ist esnfach geordnet und hat die Eigenschaft (o).%)

Beweis. a=b. 1. Jede monbzyklische Gruppe ist einfach geordnet. Existiert
namlich ein f e I, f || e, dann existieren die Punkte x, y ¢ M, so dass f(z) < z,
f(y) > y; der Automorphismus hat also mindestens zwei echte Zyklen. was
ein Widerspruch ist.

2. Wenn I' nicht archimedisch wire, dann existierten Elemente f, g e I,
fiir die ¢ < f» < g fiir alle natiirlichen n gelten wiirde. Bezeichnen wir mit 4
den (einzigen) echten Zyklus des Automorphismus f. Nach der Voraussetzung
gilt fiir jedes y e A g(y) € 4; daraus folgt fg(y) = 9(y), g~ f9(y) = y, also ist

g7 fg auf A fix.

Der echte Zyklus C des Automorphismus g7 fg (97fg + e!) muss also ausser-
halb A liegen. Das widerspricht aber der Tatsache, dass I" monozyklisch ist;
z. b. der Automorphismus g-fgf hat zwei echte Zyklen und zwar C' und 4
(der Automorphismus f lésst C, der Automorphismus g-'fg lasst A punktweise
fix). Dieser Widerspruch beweist, dass I” archimedisch ist.

3. Die Gruppe I' ist divergent. Wenn némlich fiir zwei gewisse Punkte
x,y e MI), z <y, h(x) < y fiir alle h e I gelten wiirde, dann wiirden offenbar
solche Automorphismen f, g'e I" existieren, dass f resp. g fest im Punkte y

1) Die Behauptung a => b hat L. RIEGER abgeleitet.



resp.  und nicht im Punkte x resp. y sein wiirde; mindestens einer der Auto-
morphismen fg, fg-* hat dann zwei echte Zyklen; das ist ein Widerspruch.

b= c. Da die Automorphismen f, f-* dieselbe Zyklenzerlegung besitzen,
kann man sich auf die Automorphismen > e beschrinken. Es sei also f > ¢,
g > e. Es existieren solche natiirliche Zahlen m, n, dass f» > g, g* > f; also
gilt fom > g%, gt > f* fiir jedes natiirliche k. Es gilt also ff™(x) = g*(x),
g**(z) = f¥(z) fiir ein beliebiges z ¢ M und die umgekehrten Ungleichungen
fir die negativen ganzen Zahlen k. Daher haben die Automorphismen f, g
und also alle Automorphismen =+ e dieselbe Zyklenzerlegung. Aus der Diver-
genz und aus dem vorher gesagten folgt, dass M(I") der gemeinsame echte
Zyklus aller Automorphismen =+ e ist.

c=>d. I' ist nach der Voraussetzung monozyklisch, also einfach geordnet
(siehe den Anfang des Beweises a = b). Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (),
denn jeder Automorphismus # e aus I" ist offenbar seine einzige eigene Phase.

d=> a. Es sei f eI, f habe zwei echte Zyklen. g sei eine Phase des Auto-
morphismus f und fiir ein ganzes n =+ 0 sei g” ¢ I'. Bezeichnen wir mit 4 den
echten Zyklus des Automorphismus g, mit B den echten Zyklus des Auto-
morphismus f, fiir den 4 0 B= ¢. Der Automorphismus A = g"f?g—™ hat
zwei echte Zyklen 4, B (denn frg— resp. g ldsst 4 resp. B punktweise stehen);
das ist ein Widerspruch.

Anmerkung. In dem Beweise b = ¢ wurde die folgende Behauptung
erwiesen:

In der archimedisch geordmeten Gruppe I' haben alle Automorphismen =+ e
dieselbe Zyklenzerlegung.

2

In diesem Paragraphen beschiftigen wir uns mit den transitiven Gruppen
der Automorphismen auf IR.

Definition. I' sei eine Gruppe der Automorphismen auf M.

a) M ist von oben schwach vollstindig beziglich I', wenn zu jeder von oben
beschrankten Menge der Automorphismen {f,} c I' der Punkt V[f( )] fiir jedes
x € M in M existiers.

b) M ist von unten schwach vollstindig beziglich I', wenn zu jeder von unten
beschrankten Menge der Automorphismen {f,} c I' der Punkt A[f (x)] fir jedes
x € M i M exastrert.

c) M ist schwach vollstindig beziiglich I', wenn sie von oben und von unten
schwach vollstimdig beziiglich I ist.

d) M ist (von oben, vom unten) schwach vollstindig, wenn sie (von oben, von

unten) schwach vollstandig beziiglich der G'rmope & aller Automorphismen auf
IM ist. ;

o



Es ist offenbar, dass die bedingt vollsténdige Menge I schwach vollstéindig
ist. Die Umkehrung muss nicht gelten. Als ein Beispiel dient die Menge I
vom Typus w @ w*. Der einzige Automorphismus auf 9 ist der identische.
Also ist 90 offenbar schwach vollstandig. Sie ist aber nicht bedingt vollstéindig,
denn die Menge vom Typus o resp. o* ist eine von oben resp. von unten
beschrinkte Untermenge in M und trotzdem existiert ihr Supremum resp.
Infimum in 9 nicht.

Anmerkung A. I set eine transitive und einfach geordnete Gruppe. IM ist
bezaglich I' (von oben, von unten) schwach vollstindig dann und nur dann, wenn M
litckenlos ist.

Beweis. M sei z. B. von oben schwach vollstindig beziiglich I". 9% habe
eine Liicke 4, B. Wahlen wir b ¢ B; zu dem beliebigen @ ¢ A existiert ein f, ¢ I
so, dass f,(b) = a. Da a < b, ist f, < e, also ist das System aller f, von oben
beschrankt. Also existiert V [f,(b)] = V «. Dann aber hat die Menge A4 das

aecd aed
Supremum, was ein Widerspruch ist.

M habe keine Liicke und sei {f,} c I, f, < f fiir alle ». Wihlen wir z ¢ M.
Hat das System {f,(z)} kein Supremum, dann ist die Menge aller b ¢ M, fiir
die f,(x) < b fiir alle », nicht leer [f,(z) =< f(z)] und bildet die obere Klasse
eines Schnittes, die eine Liicke ist, was einen Widerspruch ergibt. Der Beweis
der Anmerkung A ist erbracht.

Bemerken wir noch, dass die Nichtexistenz der Liicken in 9 dquivalent
mit der bedingten Vollstdndigkeit der einfach geordneten Menge I ist.

Hilfssatz 1. f sei ein Automorphismus auf einem Verbande S, {z,} ¢ S. Wenn
Vz, existiert, dann existiert V[f(z,)] und es gilt f(Vz,) = V[f(z,)].- Der duale
Satz gilt auch.

Beweis. Wenn Vz, existiert, dann gilt f(Vz,) = f(z,) fir alle v. Wenn
V[f(z,)] existiert, dann gilt f(Vz,) = VIf(z,)]= Vz, = [{V[f(z,)]} =
= V[7f(z,)] = Vz,, also f(Vz,) = V[{(z,)].

Wenn V[f(z,)] nicht existiert, dann folgt aus der Relation f(V=z,) = f(z,)
fiir alle » die Existenz eines solchen Elementes y ¢ S, dass f(Vz,) > v > f(=,)
fir alle ». Daher ist Yz, > f(y) > f~f(w,) fiir alle». Also Yz, > f(y) = V=z,;
was einen Widerspruch bedeutet. Der Satz ist bewiesen. Den dualen Satz
beweist man dhnlich.

Satz 4. Isteine der folgenden Bedingungen 1, 2, 3 fiir jede von oben beschrinkte
Teilmenge {f,} der Gruppe I' der Automorphismen auf M erfullt, dann sind
auch die @brigen Bedingungen erfallt. I' ist eine vollstindige I-Gruppe wnd fir
die in den Bedingungen 1 und 2 definierten Abbildungen s und t qilt s = Vf,,
t= AT _

~



Die Bedingungen 1, 2, 3 lauten:
1. M ist von oben schwach vollstindig beziglich I' und die Abbildung
s(x) = VI[f,(2)] ist ein Automorphismus auf M.

2. M 4st von unten schwach vollstindig beziglich I" und die Abbildung
tx) = Alf; ()] ist ein Automorphismus auf M.

3. 9)2’ 1st schwach vollstindig beziiglich I' und es gilt
V(AL @D} = A, (VIFu(@)])} fir ein beliebiges = « M.
» o » “

Beweis. 1= 2. Wir beweisen, dass s = V/,. Nach der Definition des s(x)
gilt nimlich s = f, fiir alle ». Ist fiir ein fe I" f = f, fiir alle », dann gilt fiir
ein beliebiges z ¢ M f(z) = f,(x), also f(x) = V[f,(x)] = s(z). Daher ist f = s;
also s = Vf,. I'ist also eine vollsténdige [-Gruppe und es gilt s = Vf,.

Die Menge {f '} ist von unten beschrinkt. Wir beweisen, dass A[f, ()]

fiir jedes « e M existiert und dass fiir die Abbilduﬁg t(x) = Al @)t = Af "

gilt. Bezeichnen wir ¢ = A/ '. Dann gilt q(x) </, (2) fiir alle » und alle
z € M. Wenn A[f,}(x)] fiir ein x = x, nicht existiert, dann existiert ein solches

ye M, dass g(zy) < y < f, (x,) fiir alle » ist. Daher z, < g7(y) = s(y) und
weiter f,(y) < x, fir alle », also s(y) = V[/,(¥)] = z,. Daher z, << s(y) = z,,
was ein Widerspruch ist. A[f; (z)] existiert also fiir alle 2 ¢ M und M ist von
unten schwach Vollstéi,ndig beziiglich I'. Es bleibt zu beweisen, dass ¢ = ¢.
Es gilt q(x) < Al (x)] fir alle e M. Ist q(z,) < Alf,'(%)]  fiir ein
x = x,, dann gilt z, = ¢7g(zo)] = (Af, )‘1[9 xo)] < (VIXAL @]} =

= V{LIATF @)D} = VAL ) 20)] = %o Dio letzte Gleichung folgt aus
v n »
dem Hilfssatze 1. Die letzii",e Ungleichung folgt daraus, dass A[(f.f, H(ze)} = 2o

fiir jedes » gilt, weil (f,f,*)(%,) = 2, ist. Der Widersprueh,[ zu welchem wir
gelangt sind, bestétigt, dass q(x) Al ()] = t(z) fiir alle z e M ist. Da.her
gilt t = Af; " -

So ist die Giiltigkeit der Bedmgung 2 bestétigt. Gleichzeitig sieht man a,uch
die Giiltigkeit der Behauptungen von der Vollstindigkeit der I-Gruppe I’
und von den Abbildungen s und . Schliesslich ist bewiesen, dass I schwach
vollstandig beziiglich I ist.

2 = 1. Man beweist dual.

1= 3. Vorher wurde bewiesen, dass aus der Voraussetzung 1 die schwache

Vollstandigkeit der Menge R beziiglich I", die Vollstandigkeit der I-Gruppe I’

und die Relationen s =.Vf, = Af;* = s folgen. Wir erhalten fiir ein

beliebiges z € M: & = s[t(z)] = V{L(ALf; (@)D}, © = ts(2)] = A{f, (VI
4 B ’

» “
Dadurch ist die Bedingung 3 bestitigt.
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3 = 1. Aus dem Hilfssatze 1 folgt fiir ein beliebiges z ¢ M
= Y{A[(fp.f' @)} = V{f A[f,, @)} = A{f V[fu(x)])} ==

= A{V[(fv 'f)(@)])} = x. Daher st V{fv(A[fp( Wy =2z= A{f, (V[f,;(ﬂ«)] } fiir
ein belleblges ze M. Die Abb]ldungen s(x) V[f,,(x)] Ulld t(x) Al

bilden M in M ab. Nach dem vorher gesagten ist s[i(z)] == z [s(x)].
Die Abbildungen s und ¢ sind eineindeutig: ist z. B. #(z) = {(y), dann ist
x = s[t(z)] = s[t(y)] = y. Ahnlich fiir s. Weil s und ¢ offenbar zwei isotone
Abbildungen sind, wird der Beweis der Behauptung erbracht werden, wenn
wir beweisen, dass s(M) = M, {(IM) = M. Aus der fiir alle 2 ¢ M geltenden
Beziehung x = s[t(z)] folgt M = s[{(M)]. Also bildet s die Menge #(IN) auf M ab.
Daraus folgt, dass s die Menge M auf M abbildet, d. h. (M) = M. Weil s
eineindeutig ist, muss #(IM) = M gelten. Also sind s und ¢ Automorphismen
auf M und die Behauptung 3 =- 1 ist bewiesen. Dadurch ist der Beweis des
Satzes 4 erbracht.

Satz 5. Eine einfach geordnete Menge N mit einem Sprung ist vom Typus
w* @ o dann und nur dann, wenn auf M eine archimedisch geo'rdnete transitive
Gruppe I" von Automorphismen existiert.?)

Beweis. M sei vom Typus w* @ w. Reprisentieren wir M mit Hilfe der
einfach geordneten Menge aller ganzen Zahlen. Die Menge aller ganzen Trans-
lationen hat offenbar die verlangten Eigenschaften.

Umgekehrt sei die Bedingung des Satzes erfiillt. M habe einen Sprung
b < a (e beM). Wihlen wir ein beliebiges z ¢ M. Ein f ¢ I" existiert so, dass
f(b) = x; dann ist f(a) = y > z. Die Punkte x und y sind benachbart. Also
hat ein beliebiges x ¢ M einen unmittelbaren Nachfolger. Ahnlich beweist
man, dass « einen unmittelbaren Vorginger besitzt. Daraus folgt, dass die
Menge M kein erstes und kein letztes Element besitzt. Wenn zwischen irgend-
welchen zwei Punkten 2, y ¢ M (z < y) eine unendliche Punktfolge existierte,
dann kénnte man eine unendliche Folge nacheinander gehender Punkte
< << ... <%, <..<y und solche Automorphismen f, gel’
finden, dass f(z) = z;, g(x) = y gelten wiirde; daraus folgt f*(z) = 2,, " <g
fiir ganze » > 0, also gilt f = e, was einen Widerspruch ergibt. Also ist I
vom Typus o* @ .

Mit v bezeichnet man den Typus einer einfach geordneten Menge, auf der
eine transitive Gruppe von Automorphismen existiert.

Satz 6. Eine einfach geordnete Menge IM mit einem Sprung ist vom Typus
7O (0* @ ) dann und nur dann, wenn auf M eine transitive Gruppe I von
Automorphismen existiert.?) 3)

%) @ resp. O ist das Zeichen der Ordinalsumnme resp. des Ordinalproduktes, [1], T, § 8.
3) Dsr Autor des Satzes 6 ist M. SERANINA.



Beweis der Notwendigkeit.  sei eine einfach geordnete Menge vom Typus 7, .
R vom Typus o* @ w und M vom Typus 7 O (0* @ ). M ist die Menge
der geordneten Paare (X, z), wo X € Z, z ¢ R ist. 4 resp. I" sei eine transitive
Gruppe von Automorphismen auf ¥ resp. auf R. Wir konstruieren eine auf M
transitive Gruppe von Automorphismen. Es sei (X, z) eM, (Y, y) e M. Ein
F ¢ A und ein f e I existiert derart, dass F(X) = Y und f(z) = y. Definieren
wir auf M eine Abbildung (F, f): (F, )X, z) = (F(X), f(x)) = (Y, y). (F,])
ist offenbar ein Automorphismus auf I und die Menge aller (7, f) ist die
transitive Gruppe von Automorphismen auf M.

Die Bedingung ist hinreichend. Ahnlich wie in dem Satze 5 beweist man,
bass jeder Punkt in N einen unmittelbaren Nachfolger und einen unmittel-
daren Vorginger hat. Definieren wir auf I eine Aquivalenz ~ : 2 ~ y <=>das
Intervall zwischen den Elementen z, y ist eine endliche Menge. Die Menge I
zerfallt offenbar in konvexe Klassen insgesamt vom Typus o* @ w. Diese
auf eine ersichtliche Weise geordnete Zerlegung (bezeichnet man sie M)
besitzt eine transitive Gruppe der Automorphismen, wie wir beweisen. Jedes
f € I' induziert auf M einen Automorphismus F: ist fiir 2, ye M f(x) =y,
xeXeM ye¥ ¢ M, definieren wir F(X) = Y. F ist eine Abbildung. Ist
niamlich z, ¢ X, f(z;) = ¥, dann ist ¥, ¢ ¥, weil zwischen z und =z, eine endliche
Zahl der Punkte aus M liegt, also ist auch zwischen y und y; nur eine endliche
Zahl der Punkte aus M. Es ist klar, dass F ein Automorphismus auf I ist
und dass die Menge aller F eine transitive Gruppe von Automorphismen auf I
bildet. Ist IM vom Typus 7, dann ist IM offenbar vom Typus 7 O (0* @ w).

Im Weiteren benutzen wir die folgenden Eigenschaften der Gruppe I" der
Automorphismen:

a) I ist monozyklisch;

b) I' ist archimedisch geordnet;

c) MI") ist ein (einziger echier) Zyklus jedes Elementes = e;

d) I'ist esnfach geordnet und besiizt die Eigenschaft ();

e) I'.ist kommutativ und transittv auf M(T).

Anmerkung B. Hat die Gruppe I' irgendeine von den Eigenschaften
a) bis e), dann gilt fiir f, g e I": f(x) = g(z) fireinz e MI) = f = ¢.

Beweis. Die Eigenschaften a), c), d) sind nach dem Satze 3 dquivalent.
Nach c¢) hat kein Element = ¢ einen Fixpunkt in (I"). Daraus und aus der
Beziehung g-'f(z) = x fiir einen Punkt z € M(I") folgt g-1f = e. Also ist f = g.

Besitzt I" die Eigenschaft b), dann haben nach der Anmerkung hinter dem
Satze 3 alle Elemente == e aus I" dieselbe Zyklenzerlegung, also liegt in IM(I")
kein Fixpunkt des Elementes =+ e aus I". Weiter wie in ¢).

Hat I' die Eigenschaft e), zeigen wir, dass fe I, f & e, in M(I") keinen Fix-
punkt besitzt. Ist namlich f(x) = x ¢ M(I"), dann existiert fiir y ¢ M(I") ein

10



solches g e I', dass g(z) = y. Dann gilt gf(x) = g(z); aus der Kommutativitit
folgt weiter fg(x) = g(z), so dass f(y) =y gilt; offenbar gilt f(y) =y fiir
y € M), so dass f = e. Der Rest des Beweises stimmt mit dem Falle c) iiberein.

Hilfssatz 2. Ist eine abelsche Gruppe I tromsitiv auf (), dann st I' (beziig-
lich der Ordnung) dhnlich zu M(I).

Beweis. Wahlen wir ein festes x ¢ M(I"). Ist f e I', dann ist die Abbildung
¥, die durch die Gleichung ,(f) = f(z) definiert ist, nach der Anmerkung B
die gesuchte Ahnlichkeit. (Ein ausfiihrlicherer Beweis: 3, ist eineindeutig:
f() = pu(f) = vul9) = 9(2) = f = g5 v, bildet I' auf M(I") ab: zu jedem
y e M) existiert ein fe I" so, dass f(z) = y gilt, also gilt p.(f) = y; w, ist
isoton: f = g= f(2) = g(2) = p.(f) = v.(9).)

Hilfssatz 3. H sei eine Uniergruppe der additiven Gruppe aller reellen Zahlen G.
Hat H keinen Sprung und keine Licke, dann ist H = @.

Der Beweis ist ersichtlich.

Definition. Die Gruppe I' hat die Eigenschaft (B), wenn: f, gelI, | + g,
f(x) = g(x) fur ein x e M= f(x) = = = g(x) gilt.

Anmerkung C. Die Gruppe I" hat die Eigenschaft (), wenn sie eine von
den Eigenschaften a) bis e) besitzt.

Die Behauptung folgt aus der Anmerkung B.

* Satz 7. I sei eine transitive einfach geordnete Gruppe von Awutomorphismen
mit der Eigenschaft (B). M sei liickenlos und besitze mindestens zwei Punkte.
Dann ist I' isomorph der einfach geordmeten additiven Gruppe aller ganzen
Zahlen bzw. aller reellen Zahlen, je nach dem, ob M einen Sprung bzw. keinen
Sprung hat. In beiden Fillen ist I' (beziiglich der Ordnung) dhnlich zu M. Fir
eine beliebige von oben beschrinkte Menge {f,} C I und fir ein beliebiges x ¢ M
gilt (V1,)(@) = VIi,@)], (AF;)E@) = Alf @)

Beweis. {f,} sei eine von oben beschrinkte Untermenge der Gruppe I’
und es sei f, < h e I fiir alle v. Wir beweisen die Existenz des Supremums der
Menge {f,} in I. Wahlen wir ein beliebiges y ¢ M. Bezeichnen wir f,(y) = ,.
Weil A1 < f71 gilt, existiert A[f7'(y)] = A%, = %,. Aus der Transitivitit
folgt die Existenz des Elementes g, € I', so dass g,(z,) = y ist.

Ist z, < , fiir ein », dann gilt g, '(y) =z, <, = f,(y), also ist g;* < f,7,
d. h. g, > f, fiir das zugehorige ».

Ist x4 = =, fiir ein u, dann ist‘:. fu(2e) = g4(x¢) = ¥, also folgt aus der Eigen-
schaft (8) fiir das betreffende u: entweder ist f, = g, oder ist z, (= y) ein
Fixpunkt fiir f, (und selbstverstéandlich auch fiir g,).

Bezeichnen wir mit M die Menge aller y, fiir die z, = x,, f, > g, gilt.

Ist M = ¢, dann ist g, = f, fiir alle u. ()
Ist M = ¢, dann haben f, und g, den Punkt y (= z,) als Fixpunkt (fiir
alle ue M). _ (2) -
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I. Existiert ein f,, f, = ¢, dann ist es moglich — wenn wir die Existenz des
Supremums der Menge {f,} untersuchen — sich nur auf die f, zu beschranken,
fiur die f, = e ist. Es sei also f, = e fiir alle ».

Ta. Ist f, = e fiir alle », dann gilt offenbar VYf, = e.

Ib. Existiert ein f, > e, dann kann man voraussetzen, dass f, > e fir
alle ». Wahlen wir beliebig (aber fest) ein y ¢ T(I"). Wir beweisen zuerst, dass
g, = [, fir alle v gilt. Weil f, > e fiir alle », so gilt 2o <z,=f, Y y) = y-
Tritt der Fall (2) (d. h. M &+ 0) ein, dann ist y = @, also ist der Punkt y
(= x, = @,) ein Fixpunkt fiir alle ». Aber das widerspricht der Wahl des
Punktes . Also tritt nur der Fall (1) ein (d. h. M = §), also gilt g, = f, fiir
alle ».

Wir zeigen, dass g, = Vf, ist. Es sei f = f, fiir alle ». Dann ist 2 = f, ',
also gilt f1(y) < 1,7 (y) = z,; daber ist f(y) < Az, = 2z, d. h. f(zy) = y.

Ist f(zo) > y = g,(%,), dann ist f > g,.

Ist f(zy) =y = g,(®,), dann ist nach (B) entweder f= g, oder { und g,
haben in z, einen Fixpunkt (und selbstverstindlich ist 2, = ¥). In dem zweiten
Fall gilt 2y < z, = {, () < y = =2, fiir alle », also ist f,(y) =y, d. h. alle §,
besitzen in y einen Fixpunkt. Aber das widerspricht der Wahl des Punktes .
Also ist immer f = g,. Daher gilt. g, = Vf,-

II. Essei f, <<e firalley. Dannistz, = f;'(y) =y, alsogilt 2, = Az, = ¥.

Wahlen wir einen echten Zyklus von jedem Elemente f, und bezeichnen
mit IT den Durchschnitt dieser Zyklen.

Ist IT = @ bei beliebiger Wahl der Zyklen, dann gilt ¢ = Vf,. Existiert
namlich ein solches f < ¢, dass f, < f fiir alle » ist, dann wéahlen wir den Punkt
red (A = ein echter Zyklus des Automorphismus f). Es gilt f(2) < = und
daher f(z) < f(z) < x; also ist » der gemeinsame Punkt der echten Zyklen
aller f, und das ist unmoglich. Daher gilt ¢ = V7,.

Ist bei einer Wahl der Zyklen II = ¢, dann gilt fiir ein beheblges y e ll,
dass kein f, in ¥ den Fixpunkt hat. Fiir dieses y kann der Fall (2) nicht eintreten,
also tritt der Fall (1) ein und daher ist g, = f, fiir alle ».

Wir beweisen, dass V/, existiert.

ITa. Wennein fel, e > f = f, fiir alle v, nicht existiert, dann gilt offenbm
e = Vf,.

ITb. Setzen wir die Existenz eines solchen Elementes fe I' voraus, dass
e > f = f, fiur alle » ist. Wahlen wir einen echten Zyklus A des Automorphis-
mus f. Fiir ein beliebiges = ¢ A und fiir alle » gilt offenbar f¥(z) = f*(») fiir ein
beliebiges ganzes positives k& und f¥(z) < f¥(x) fiir ein beliebiges ganzes nega-
tives k. Daraus folgt, dass jeder Automorphismus f, einen echten Zyklus' 4,

hat, fiir den 4, D 4. Daraus folgt, dass fiir ein II die Relation IT D A4 gilt. Wah-
len wir ein y € A.
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Firallev gilt f = f,= 1< f,7 = f4y) < £, (y) = =,; also ist
fy) = Ax, = x,. Daher ist f(z,) = y. Ist f(z) >y = g,(x,), dann gilt
i > g, Ist f(z) = y = g,(x,), dann gilt nach (B) entweder / = g, oder f und g,
haben in z, (= y) einen Fixpunkt. Der zweite Fall kann nicht eintreten,
weil j keinen Punkt seines Zyklus 4 und also auch nicht y fiir einen
Fixpunkt hat. Also ist immer f = g,. So ist auch im Falle ITb bestéitigt, dass
9, = Vf, gilt.

Es ist bewiesen, dass I” eine vollsténdige einfach geordnete Gruppe ist. Also
ist I" archimedisch und nach dem Hahnschen Satze (siehe [3]) isomorph mit
einer Untergruppe der einfach geordneten additiven Gruppe reeller Zahlen.
Nach dem Hilfssatze 2 ist I" 4hnlich za M.

Hat M (und also auch I') einen Sprung, dann ist nach dem Satze 5 M
(und also auch I') vom Typus o* @ . Wie man leicht beweist (siehe z. B. [4],
Theorem 2.4), ist I" isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe
aller ganzen Zahlen.

Wenn 9 (und also auch I') keinen Sprung besitzt, dann ist M, nach dem
Hilfssatze 3, isomorph mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller
reellen Zahlen.

Wenn wir die Bezeichnungen aus dem Beweise des Hilfssatzes 2 beniitzen,
¢gilt fiir eine von oben beschrinkte Untermenge {f,} C I" und fiir ein beliebiges
vedR: V[f,(x] = V[%(f,] = yo(Vf,) = (V},)(@) (siehe auch den Hilfssatz 1).

Aus dem Satze 4 folgt dann A[f,, @)1 = (Af,})(@). Der Satz 7 1st bewiesen.

Wesentlich ist im Satze 7 d1e Forderung der Liickenlosigkeit des M. Ein
Beispiel gibt die einfach geordnete Menge I aller rationalen Zahlen. Die
Gruppe I aller rationalen Translationen auf I ist einfach geordnet und weil
sie abelsch und transitiv ist (die Eigenschaft e)), so hat sie auch die Eigenschaft
(B) (siehe die Anmerkung C). Aber I ist nicht &hnlich zu der einfach geordneten
Menge aller reellen Zahlen, wie aus dem Satze 7 folgen wiirde, wire die Liicken-
losigkeit von M im Satze 7 nicht vorausgesetzt.

Satz 8. I sei eine transitive Gruppe mit etner der Higenschaften a) bis d).
M enthiilte mindestens zwei Punkte. Besitzt M einen Sprung, dann ist I" isomorph
mit der einfach geordmeten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen. Besitzt IN
keinen Sprung und keine Liicke, dann ist I" isomorph mit der einfach geordneten
additiven. Gruppe aller reellen Zahlen. In beiden Fillen st I' dhnlich mit der
evnfach geordneten Menge . .

Beweis. Nach dem Hilfssatze 2 ist I" dhnlich mit 9, also auch einfach
geordnet. Hat M keinen Sprung und keine Liicke, dann ist die Behauptung
eine Folgerung des Satzes 7, denn die Gruppe mit einer der Eigenschaften
a) bis d) hat die Eigenschaft (B) (s. Anmerkung C).

13



M habe nun einen Sprung. Nach dem Satze 3 ist I" archimedisch, also ist 9N
(und also auch I') nach dem Satze 5 vom Typus w* @ w, so dass I" isomorph
mit der einfach geordneten additiven Gruppe aller ganzen Zahlen ist (s. z. B.
[4], Theorem 2.4). Dadurch ist der Satz 8 bewiesen.

~ Es seibemerkt, dass im Satze 8 der Fall, dass I eine Liicke hat, nicht unter-
sucht ist. Die Hypothese, dass in diesem Fall I" isomorph mit der einfach
geordneten additiven Gruppe aller rationalen Zahlen ist, ist falsch, wie das
folgende Beispiel der Gruppe I' bezeugt, die die verlangten Eigenschaften |
und die Méchtigkeit des Kontinuums hat.

Es sei'M die um ein Element verkleinerte Hammelsche Base in der additiven
Gruppe aller reellen Zahlen. Dann hat die von der Menge M erzeugte Gruppe I
die Machtigkeit des Kontinuums.

Die Menge I' aller von den Elementen der Menge I erzeugten Translationen
bildet offensichtlich eine transitive archimedisch geordnete Grifppe, von
Automorphismen auf der einfach geordneten Menge M. Die Menge I hat
eine Liicke: M enthilt nicht alle reellen Zahlen, also hat M nach dem Hilfs-
satze 3 einen Sprung oder eine Liicke. Die erste Moglichkeit ist aber durch
den Satz 5 ausgeschlossen. Durch dieses Beispiel ist die Hypothese widerlegt,

Korollar 1. M sei eine einfach geordnete, keine Liicke und keinen Spruny
enthaltende Menge. Dann ist. I Ghnlich mit der einfach geordmeten Menge aller
reellen Zahlen dann und nur dann, wenn auf M eine transitive von (e) verschiedene
Gruppe der monozyklischen Automorphismen existiert. '

Korollar 2. Eine einfach geordmete M eﬁge M, die keinen Sprung enthdilt,
ist dhnlich mit der einfach geordneten Menge aller reellen Zahlen dann und nur
dann, wenn auf M eine vollstindige tramsitive von (e) verschiedene I-Gruppe
der Automorphismen existiert.

Beweis der Notwendigkeit. Die einfach geordnete Gruppe aller reellen
Translationen auf M hat die verlangten Eigenschaften.

Die Bedingung ist hinreichend. Die vollstindige I-Gruppe ist abelsch und
archimedisch, so dass, nach dem Hilfssatze 2, I" archimedisch geordnet ist.
Der Rest der Behauptung folgt aus dem Satze 8.

3

In diesem Absatze werden die intransitiven Gruppen von Automorphismen
studiert.

I" sei eine Gruppe von Automorphismen auf 9. Bezeichnen wir mit 7' ein
System der Transitivitiat der Gruppe I'. Es ist klar, dass jedes f ¢ I" die Menge 7'
auf 7' abbildet. Also induziert jedes f e I" auf T den Automorphismus f,, der
folgendermassen definiert ist: f(x) = f(x) fiir ein beliebiges 2 ¢ 7. Wir nennen
fr die Komponente des Automorphismus f auf 7'.
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Das System aller f, (f e I') ist eine auf 7' transitive Gruppe. Es gilt ndmlich
offenbar f, g € I'= (f9)r = fz9r (f )z = f7 . Die Transitivitat folgt unmittel-
bar aus der Definition des Transitivitdtssystems.

Wir bezeichnen mit 1" und nennen die transitive Komponente der Gruppe I’
(auf dem Systeme der Transitivitdt 7') die Gruppe aller f,. Es ist klar, dass Iy
eine teilweise geordnete Gruppe ist und aus dem vorhergehenden folgt, dass
die Abbildung y,, die einem Elemente fe I' das Element f, e I'; zuordnet,
eine homomorphe Abbildung der teilweise geordneten Gruppe I' auf die teil-
weise geordnete Gruppe [’y ist. Der Homomorphismus bezieht sich auf die
Gruppenoperation und auch auf die teilweise Ordnung.

Ist I' eine [-Gruppe, denn ist — wie man leicht erkennt — die erwahnte
Abbildung y; ein Homomorphismus der I-Gruppe (d. h. der Gruppe und
des Verbandes) I" auf die I-Gruppe I';.

Zusammenfassung der bisherigen Betrachtungen:

Hilfssatz 4. Ist I' eine teilweise geordmete Gruppe (I-Gruppe) wvon Auto-
morphismen auf M, T ihr System der Transitivitit, dann ist die Abbildung vy,
die einem beliebigen f e I' das Element y(f) = fr € I'y zuordnet, ein Homomor-
phismus der teilweise geordneten Qruppe (der I-Gruppe) I' auf die teilweise
geordnete Gruppe (die I-Gruppe )1y

Hilfssatz 5. Ist T ein System der Transitivitit der Gruppe I', f e I' und ist A
ewn Zyklus des Elementes [ (auf M), fir den T n A == 0, dann ist T n A ein
Zyklus des Elementes fr (auf T).

Die Behauptung ist klar.

Satz 9. 1. Dre tetlweise geordnete Gruppe I ist ein subdirektes Produkt aller
threr transitiven Komponenten (teilweise geordneter Gruppen) I'z.

2. Die I-Gruppe I' ist ein subdirektes Produkt aller ihrer transitiven Kompo-
nenten (I-Gruppen) I'y.

Anmerkung. Eine teilweise geordnete Gruppe (I-Gruppe) I' ist ein sub-
direktes Produkt eines Systems teilweise geordneter Gruppen (I-Gruppen) {I'y},
wenn I' isomorph mit einer Untergruppe (I-Untergruppe) I des vollstindigen
direkten . (= kartesischen = kardinalen) Produktes TI I'y des Systems {Iy}
ist und wenn die Menge solcher Komponenten der Elemente aus I, die zu Iy
gehéren, gleich I'y, ist ([1], VI, § 6). Der in dieser Definition erforderte Iso-
morphismus bezieht sich auf die Gruppenoperation und auch auf die teilweise
Ordnung (auf die Verbandsoperationen).

Fiir die ungeordneten Gruppen I”ist die Behauptung bekannt. Den leichten
Beweis des Ordnungsisomorphismus (Verbandsisomorphismus) erginzen wir.

Beweis. Jedem f ¢ I" ordnet man das System {f,} aller seiner Komponenten
zu; die zugehorige Abbildung ¢ ist eineindeutig: fiir f, g e I" sei fr = g, fiir
alle 7', d. h. {f;} = {g9;}. Wahlen wir ein beliebiges = ¢« M; es gilt z ¢ T fiir ein
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System der Transitivitit 7. Dann ist f(z) = fr(2) = gp(x) = g(z). Also gilt
f = g. Mit Riicksicht darauf, dass die algebraischen Operationen und Relationen
auf dem vollstindigen direlten Produkte II I, komponentenweise durch-
gefiithrt werden, ist die Abbildung ¢ ein Isomorphismus der teilweise geordneten
Gruppe I' in die I-Gruppe II I';. Ist I" eine I-Gruppe, so ist ¢(I") offenbar
eine I-Untergruppe in I I'; (denn {f1} v {gr} = {fr v 9z} = {(/ v )z} = o(f v
v ¢)). Die Isotonie der Abbildung ¢! ist auch klar. Im Falle 1. und 2. ist
es klar, dass f, die ganze Gruppe I";. durchlauft, wenn f die ganze I" durchlauft.

~ Satz 10. T sei ein Transitivitdtssystem der Gruppe I' der Automorphismen
auf M. Ist die Gruppe A aller Automorphismen auf T eine abelsche, dann st
I'r= A.

Beweis. Wenn 7' nur einen Punkt enthilt, dann gilt 4 = (eg) = I'p.
Nun enthélte 77 mindestens zwei Punkte. Es gilt 'y C 4. Weil I'y transitiv
auf 7' ist, ist 4 transitiv auf 7.

Esseite d, x e T(A) (= T). Weil I'y transitiv auf 7' ist, existiert ein fr e I'y
so, dass t(z) = fo(z) gilt; aus der Anmerkung B, die auf 4 angewendet wird,
folgt t = fp. Also ist A C I'y. Zusammen mit der Relation 4 D I'y bekommt
man 4 = I'p.

Satz 11. T sei ein Transitivitdissystem einer monozyklischen Gruppe I' der
Awutomorphismen auf M. Die Menge?) aller monozyklischen Automorphismen
auf T sei eine Gruppe. Dann ist 'y = A. '

Beweis. Wenn 7" nur einen Punkt enthélt, dann gilt 4 = (ep) = I'y.

Nun enthilte 7 mindestens zwei Punkte. Nach dem Hilfssatze 5 gilt "y C 4.
Also ist A transitiv auf 7. Es seil te 4, x ¢ T(4) (= T). Weil I'; transitiv
auf 7 ist, existiert ein solches f,. e I'y, dass t(x) = f(x). Nach der Anmerkung B,
die auf 4 angewendet wird?), gilt ¢ = f,, also I'; D 4. Daraus die Behauptung.

Satz 12. [ ser eine archimedisch geordmete Gruppe der Automorphismen
auf M. Dann sind alle echtent) Transitivititssysteme T der Gruppe I' dhnlich
mit der . einfach geordmeten Menge I' und jede einfach geordnete Gruppe I'y
(fir ein echies T') ist isomorph mit der einfach geordneten Gruppe I

Beweis. I'; ist offenbar einfach geordnet und nach dem Hilfssatze 2 ist 17
dhnlich mit 7. '

T sei ein echtes Transitivitatssystem der Gruppe I'. Bezeichnen wir y, die
Abbildung, die dem Elemente f ¢ I" das Element f; ¢ I'; zuordnet. Die Abbil-
dung w, ist nach dem Hilfssatze 4 ein Homomorphismus der Gruppe und
des Verbandes I" auf I'.

%) Siehe die Anmerkung hinter der Definition des monozyklischen Automorphismus.
5) Die monozyklische Gruppe 4 ist nach dem Satze 3 archimedisch geordnet, also

" abelsch.

¢) Ein System der Transitivitdt heisst echt, wenn es mindestens zwei Punkte enthélt.
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Wir zeigen, dass sie eineindeutig ist. Es sei f, g e I, p(f) = p4(g). Dann
gilt fiir alle z ¢ 7' f(z) = g(x). Weil T C M(I") offenbar gilt, ist nach der Anmer-
kung B f = g. Also sind die einfach geordneten Gruppen I'; und I" isomorph.
Die Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7 und I' folgt aus der
Ahnlichkeit der einfach geordneten Mengen 7', I’y und I'y, I.

Analog zum Begriffe des subdirekten Produktes teilweise geordneter Gruppen
fithren wir den Begriff des subdirekten Produktes teilweise geordneter Mengen
ein:

Eine teilweise geordnete Menge I’ ist ein subdirektes Produkt des Systems
{7} von teilweise geordneten Mengen, wenn sie der Untermenge I des Kardi-
nalproduktes des Systems {7'} dhnlich ist und wenn die Menge der Kompo-
nenten der Elemente aus I”, die in 7" liegen, gleich 7' ist.

Satz 13. I sei eine abelsche Gruppe der Auiomorphismen auf M. Dann ist
die teilweise geordmete Menge I' ein subdirekies Produkt aller Transitivitils-
systeme der Gruppe I

Beweis. Geméss dem Hilfssatze 2 ist die teilweise geordnete Menge I
ahnlich mit 7. Nach dem Satze 9 ist I" ein subdirektes Produkt des Systems
aller seiner transitiven Komponenten. Daraus die Behauptung.

T sei ein Transitivitétssystem der I-Gruppe I” von Automorphismen.

Bezeichnen wir mit I'7 die Menge aller solcher f e I, dass f(x) =z firx e M— T
gilt.

Hilfssatz 6. I'T ist ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Beweis. I'T ist offenbar eine Untergruppe in I". Es sei f e I'7, ge I. Wahlt
man ein beliebiges ¢ M — T, dann ist g(x) e M — 7', also gilt g~fg(z) =
= g7lg(x) = z, daher ist g~fg e I'", d. h. I'T ist ein Normalteiler in I". Es sei
nun fel”, gel, |f| = gl.") Fir xeM — T gilt offensichtlich [f|(x) =
= (fv ) (@) = f(x) v (@) = @, so dass z = [f|(z) = |g|() = (g vg™)(z) =
= g(x) v ¢~Y(x) ist. Ist g(x) > z, dann ist g~(z) < z, also gilt g(x) v g~ (z) >
>z, was ein Widerspruch ist. Ist g(x) < z, dann ist g7%(z) > =, also ist
g(x) Vv g7Y(x) > x. Aus diesem Widerspruch folgt g(z) = z. Also gilt ge I'".
I'T igt also ein I-Ideal in der I-Gruppe I

Hilfssatz 7. Wenn die Zerlegung auf die Transitivititssysteme der I-Gruppe I
genau zwei echte Systeme T, S enthilt, und wenn I'y, I's einfach geordnmet sind,
dann ist J = I'TI"S ein solches I-Ideal in I', dass die l-Faktorgruppe I'|J einfach
geordnet 1st. -

Beweis. Ist y, die Abbildung aus dem Hilfssatze 4, bezeichnet man
w(I'T) = I't. Unter der Voraussetzung, dass I'z ein I-Ideal in I'y ist, wird
bewiesen, dass I'/I'TIS o I'y/I'} gilt. vy, bildet die I-Gruppe I' homomorph
auf die I-Gruppe I'y ab. Die natiirliche Abbildung y bildet die I-Gruppe I'p

7) || bezeichnet den absoluten Wert des Elementes f und zwar [f| = f v 2.
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