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mozda, ecau ¢ cucmeme M cywecmeyem zomw o0Ha Oeckomeunas D-cucmema
G5, uau ecau once nepuoauuecnaﬂ‘uacmb epynnst G asasemcs p-NPUMApPHOL
UAY HY A0

Teopema 6. Jas nodepynnet H C G cnpasedauso rp(H) =< rp(G), Oas npamois
cymmsr @ = >’ @, umeem mecmo rp(@) = (@)

tel el

Basxuoe 3nadenue mmeer YTBEpPKAeHHe JemMMbl 10, mpH HOMOIIM KOTOPOH
IOKa3kIBaeTcA Teopema 8.

Jlemma 10. IIycmy M — MHOICECMBO 6CET PewleHUT YPASHEHUS N . T = o,
0 =+ g, € G, n — HamypasbHOe wucao, 6 epynne G. Tozda uau M = @ uau cnpased-
AUBLL YMBEPHCOCHUL:

Ecau rp(G) = 8y, mo m(M) = rp(G); ecau rH(@) < Xy, mo m(IM) < K.

Teopema 8. Ecau rp(G) = ¥, (zau m(GF) > 8,), mo ry(G) = m(G).

B Teopeme 7, B Teopeme 9 m B TeopeMe 10 mccIeAyIOTCA YCIOBHA, OPH KOTO-
puEX pua noprpynnsl H C G mMeeT MecTO COOTHOIMEHHE

rp(G) = rp(H) +rp(G/H) . 2)
C 9701 mebI0 BBOMUTCA MOHATHE ¢1a00 CepBaHTHON IOATD YIIIBL
IMoprpynny A rpynns G HaswBaeMm caabo cepsanmuoil ¢ @, ecnm HKarKIBLA

Knacc ¢axrop-rpynnsl G/H, TOpAXOK KOTOPOTO paBeH IPOCTOMY YHCIY,
COJIeP’KHUT 3TEMEHT TOTO Ke NOpsANKaA.

Teopema 9. Ecau rj)(G) = 8, (uaz m(G) > 8,), mo 0aa wwboii nodzpynnut
H C @ cnpagedaugo coommowernue (2).

Teopema 10. Jus epynnw @, rp(Q) < ¥y, u ee nodepynnst H C G umeem mecmo
pasencmso (2) moeda u moavko mozda, ecau H sensemea caabo cepeanmmuoii ¢ G.

Haxonen, B Teopemax 11 m 12 roBopurcs 0 IepHOAHIECKUX W CMeITAHHBIX
rpynonax, EMenInux KoHewHHH D-paHT; cpaBumBaercd D-pagHT ¢ onpedeseHuem
panza rp(G) abemnesoit rpynuoi G, danwvim I progepom. B ciyaae p-mpmmapHOA
IpyOnsl B B cilydae Ipymusl Ge3 kpyderuma Beerfa Ip(G) = rp(@); B obmem
MOJKHO TOJBKO YTBEp:KIATh, 9T0 Ip(F) < 1rp(R). (Samenanue 6.)

Zusammenfassung
D-RANG EINER ABELSCHEN GRUPPE

VLASTIMIL DLAB, Prag.
(Eingegangen am 9. April 1956.)

Der Autor nennt in der Arbeit eine Menge (g,),.; von Elementen der abel-
schen Gruppe G D-unabhiingig, wenn jede Beziehung

ky.g,+ky.g,+...+k.g, =0
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bei ganzen k; und beliebigem natiirlichem » k;.g, =0 fiir alle i =1,2,...,n
nach sich zieht. Der finite Charakter der Definition garantiert die Existenz
eines maximalen D-unabhdngigen Systems (von Null verschiedener Elemente),
dessen Méchtigkeit aber im Allgemeinen kein Invariant der Gruppe @ ist (Be-
merkung 1). In einer nichttrivialen p-primiren Gruppe G, haben aber alle
maximalen D-unabhéngigen Systeme (kurz D-Systeme) dieselbe Méachtigkeit
(Satz 1), die wir den D-Rang rp(G(,) der Gruppe G, nennen; fiir G, = 0
definieren wir r,(G,)) = 0. Den D-Rang r (@) der allgemeinen abelschen Gruppe
G definieren wir durch die Beziehung

(@) =1(G) + Z"‘D(P(n)) 5
?
hier ist P = 3'P, die direkte Zerlegung der maximalen periodischen Unter-
Vg

gruppe in p-primdre Komponenten und r(G) der Rang der Gruppe (im
gewohnlichen Sinne). Wenn die Gruppe G nichttrivial, d. h. von der Null-
gruppe verschieden, ist, so ist offenbar rD(G) > 0, ist die Gruppe @ torsionsfrei,
s0 ist rp(G) = 1(G).

Unter den D-Systemen der Gruppe G sind besonders wichtig die kanonischen
D-Systeme, d. h. diejenigen D-Systeme, deren jedes Element entweder eine
unendliche oder eine Primzahlpotenzordnung hat. Wenn @& ein kanonisches
D-System der Gruppe & bedeutet, dann gilt die Gleichheit

m(@) = rp(@) 1); (1)

im Falle, daB r,(@) endlich ist und irgend eine D-unabhingige Menge & der
Gleichheit (1) geniigt, ist & ein kanonisches D-System der Gruppe G (Satz 2
und Satz 3). Weiterhin gilt:

Satz 5. M = (Gy)s.4 ser das System aller D-Systeme einer nichitrivialen
Gruppe @; bezeichnen wir m(®;) = A; fiir jedes 6 € A. Dann hat die Menge A =
= (A4)sca der Kardinalzahlen s ein groptes Element A, und es ist rp(G) = Ay,
Hierbei enthilt die Menge A gerade ein einziges Element rp(G), wenn und nur
wenn im System M wenigstens ein unendliches D-System ©;_ existiert, oder wenn
die maximale periodische Untergruppe der Gruppe G p-primdr oder trivial ist.

Satz 6. Es ist fur die Untergruppe H C G rp(H) < rD(G) und fir die direkte
Summe G ="' G, ry(@) = ZrD(G ).

el
Die Aussage, die im Hllfssatz 10 enthalten ist, ist besonders wichtig; mit
ihrer Hilfe ist dann der Satz 8 bewiesen.

Hilfssatz 10. M ses die Menge aller Losungen x € G der Gleichung n . x = g,

wo n natirlich und 0 + g, e G ist. Dann ist entweder M = P oder es ist fiir r(G) =
= 8 m(M) < rp(Q) und fir rp(GF) < ¥, ebenfalls m(M) < ¥,

1) m(9M) ist die Michtigkeit der Menge M.
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Satz 8. Falls (@) = ¥, (bzw. m(G) > %) 8¢, so ist rp(G) = m(G).
Die Sitze 7, 9 und 10 untersuchen, unter welchen Bedingungen fiir die
Untergruppe H C G die Beziehung

rp(@) = rp(H) + rp(G/H) (2)
richtig ist. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff der schwachen Ser-
vanzuntergruppe ein:

Die Untergruppe H der Gruppe G nennen wir eine schwache Servanzunier-

gruppe in @, wenn jede Restklasse der Faktorgruppe G/H von Primzahlordnung
ein Element dérselben Ordnung enthilt.

Satz 9. Falls r,(G) = ¥, (bzw. m(G) > &) ist, dann gilt fir jede beliebige
Untergruppe H C G die Beziehung (2).

Satz 10. Falls r,(G) < ¥, ist, dann gilt fir shre Untergruppe H C G die Gleich-
heit (2) dann und nur dann, wenn H eine schwache Servanzuntergruppe in G ist.

Am Ende werden in den Sétzen 11 und 12 die periodischen und gemischten
Gruppen von endlichem D-Range untersucht, und es ist der D-Rang mit der
Pruferschen Definition des Ranges rp(@) der abelschen Gruppe G verglichen.
Fiir p-primére und torsionsfreie Gruppen ist immer rp(G) = rp(G); im Allge-
meinen gilt allerdings nur die Beziehung rp(@) < r,(G). (Bemerkung 6.)
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