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PRISPEVEK K THEORII NORMALNI KRIVKY
CTYRROZMERNEHO PROSTORU

KAREL SVOBODA, Brno.

(Doslo dne 20. Gervna 1956.) ‘ DT:518.616

V této préci je uvazovéna jednoduchd ptibuznost, v niz si odpo-
vidaji pfimky kubické nadplochy s dvojnou racionilni normalni
kiivkou é&étvrtého stupng ve &tyrrozmérném prostoru. Tato p¥i-
buznost je uréena teénymi prostory nadplochy.

1. Bud C racionalni normélni k¥ivka &tvrtého stupné v projektivnim &tyr-
rozmérném prostoru a J kubicka nadplocha s dvojnou kiivkou C. Ptipometime
nejprve nékteré vlastnosti k¥ivky C a nadplochy J, které uvadi na pi. H. G.
TrLLING Vv knize T'he Rational quartic Curve in Space of three and four Dimen-
stons (Cambridge University Press, London, 1936).

Nadplocha J obsahuje dvé soustavy piimek, a to soustavu bisekant k¥ivky
O, jimiz je vytvofena, a soustavu Fidicich p¥imek kvadratickych involuci na
k¥ivee 0. P¥imky prvni soustavy nazveme bindrnimi a p¥mky druhé soustavy
undrnimi primkami nadplochy J. Obecnym bodem této nadplochy, ktery nelezi
na k¥ivee C, jdou celkem t¥i pfimky nadplochy, a to jedna bindrni a dvé unérni
primky; jedna z obou undrnich p¥imek splyne s pfislu$nou bindrni pfimkou
pravé tehdy, kdyZ uvazovany bod je na teén& kiivky C.

Zvolme na nadploge J libovolnou unirni p¥imku %, ktera neni teénou kiivky
C. Binédrni pfimky, které protinaji tuto undrni pfimku, uréuji na kiivee C kva-
dratickou involueci a tvo¥i kubickou plochu [«], jejiz Fidici pfimkou je unarni
pfimka u. Plocha [u] obsahuje dvé teény kfivky C' v samodruznych bodech
M, N uvedené involuce. Je-li pfimka u teénou kiivky C v bodé P, je plocha
[#] kubickym kuZelem, ktery ma vrchol v bodé P a prochizi kiivkou C.
Prostory, které se dotykaji nadplochy J podél bindrnich piimek plochy [u], vy-
tvori kvadratickou kuZelovou nadplochu druhého druhu, jejiz vrcholovou
hranou je pfimka u. Kubické plochy [u,] a [u,], uréené dvéma réznymi unar-
nin%i pfimkami %, a u, maji spoleénou pravé jednu bindrni p¥imku, jejiz
prisetiky s kiivkou C tvofi spoleény pir obou involuef, uréenych na kiivce
C undrnimi p¥imkami u, a u,.

Unérni piimky, které protinaji danou bindrni piimku b, uréenou body
M, N k¥ivky C, tvori kubickou zborcenou plochu (b), v niZ je nadplocha .J pro-
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tata prostorem, ktery se ji dotykd podél pifimky b. Plocha (b) mé v p¥imce
b dvojnou p¥imku a v teéndch kiivky C v bodech M, N torsilni p¥imky.
Jednoduchou primkou plochy (b) je undrni pfimka u, leZici v roving spoleéné
oskulaénim prostorim k¥ivky C' v bodech M, N. Je-li pfimka b tetnou k¥ivky
C v bodé& P, splyne jednoduchd piimka u plochy (b) s pfimkou b. Dvé zbor-
cené kubické plochy (b,) a (b,), urcéené na nadploSe J jejimi bindrnimi p¥im-
kami b, a b,, maji spolenou undrni p¥imku, lezici v roving, v niZ se protinaji
prostory dotykajici se nadplochy'J podél bindrnich p¥imek b, a b,.

Pritadme kazdé bindrni pfimce & nadplochy J tu unirni p¥imku u, kters je
jednoduchou p¥imkou zborcené plochy (b), v niz je nadplocha J protata
prostorem dotykajicim se ji podél binarni p¥imky &. Je-li bindrni p¥imee b p¥i-
Fazena timto zplsobem unarni pfimka u, je zfejmé, Ze obrdcené undrni piimce
u pFislusi jednoznaéné bindrni piimka b, nebot undrni pfimkou prochédzi pravé
jeden tedny prostor nadplochy J, ktery se ji dotyka podél bindrni ptimky b,
jiz jsme p¥itadili undrni p¥imku ». Odtud je patrno, Ze teéné prostory nadplochy J
uréuji jednojednoznatnou pribuznost mezi bindrnims a undrnimi pFimkams. Unarni
(bindrni) p¥imku, kterd je v této p¥ibuznosti p¥itazena dané bindrni (unirnf)
pfimce, nazveme undrni (bindrni) pFimkow sdruZenow k dané bindrni (undrnt)
pFimee vzhledem ke kfivce C. Nebude-li obav z nedorozuméni, budeme mluviti
jednoduseji o dvojici sdruZenych piimek na nadplofe J vzhledem ke k¥ivee C.

Z ptedchézejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni pFimka splyvd se sdruZenou
undrnt primkou prdvé tehdy, kdyZ je teénou kfivky C. Plocha teden kiivky C
je tedy mmoZinou piimek nadplochy J, které splyvaji se svymi sdruZenymi
ptimkami. Neni-li bindrni pfimka tetnou: k¥ivky C, uréuje dvé rizné jeji
tecny, které protinaji sdruzenou unarni p¥fimku. Odtud plyne, Ze vySe uvedens
p¥ibuznost je dokonale uréena dvojicemi teden k¥ivky C.

2. Odvodime nékteré jednoduché vlastnosti sdruzenych bindrnich a unar-
nich p¥imek na nadplofe J. PouZijeme k tomu jistého zobrazeni nadplochy J na
rovinu, pfestoZe by nebylo obtiZné postupovati pfimymi Gvahami ve &tyr-
rozmérném prostoru. Za tim tidelem objasnime nejprve podstatu tohoto zobra-
zeni, jimZ se zabyval R. K. WARERLING v pojedndni The Chordal Hyper-
surfaces of a rational Curve (Duke Mathematical Journal, Vol. 14, 1947).

Zvolme pevnou oskulaéni rovinu = k¥ivky C. Oskulaéni prostory k¥ivky
' C protinaji rovinu = v piimkéch, jejichz obalkou je reguldrni kuZelosetka K.
Timto zptisobem je uréeno jednojednoznaéné zobrazeni bodu kiivky C na teény
kuzelose¢ky K. Bindrni p¥imka b nadplochy J protini k¥ivku O v bodech
M, N, jimZz jsou v tomto zobrazeni ptifazeny teény m, n kuZelosetky K.
Prifadime-li nyni bindrni pfimce b prisedik teden m, n, dostaneme jedno-
jednoznaéné zobrazeni bindrnich pfimek nadplochy J na body roviny =, v némz
teGndm k¥ivky C piisludi body kuZeloseky K. Tato kuZeloseSka je tedy
obrazem plochy teden k¥ivky C.
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Kazdé plose, ktera je na nadploSe J vytvorena jejimi bindrnimi piimkaini,
odpovidé v uvazovaném zobrazeni v roving z mnozina bodé na k¥ivce. Pro
nafe udely je tfeba zjistiti obraz bindrnich ptimek, které tvo¥i kubickou
plochu [«]. Dvojice oskulaénich prostorii kfivky O, uréenych v priseéicich
kiivky C s bindrnimi p¥imkami plochy [«], jsou pary kvadratické involuce
a protinaji tedy rovinu = v dvojicich te¢en kuZeloseé¢ky K, tvoticich na ni
kvadratickou involuci. Obrazy jednotlivych bindrnich p¥imek plochy [«] jsou
proto prasediky odpovidajicich si teden uvedené involuce na kuzeloseéce K a
vypliiuji osu této involuce. V uvaZovaném zobrazeni odpovid4d tedy plose
[«] piimka v roviné = a jeji pruseéiky s kuzelose¢kou K jsou obrazy teten
ktivky C lezicich na ploSe [u]. Pravé uvedenou piimku v roving z ptifadime
unérni p¥imce u, ¢imz dostaneme jednojednoznadné zobrazeni unédrnich p¥i-
mek nadplochy J na mnozinu pf¥imek v rovin& 7. '

Z predchézejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni p¥imka protind undrni
primku tehdy a jen tehdy, kdyZ bod zobrazujici v roving z binidrni piimku
lezi na piimce, kterd je obrazem unédrni p¥imky. Odtud plyne, Ze obrazem
zborcené kubické plochy, vytvofené undrnimi p¥imkami protinajicimi danou
bindrni pfimku, je svazek pfimek, jehoZ vrcholem je obraz dvojné binirni
pFimky této plochy. '

V dal$im budeme znagditi stejnym pismenem bindrni (unérni) p¥imku nad-
plochy J i jeji obraz v roving .

3. M&jme nyni na nadplofe J dvojici pfimek sdruZenych vzhledem ke
kiivece C, a to bindrni p¥imku b a undrni p¥imku «. Je-li bindrni p¥imka teénou
kiivky O, splyva v této teéné také sdruZend undrni pfimka. Obrazem této
dvojice pfimek na roviné x je pak bod b na kuZeloseéce K a jeji tedna « v bodg b.
V' opaéném ptipadé bindrni p¥imka b nesplyvé se sdruZenou undrni p¥imkou
% a protind k¥ivku C ve dvou riznych bodech M, N, jejichZ teény oznaéime
m, n. Obrazem zborcené plochy (b) je svazek p¥imek s vrcholem v bod¥ b, do
néhoz patti také obé teény m, n, vedené bodem b ke kuZeloseéce K a zobrazu-
jici torsilni pfimky m, n plochy (b). Undrni pfimka u sdruZend s bindrni
primkou b vzhledem ke kiivee C je jednoduchou pfimkou plochy (b) a uréuje
kubickou plochu [#], na ni% lezi také teény m, n k¥ivky C. Obrazem této plochy
na rovingé  je pfimka u, kterd prochdzi body dotyku teden m, n kuzelosetky K.
Odtud je patrno, ze bindrni pfimka b a s né sdrufend undrni pFimka u se
zobrazujt do roviny m jako bod b a pFimka w, odpovidajict st v polarité wréené
v roviné n kuZeloseékou K. Obricend lze snadno mahlédnouti, Ze bodu a jeho
polafe vzhledem ke kuZeloseéce K odpovidaji v uvazovaném zobrazeni bindrni
a unarni pfimka, které jsou k sobé prifazeny ve vySe uvedené pribuznosti
piimek na nadplose J.

Uzitim tohoto vysledku lze nyni snadno odvoditi vlastnosti sdruZenych
p¥imek na nadplose J ze zndmych polarnich vlastnosti kuZelose¢ky. Provedeme
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to jen v nékolika ptikladech, které maji jednoduchy geometricky vyznam pro
soustavy kubickych ploch na nadploSe J.

Je-li b, w dvojice pFimek sdruzenych vzhledem ke kfivce C, leZt bindrni piimka
b’ na plode [u] tehdy a jen tehdy, kdyZ sdruZend undrni pFimka w' le#i na plose (b).
~ Tato vlastnost se ziska z véty o zaiménnosti pélu a poléry vzhledem ke ku-
Zelosedce. Uvedenou vlastnost 1ze vysloviti tak, aby 1épe vynikl jeji geometricky
vyznam pro Fidici pfimky zborcenych kubickych ploch na nadplose J.

Dwojnd primka zborcené plochy (b') protind jednoduchow pFimku zborcené
plochy (b) tehdy a jen tehdy, kdyZ dvojnd primka plochy (b) protind jednoduchou
primku plochy (b').

Z ptedchézejiciho vysledku plyne okamzité tato vlastnost:

Jsou-li by, uy a by, uy dvé dvojice pFimek sdrufenyjch vzhledem ke kitvce C, je
bindrnt primka b, uréend undrnims pFimkams wy, u,, sdruena s undrni primkou,
uréenou bindrnimi pFimkams by, b,.

Pro fidici pfimky uvazovanych ploch na nadploe J tedy dostdvdme tento
vysledek, vyjadiujici v jiném tvaru pravé uvedenou vlastnost.

Jsou-li (b,) a (by) dvé zborcené kubické plochy na nadplose J, je bindrni primka
b, uréend jednoduchymi primkams téchto ploch, dvojnou pFimkow a undrni
pFimka w, uréend jejich dvojnygmi pFimkams, jednoduchow pFimkou téze zborcené
kubické plochy na nadplose J.

Uvedme jesté ndsledujici vlastnost sdruZenych p¥imek na nadplose .J, jejiz
spravnost je bezprostfedné patrna z predchéazejicich vysledki.

Necht b, u je dvojice primek sdrifenych vzhledem ke kfivce C. Probihd-li:
- bindrnt pfimka b’ tvofici primky plochy [u], probihd sdrufend undrni pFimka
u’ tvoFict pFimlky plochy (b). Probihd-li undrni pFimka w' tvofici primky plochy
(b), probihd sdrufend bindrni pfimka b’ tvoFict primky plochy [w].

Pro zborcené kubické plochy na nadplo$e J odtud dostdvame tento vysledek:
- Dvojné pFimky zborcengjch kubickych ploch, jejich jednoduché primky vyplhiuji
plochu (b), tvor's kubickou plochu [w) s Fidict pFimkou v jednoduché pFimee w plochy
(0). Jednoduché piimky zborcenych kubickiyjch ploch, jejichz dvojné pFimky vy-
pliiugi plochu [w] s Fidict pFimkou v jednoduché piimce w plochy (b), tvori zbor-
cenou kubickou plochu (b).

Podobnym zpasobem by bylo mozné odvoditi je$té daldi vlastnosti sdruze-
nych primek na nadplose J. '

4. Ve shod§ s pojmy zavadénymi v poléarni theorii kuzelosedek nazveme dvé
bindrni (undrni) piimky nadplochy J sdrufenymi vzhledem ke k¥ivce C, kdyé
kaZdd z mich protind undrni (bindrni) pFimku sdrufenou s druhow. Odtud je
patrno, Ze bindrni piimky sdruzené s danou bindrni p¥imkou b tvo¥i kubickou
plochu [u], jejiz Fidici pFimkou je undrni p¥imka u sdruZend s binarni p¥imkou b.
Podobng, undrni piimky sdruZené s danou undrni pfimkou u tvoki zborce-

304



nou kubickou plochu (b), jejiz dvojnou p¥imkou j ]e bindrni p¥imka b sdruZens
s undrni ptimkou w.

Uvedemé nyni — na zakladé znamych vlastnosti dvou poldrné sdruZenych
bodt nebo pfimek vzhledem ke kuZelosedce — nutné a postadujici podminky
pro to, aby dvé bindrni nebo undrni p¥mky byly sdruzeny vzhledem ke k¥ivce
C. Za tim ucelem pritadime kazdé bindrni nebo unirni p¥imece dva (rizné nebo
splyvajici) body k¥ivky C a dvé (rizné nebo splyvajici) jeji teény, a to tak, Ze
bindrni pfimee budou piitazeny jeji prisediky s k¥ivkou C a teény v téchto
bodech a unérni p¥imce teény k¥ivky C na ploSe, jejiz ¥dici pfimkou je tato
unarni ptimka, a jejich body dotyku s k¥ivkou C. Je ztejmé, Ze dané bindrni
'a undrni p¥imece jsou timto zpsobem p¥ifazeny tyté# body a pHmky privé
tehdy, kdyZ dané pfimky jsou sdruZeny vzhledem ke kiivee C. '

UZitim této dmluvy a znamych poldrnich vlastnosti kuZelosecky dostaneme
pro sdruZené bindrni nebo undrni p¥imky tento vysledek.

Dvé bindrni (undrnt) pFimky nadplochy J jsow sdruzeny vzhledem ke kfivce
C tehdy a jen tehdy, kdyz dvojice bods mebo pFimek jim pfiFazenych tvoFi na
kFivce C harmonickou &vefinu.

Vzhledem k jednojednoznaénému zobrazeni bindrnich a unirnich piimek
nadplochy J na body a ptimky roviny z a vzhledem k tomu, Ze kuZelosetka
indukuje na piimee involuci sdruZenych péli a v bod¥ involuei sdruzenych
polér, miZzeme na nadploSe J mluviti také o involuci sdruzenych bindrnich nebo
unérnich p¥mek. P¥ipomenuté polarni vlastnosti kuZelose¢ky nés vedou tedy
k poznatku, %e sdruzené bindrni p¥imky na plofe [«] tvofi involuci bindrnich
pfimek, jejiz samodruzné p¥mky jsou teény kiivky C, pfifazené undrni
piimece w. Podobng, sdruZené unidrni ptimky na ploge (b) tvoii involuei unar-
nich piimek, jejiz samodruzné p¥imky jsou tetny k¥ivky C, pfifazené bindrni
pfimee b.

Viimneme si nejprve p¥ipadu sdruZenych bmarmch pfimek na ploSe [u].
Prifadime-li. kazdé bindrni piimce plochy [%] jeji priseéik s undrni pfimkou %,
dostaneme jednojednoznanou p¥ibuznost mezi bindrnimi p¥imkami uvazo-
vané plochy a fadou bodd na pfimee ». Odtud ihned plyne, Ze involuce binér-
nich p¥mek na ploSe [«] uréuje na undrni piimee bodovou involuci se samo-
druznymi body v priseéicich unérni p¥{mky s pfifazenymi te¢nami k¥ivky C.
Vzhledem k tomu miizeme predchdzejici nutnou a postadujici podminku
pro sdruzené bindrni piimky vysloviti v tomto tvaru.

Dvé bindrni primky nadplochy J jsou sdruzemy vzhledem ke ktivce C tehdy
a jen tehdy, kdyt jejich priseliky s undrni pFimkow w, Kterd je gimi urena, od-
déluji harmonicky prisetiky pFimky w s pFifazengma teénams kfivky C.

Obrétime se jest& k p¥padu sdruzenych undrnich pfimek na plose (b). V tom-
"to pHpadé neexistuje jednojednozna&né p¥ifazeni undrnich p¥imek plochy (b) a
jejich prisetikit s p¥imkou b. Lze viak takové piifazeni ziskati mezi body
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