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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

KRIVKY V PROSTORECH MINKOWSKEHO

VACLAV VILHELM, Praha.
(Doglo dne 30. kvétna 1956.) B

Price se zabyva theorii kiivek v prostorech Minkowského.
Zskladni roli tu hraje skalérni soudin. (a, b) vektort @, b v prostoru
Minkowského. Tento soudin neni obecn& komutativni a je distribu-
tivni jen zprava, t. j. plati jen (@, ab + fc) = x(a, b) + B(a,c).
Price je zamé&fena k tomu, aby dosaZené vysledky mély jednodu-
chou a nézornou geometrickou interpretaci.

1. n-rozmérny prostor Minkowského
Ukolem tohoto odstavce je zavedeni pojmi, jichz budeme v dal§im uzivat:
Definice 1.1. Bud E, n-rozmérny aritmeticky eukleidovsky prostor, o jeho ob-
vykld metrika, o = (0, 0, ..., 0) poédtek. Bud K ryze konvexni*) omezend uza-
vFend mnogina v E, obsahujict poédtek o jakoZto svij vnitini bod. Bud H hranice
K. Necht x € E,, x + 0. Oznalme &(x) prisetik polopFimky ox (vychdzejici z o a
jdouct bodem x) s H. PoloZme

_ o halaEh, Thad i
o) =" 227, Flo) =01

V E, definujme movou metriku o predpisem x,y € B, = o(x, y) = Fly — ).
Pak prostor B, s (obecné nesymetrickou) metrikou o nazveme aritmetickym n-roz-
mérnym prostorem Minkowského E,(c). Prostor M s metrikow o spliiujici axiomy
1°0(x,y) > 0 prox + y, 2° o(x, ) = 0, 3° o(x, 2) < o(x, y) + o(y, 2) nazveme
pak n-rozmérnym prostorem Minkowského, existuje-li zobrazeni f prostoru M na
néjaky n-rozmérny aritmeticky prostor Minkowského E, (o) tak, Ze
x,y e M =a(z, y) = off(x), f(y)] - (1)

Dwojici (E,(o); ) budeme nazyjvat representact prosto'rd M (o).

V nésledujicich t¥ech vétich ukireme opravnénost definice 1.1. .

Lemma 1.1. a) Funkce F z definice 1.1 md tyto vlastnosti:

1. Flz) > 0 pro z e E,, z + 0;

*) T.zn.: je-lia, be K, a + b, pak kazdy vnitini bod tseéky ab je vnitinim bodem K.
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2. Flk.x)=Fk.F(zx) pro k> 0, z e B,;

3. F(x + y) < F(z) + F(y), pfi SemZ znameni rovnosti plati, prdvé kdyZ
body z, y leZt na téke polopfimee v B, vychdzejict z poédtkw o.

b) Funkce o z definice 1.1 md tyto vlastnosts:

1. o(x,y) > 0 pro z,ye K, x + y; oz, z) = 0;

2. o(x,2) < a(x,y) + oy, 2) pro x,y,ze B, pfi demZ rovnost plati, prdvé
kdyt bod y le¥i na vsebee s krajnimi body x, z. (V pFipadé x = z to znamend,
Loy = x.)

Dukaz. Nejprve dokazeme &4st a). Vlastnosti 1., 2. plynou ihned z definice
funkece F. Nechf z, y € E,,. Lezi-li , y na téZe poloptimce vychézejici z o, pak
je na piiklad y =k .z, k> 0 a podle 2. jest F(z + y) = F((k + 1) .2) =
= (k+1).F(x) = F(x) + k. F(x) = F(z) + F(y). Necht koneéné z, y nelezi
na téze polop¥imece z bodu o, takie zejména o + x + y =+ o. Poloime z =
= [F(x)].2, ¥y = [F(y)].y. Plati tedy F(x) = F(y) = 1, &ili z,y ¢ H (viz
definici 1.1). Protoze M je uzaviena a ryze konvexni, lezi bod

—__F(;”_)__ 7 _F(-'/L_ 57
T+ P T T + P Y

(ktery je vnitinim bodem tsedky (zy)) uvnit¥ M a tudiz F(z) < 1. Tedy podle 2.
plati

4 1 _ .
m.F[F(w).x+F(y).y]< 1,

neboli F(x + y) < F(z) + F(y); tim je ¢ist a) dokazana.

Dukaz ¢asti b). Vlastnost 1. je ziejma, takZe zbyva dokazat vlastnost 2.
Necht x,y,ze E,. Pak podle &isti a) je F(y —2)+ F(z —y) = F(z — =),
pii demZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz body y — z, z — y lezi na téze
polopfimce vychézejici z podatku o. V tomto piipadé pak bud n&ktery z bodi
y — x, 2 — y je politek o a pak 2. zrejm& plati, nebo existuje k > 0 tak, Ze

1 k \
Yy —x = k(z —y), takze y=k+1?+k+1z.,Tudiz (protoze y =+ x)
jest x + z a y leZi na tsedce s krajnimi body =, z.
Z lemmatu 1.1 ihned plyne

Lemma 1.2. Bud a, b € E,, a + b. Pak pFimka jdouct body a, b v E,, je mnoZina
boda z € E, takovych, Ze o(a,x) + o(z,b) = o(a, b) nebo o(z, a) + o(a, b) =
= o(z, b) nebo o(a, b) + o(b, ) = o(a, z).

Véta 1.3. Bud M (o) Minkowského prostor, (E,(o"); f), (Em(a”); g) jeho dvé re-

presentace. Potom m = n a existuje requldrni linedrni zobrazeni L E,(c') na
E,.(c") takové, Ze

z,Ye E,,,(O") = Gl(x: ?/) = G”[L(x)’ L(y)] . (2)

L
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Dukaz. Pro n =m =1 je vie zfejmé. Necht tedy = .m = 2. Zobrazeni
fg~ je prosté zobrazeni ,,(c") na E,(¢') takové, ze x,y € B,,(¢") = o"(x,y) =
= o'[fg (%), fg(y)]- Z lemmatu 1.2 odtud plyne, Ze fg—* zobrazuje pfimky
z B, zase na ptimky z E,. TudiZ, jak zndmo (viz na pt. [4]), jen = m a fg' je
linedrni; poloZime-li fg—* = L1, plati (2), c. b. d.

Z véty 1.3 rovnéz plyne, Ze v Minkowského prostoru M, (o) mizeme defino-
vat piimky a tselky jako vzory p¥imek a uselek v libovolné representaci
(B.(a’); f) prostoru M,(c), dile vektory v M,(c) jako t¥idy orientovanych
tsedek, jejichZ obrazy v (E,(o’); f) tvoti t¥idu dseéek definujicich vektor v E,
a ukéazat, ze vektory v M, (o) tvoti (funkei F normovany) n-rozmérny vektorovy
prostor ¥, nad télesem redlnych &isel.

Zavedeme nyni tuto terminologii. Bud M ,(¢) n-rozmérny prostor Minkow-
ského, (E,(c’'); f) dané jeho representace. Pak ¥ekneme, Ze v M,(c) je din
linedrné souradny systém (x) (uréeny representaci (H,(c);f)); je-li f(x) =
= (2, 22, ..., 2") obraz bodu z e M,(0), nazveme &isla 2%, 22, ..., 2" soufadni-
cemi bodu z v nafem soufadném systému (z).

Méme-li dva linedrni soufadné systémy uréené representacemi (E,(c'); f),
(E,(c");9) a mé-li bod ze M,(6) v nich soufadnice (2,22 ...,2") resp.
(z, 22, ..., &), pak plati

T = alr! + bt *) @)
kde o, b¢ jsou reslné &isla nezavisls na x, p¥i Sems
et Jaf] + 0 @

To plyne z véty 1.3.

Funkci F resp. F definovanou na E,, kter4 vedla k definici metriky v E,(o’)
resp. E,(¢”) nazveme normou aritmetického prostoru Minkowského E,(c’)
resp. E,(o”). Podle (3) pak plati

F(z?,...,2'") = F(ajz', ..., alx'9) . (5)

Zobrazeni f prostoru M, (o) do sebe nazveme isometrickym, plati-li
z,y ¢ M,(0) = o(z, y) = olf(®), {¥)] . (6)
V&ta 1.4. Bud f isometrické zobrazeni v M,(c). Pak f je requldrni linedrni

zobrazent prostoru M,(c) na sebe.

Dikaz plyne ihned z véty 1.3.
.~ Bud (2) linedrni soufadny systém v M,(¢) ureny representaci (E,(o"); g)
a F norma v E,(¢'). Bud opét f isometrické zobrazeni M, (o) na sebe. Oznagi-

me-li (E 2% ..., z") soufadnice bodu f(x) kde z e M,(0) ma soufadnice (z%,
o T, pak z véty 1.4 plyne- |
zi = ajx? + bi, det ||a}|| +0. (7)

"~ *) Pres indexy vyskytujici se dvakréit se séitéd od jedné do n.
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Protoze f je isometrické zobrazeni, plati pro kazdy vektor a ¢ V,, 0 soufadnicich
(a%, a? ..., a") :

F(a, ...,a") = F(a;a, ..., aldd) . o (8)
Této identité bude vidy vyhovéno volbou
o = &5 5 _ (9)

ktera ¥iké4, Ze f je translace. Naopak existuji normy F takové, Ze (8) plati
pouze pro aj = &;. Takovy prostor M ,(c), v némz (8) implikuje (9), nazveme
obecnym prostorem Minkowského (viz [1]). Zfejmé je pak, Ze jedind iso-
metrickd zobrazeni v obecném prostoru Minkowského jsou translace.
Pfejdeme nyni k diferencidlnim vlastnostem prostorti Minkowského.

Definice 1.2. Bud M,(c) n-rozmérny prostor Minkowského, (x) linedrni sou-
Yadng systém uréeny representact (E,(o’); f). Pravime, Ze prostor M,(o) je t¥idy
_r (r-celé nezdporné éislo), jestlife nmorma F prostoru E,(o’) je r-krdt spojité
o2F®

diferencovatelnd funkce v oblasti E, — {0} a det wiea | T 0

Z (5) plyne, ze definice 1.2 je oprdvnén, t. j. Ze tu nezalezi na tom, kterou
representaci prostoru M, (o) vybereme.

V dalgim budeme vzdy predpoklddat, Ze prostor M,(c) mé t¥idu r = 3.
Bud (z) linedrni soutadny systém v M,(s) urleny representaci (E,(c’);f),
F p¥islugnd norma. Z lemmatu 1.1 plyne, Ze F je kladné homogenni dimense 1.
Podle Eulerovy véty tedy jest

_ PP, ..., %)

282 (%L, ... %" -
BT 2 B) ox't ox'*

x'ix'*, ' ¢E,— {o}. (10)
Polozme

1 282z, ..., 2'")
2 ox'iox’?

Gai(B'Ly vony ') = (11)
Snadno zjistime, Ze g,;(z, ..., z'") jsou komponenty kvadratického tensoru,
jemuz budeme Fikat metricky tensor.

Snadno se nahlédne, 7e kvadratickd forma g,;(z’*) zia? je positivné definitni
pro kazdé ' = (z, ..., 2'") e E, — {0}. RovnéZ je patrné, ze funkce g,;(x'*)
jsou kladné homogenni dimense 0. Odtud plyne, Ze

09:5(x") . 09:4(2") i
L = U gi=0, 12

2. Skalarni soutin a orthonormélni base ve vektorovém prostoru V,,

Bud (z) linedrni soufadny systém v M, (o), g,;(z, ..., ") komponenty
metrického tensoru v tomto soufadném systému. Budte a + 0, b vektory
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ve V, o soufadnicich (a?), (b%) uréenych systémem (). Snadno se presvédéime,
Ze ¢&islo '
9@, ..., a) asb! (13)

nezavisi na volbé soufadného systému (x) a mizeme proto definovat:

skaldrnim souéinem (a, b) vektori a, b e V,, nazveme ¢&islo (13), pokud a + 0.
Pro a = 0 klademe (0, b) = 0.
Zfejmé jsou tyto zdkladni viastnosti skaldrniho souéinu

1. (a, ) = 0, rovnost nastane prdvé pro a = 0; (a, a) je Gverec normy ||al}
vektoruaeV,: ||| = V@ a) = o.

2. A.a,b)=21.(a,b)proa,beV,, 2 = 0;

3. (a, ab + pc) = «(a, b) + B(a, ¢) pro a, b, ceV,; «, B redlnd &sla.

Pravime, Ze vektor a €V, je kolmy k vektoru b e V., kdyZ (a, b) = 0.

Véta 2.1. Necht ay, @, ..., a;, & = n, jsou nenulové vektory ve vektorovém pro-
storu V,, prislusném prostoru M,(c). Necht plati (a;, a;) = 0 pro 1 <9, 1,§ =
=1, 2, ..., k. Potom vektory ay, @, ..., a; jsou linedrné nezdvislé.

Dikaz. Necht > «a; =0, «; redlnd Cisla. Oznaéme b; = > o0y tedy
=l i=j
b, = 0. Odtud 0 = (a,, b;) = «,(a,, @), takie «, = 0 a proto b, = 0. Odtud
opét plyne 0 = (@, b,) = x5(as, @,), takZe x, = 0 a by = 0. Tak pokracujeme
dil; dostaneme nakonec, %e x; = &g = ... = & = 0, ¢. b. d.
Definice 2.1. Bud A4, k-rozmérny podprostor ve V. Relnéme, %e vektory ay, ...
cres U € A, (v tomto pofadt) tvorFt orthomormdlnt basi prostoru A,, plati-li

(@,a) =26 pro 1=<7,4,7=12,..,k. (14)

Véta 2.2. Bud A, k-rozmérny podprostor ve V,. Pak existuji v A, vektory
e, ey, ..., & tak, Ze tvoFi orthonormdlni basi prostoru A,.

Dikaz se nijak neli§f od dikazu ptisluiné véty v eukleidovském vektoro-
vém prostoru (viz na p¥. [2]).

V dal§im se ukdze vyhodnym toto roziifeni pojmu skaldrniho soudinu.
Budte a,b,c tfi vektory ve V,, @ + 0. Skalar g,(at, ..., a®) bic/, kde (af),
(b9, (¢?) jsou soutadnice vektorii a, b, ¢, oznadime symbolem (b, ¢), & budeme
mu ¥ikat skaldrni soucin vektord b, ¢ ve sméru a (nebot (b, c), = (b, ¢),, pro
A>0).

Z¥ejmé jsou tyto vlastnosti skaldrniho souéinu (b, ¢),:

(0, €)a = (¢, 0),, (a,d), = (a,d), (161 + %gbg, €)g = %1(bys c)a + “2(62’ C)a

pro by, b, e V, a redlna d&isla oy, -

\
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3. K¥ivky v prostoru M, (¢). Frenetovy formule

Bud M, (o) n-rozmérny prostor Minkowského t¥idy » = 3, (z) linedrni sou-
Yadny systém v M,(c). Bud J interval v E,. Zobrazeni f intervalu J do M,(c)
nazveme reguldrni r'-krdt diferencovatelnouw parametrickou kiivkou v M,(o),
jestlize funkce zi(t), ted, 1 =1, 2,...,n, kde (21(¢), 22(¢), ..., 2"(f)) jsou sou-
fadnice bodu f(t) e M, (o) v soufadném systému (z), jsou r'-krat spojité di-

1 9
dlferencovatelné a vektor (dx (?;; , d;t ) je nenulovy pro kazdé ¢ e J.

Bud to, t,eJ, t, <t;. Definujeme-li obvyklym zptsobem délku oblouku

L(t,, t,) kiivky f z bodu ¢, do bodu ¢,, snadno spoéteme, Ze

t; —— dxl(t)
L(ty, t,) = !Vgﬁ(m’l, @)’ dl, kde ®t=—g - (15)

Definujeme-li nyni zndmym zpisobem orientovanou r’-krat diferencovatel-
nou reguldrni k¥ivku k v M,(o) jako jistou t¥idu parametrickych r'-krét
diferencovatelnych reguldrnich k¥ivek obsahujici f, snadno zjistime, Ze v této
tridé existuje pravé jedna parametrickd kiivka ]7(8) = (zi(s)) takova, Ze
Zi(0) = xi(t,), s je délka oblouku orientované k¥ivky % z (zi(0)) do (z(s))-
Pro parametr s ziejmé plati

da*® dz*\ dz* dz’
Fz(Ts)— (ds)ds o 69
Nazveme-li kaZdou parametrickou k¥ivku leZici v t¥idé parametrickych kiivel,
kterd definuje orientovanou k¥ivku k, representact orientované k¥ivky k, pak
parametrickou kfivku f~na.zveme vijznaénou representact orientované kiivky k.

Bud k orientovana reguldrni 7’ = n-krat diferencovatelni k¥ivka v M,(o);
jeji vyznaéna representace necht je v linedrnim soutadném systému v M,(o)
déna funkcemi (x*(s), 2%(s), ..., 2*(s)), 0 < 8 < s,. Vektor i(s) ¢ V,,, jehoz sou-
dal(s)  dzn(s)

Tadnice jsou ve zvoleném soufadném systému ( ), nazveme

ds 7777 ds
teénym vektorem k¥ivky k v bodé s. Misto % piSme z'%. Z (16) plyne, Ze
gii(@', ..., i =1 (17)
pro kazdé s e (0, 8,>. To vSak znamen4, Ze '
&H=1; - (18)

tedy vektor ¢ mé délku (t. j. 2. odmocninu z normy) rovnou jedné pro kazd é
$€<0,8).
Utvofme nyni vektory t',¢,...,£~1, kde &irkou znadime derivaci podle s.
V dalsim budeme vzdy predpokla.dat ze dimense vektorovych prostoru
Ay(8) = {E(s), ¥'(8), ..., E¢=1(8)} je tdZ pro kaidé se (0, s;).
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Definice 3.1. Necht prostor {t, t', ..., t"D} md dimensi h. Pak b nazveme hod-
nosti kfivky k. Linedrni prostor Ry(s) v M, (o) uréeny bodem (2%(s), ..., z*(s)) a
vekitory £(s), £'(s), ..., 261(s), kde 1 < i < h, nazveme i-tym oskulabnim prosto-
rem kfivky k v bodé s.

Jak zndmo plati pak tato véta:

Véta 3.1. Necht kfivka k md hodnost h. Pak k le#{ v h-rozmérném linedrnim
podprostoru v M ,(c), ktery je zdrovess jejim h-tym oskulaénim prostorem v kazdém
gejim bodé.

Z véty 3.1 plyne, Ze pii dal§im vySet¥ovéani knvek se muzeme omezit na
kiivky hodnosti n v M, (o).

Obratime se nyni k odvozeni Frenetovych vzorca pro kiivky. Nejprve vSak
dokézeme jednoduchou pomocnou vétu.

Lemma 3.2. Budte af(s), b(s) diferencovatelné vektorové fumkce ve V,. Necht
(a(s), b(s)) = konst., a(s) + 0. ’
Potom jest (a(s), b'(s)) + (a'(s), b(s)), =

Dikaz je zfejmy, prejdeme-li k linedrnimu soufadnému systému (z)
v M,(0). Necht vektory a, b v ném maji soufadnice (a?), (b?). Pak z rovnosti
gi;(a, ..., a") afb? = konst. plyne derivaci

agi;(at, ..., a")

oaF a’*a’t 4 g;i(at, ..., a") @'V + gi(at, ..., @) @il = 0 ;

prvni ¢len vlevo v této rovnosti je v8ak podle (12) roven nule. Tim je lemma
dokazano.

Bud % regulérni orientovana k¥ivka v M,(c) hodnosti n, aspoii (n + 1)-krat
spojité diferencovatelnd. Bud (2) linearni soufadny systém v M,(c); v ném
nechf vyznatnd representace kiivky %k je ddna funkcemi (2(s), ..., 2*(s)),
s €0, 8;), 8; > 0. Oznaéme jako obvykle #(s) teény vektor ki¥ivky k v bods s.
Podle pfedpokladu vektory ¢,t,...,6""1) tvoFi basi prostoru. V,. Pomoci
base £, ¢, ..., #"~D sestrojime nyni ve V, pro kazdé s ¢ {0, s,> jistou orthonor-
malni basi e,(s), ..., en(s) Udédme nyni konstrukei této base.

Pfedné polozme

ey(s) = ¥(s) , » (19)
takze |

(e, 1) = 1. (20)
Necht dile e, = e; + a6, kde oy, = — (e, 1), takie (e, €,) = 0. Aviak

z (t,t) =1 a lemmatu 3.2 plyne (¢,¢) = 0, takZe «,; = 0. Skaldrni funkei
V(Ez, €;) > 0 oznadme x,(s) a nazveme ji proni kfivosti k¥ivky k-v bodé s.*)

*) Stejnym zptsobem definoval 1. knvost ktivky ve Finslerové prostoru H. Ruxp
v préei [3].
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Vektor ey(s) = »; 1(s) e,(s) nazveme prvni normdlow kfivky k v'bods s. Plati
pak ziejmé

(e1,€5) =0, “(eg, ) =1, eye{t,t'}, (21)

e = %48, . ' (22)

D4l postupujme indukei. Piedpokliddejme, Ze uZz méme sestrojeny vektory
e,(8), 5(8); «--, en(8), m < m (vektor e;s), 2 <14 = m, nazveme (¢ — 1)-vou
normdlow kfivky k v bodé s) a skaldrni kladné funkece s,(s), #5(8), ..., #m—_s(8)
(8islo x,(s), 1 < j < m — 1, nazveme j-tou kfivosti kFivky k v bodé s), pro né%
plati

A

(e;e5) =0 pro i<j, i,i=1,2,...,m (23)
e; = — &€ — Kiglg = oo — K;3€; + #i€it1 > 1 é 7 g m — 1 ) (24)

kde o;; jsou rekurentné stanovena rovnicemi

oy = %y(e5 €5) €1 5

xi(eq; €1) + oip = — ay(ey, €:), — xaa(€s €:)e, T #a(es; €3, »
o41(3, €1) + oiales, €2) + xig = — ogy(€y; €), — ... — az(ess €s)e, +
+ #3(eq €i)e, » (25)

....................

(e €) + oo+ x5 g(€€i1) 2 =0, (l=1=m—1).

Pak polozime

zm+l = e:n + %m161 T+ oo+ Xoumm (26)
kde zase
Cmy = #1(€; em)al ’
Om1(€2, €1) + A = — xy(ey, em)e, — xg(€s, em)e’,2 + #a(es, e’m)e, s

.................... (27
D‘ml(em: 61) + i+ Gpm = 0;
skalar x,,(s) = V(Em+ 1 €m+1) > 0 nazveme m-tou kitvosti kfivky k, vektor
m+1(8) = %;,1(8) €m+1(8) m-tou normdlow kfivky k v bodé s. Potom pro¢ < m -+ 1
dostaneme z (26)

»

m

(€5> ems1) = % (€ss Emss) = %m'[ (s €m) + > omiles €)1 -
i=1
Podle (23) jest (e;, e,,) = 8%, Odtud derivovanim a uzitim (24) méame (e, €,,) =
i
e (eil,': em) = kElfxik : (ek, em)e‘ T Mi(ei+1: em)e, . Tedy (eir em+1) = x«;tl :
i - m i
. [kzl (s em)s, — xiesn €m)s, 1 Z Omi(€s €5)] = 2m'[ z ocn(exs em)q — %
= =1 k=1

(€cs1s €m)e, T S Gimy(ess €;)], nEbOL (¢;, ;) = 0 pro i < j < m. Soudet v hranaté
i=1

zévorce se viak podle ¢-té rovnice v (27) rovné nule. Tedy vskutku (;; €,41) =
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=0 pro ¢ <m + 1. S drubé strany jest ziejmé (e,.y,€ns;) = 1. Plati
tudiz rovmice (23) pro ¢,7=1,2,...,m + 1 a rovnice (24), (25) pro i =
= 1, 2, ceey M.

Tim jsme rekurentné sestrojili ke k¥ivce k£ v kazdém jejim bod¥ o parametru
s vektory e,(s), ..., e,(s), pro néz plati (23) pro 7,9 =1,2,...,n a (24) a (25)
pro i =1,2,...,n — 1. Vektory e,(s), ..., e,(s) tvoii basi prostoru V,; proto

— ey = Op1€y + o Kpnn - (28)
Uréime nyni koeficienty «,y, ..., %,,. Z (28) plyne

(el’ e:l) == oc'nl H
(€2 e;) = — otny(ey, €) — Opa s
.................... (29)
0 = (e, efl't) = — ‘xnl(enf &) — coo — Opp_1(€n; €n1) — Gy -
Aviak (e;, e,) = 0 pro ¢ < n. Odtud derivovanim a uZitim lemmatu 3.2 dosté-
vame
(% eﬂlz) = - (e;: e‘n)ei = (1 en)e, F oo+ agley en)e‘ — %i(€ip; en)e; . (30)
Z (29) a (30) plyne, viimneme-li si, Ze &;4(e;, €n)s, = *s5(€s, €5) = 0,
. Kpy = 7‘1(629 en)e, s
Op1(gs €1) + Ong = — xgi(ey, en)c, + (e, en)z, s
%n1(€ns €1) + oo+ Xy = 0.
Poznamenejme jesté, ze v rovnicich (25) je «;i(e;, €;),, = 0 pro ¢ < j. Dosazeny
vysledek shrneme v této véte: y
Véta 3.3. Bud k reguldrni, asport (n + 1)-krdt diferencovatelnd ortentovand
krivka hodnosti n v M,(0), s jeji oblouk, 0 < s < s,. Bud £(s) = e,(s) jejt teéna,
e:11(8) jejt i-td normdla (1 < 1 < n — 1), %; (3) jejt j-td kfwwost (1 =j =n — 1)
v bodé o parametru s. Potom plati vzorce
6= — %€ — oo — Oy + Ay, 1S iI=my (1)
kde klademe x, ., = 0, e,., = 0 a skaldry «;; jsou rekurentné stanoveny rovnicems

agy = #1(€s, €)e, 5

aia(g 1) + g = — ay (1, €, + #ales, €i)e, 5

Xip(€imys €) + ooe F Xiq = — os33(81, €)e,_, — oo — Kigi-g- (32)
- (€9 €5)e,_, + #i-q(ess €)e,_, s
(e €) + oo Fo;y=0.
Vzorce (31) a (32) miizeme nazvat Frenetovymi vzorci pro kfivky v prostoru
M, (o) (okamzité se presvéddime, ze v piipadé, kdy M,(c) je eukleidovsky
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prostor, dostdvdme zndmé Frenetovy formule). Vektory e;(s), (), ..., €,(s)
nazveme zdkladnim n-hranem k¥ivky k v bodé s.

UkéZzeme nyni, Ze k¥ivosti kiivky spolu s jejim zdkladnim n-hranem v libo-
volng zvoleném jejim bod&,urduji tuto k¥ivku jednoznalné a Ze pro kazdou
volbu spojitych kladnych funkei x;(s) (1 =j<n — 1), se(0,s,) existuje
v M,(o) orientovans k¥ivka, pro‘niz s je oblouk a x,(s) j-t4 kiivost. Nejprve
viak dokéZeme dvé pomocné véty.

Lemma 3.4. Budte x,(s), 0 =< s = s, kladné spojité funkce, 1 < j=n — 1.
Necht vektorové funkce e,(s) ve V,, 1 < 1 < n jsou FeSenim systému diferencidinich
rovnic

e(8) = — 2;18,(8) — . — oxsi4(8) + %4(8) €;4(8), 1 £ ¢ < m,
#n(8) =0, e€,4(8) =0, (33)
kde funkce a;, jsou uréeny rekurentné rovmicems (32). Necht e,(s) vyhovuji pold-
teénim podminkdm e,(0) = e, kde

(e, €) =0 pro i<7;4,7=1,2....n. (34)
Potom: pro vlechna s, pro néf jsou e,(s) definovdny, plati
(ei(s), e4(8)) = 6; bpro - i=12,..n. (35)

Dikaz. Necht funkee e;(s) jsou FeSenim systému (33) s pocateénimi podmin-
kami (34). Oznadme f;;(s) = (e;(s); e;(s)) pro s <7,4, 7 =1, 2, ..., n. Pak tedy
plati

fi0) =6 (36)
Spodtéme nyni derivaci funkce f;.(s). '
a) Necht pfedné je 7 < k. Potom podle (33) plati
fia(8) = (ess &) + (€5 €r)s, =
L= o &) — <is — o ia(€ss €iy) — o fia(8) — Xpivy Fiiaa(8) —
(! — oo — O falS) + #x finsa(8) — xar(er, €1), — -0 —|
— ;i-1(€r €i1)e; — i fur(8) + #il€rs €141, -
Podle (32) viak jest

(s €1) + ...+ e = — xigley, €r)o, — «+o — O q1(€iys €)e, + %ilCiv1s €x)e, -
(37)
UZitim (37) dostaneme, Ze ‘ ;
ﬂk(s) = o1 — Fful8)] — opia figa(8) — ... — ope - fur(s) +
¢ + 2 fira(8) — i fu(s) - (Zde klademe f;,.(s) = 0.) (38)

b) Necht 2 = k. Pak zeela obdobn& jako v a) odvodime uzitim (32) a (33)
rovnost

. f;i(s) = o[l — fz'i(s)] % fi,i+1(3) v Py .(39)
(Pro ¢ = n odpadne posledni &len.) - £
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Rovnice (38) a (39) piedstavuji systém linedrhich diferencidlnich rovmic
pro fa(s). Tyto rovnice maji Yeseni f:-,(s) = ¢ to vyhovuje politetnim pod-
minkdm (36). Tedy plati pro viecka uvaiovana s f;;(s) = é; pro 1 < j; tim je
véta dokazéna.

Lemma 3.5. Necht funkce x;(s), 1 < § < n — 1 jsou spojité a kladné v inter-
valu {0, 8,>, 8; > 0. Pak systém diferencidlnich rovnic -

7

ei(s) = — X5 61(8) T ee. — Ky e,-(s) + %,;(8) ei+1(3) )
I=St=n, %68)=0, e, (8)=0, els)eV,),
kde x;. jsouw uréemy rovnmicemsi (32), md p#i poldteénich podminkdch e, (0) = él,

kde

mi

(e, €5) = &) pro i <7;4,5=1,.. (41)
pravé jedno Fedent e,(s), es(s), ..., eq(s); to 9e definovdno v celém mtervalu 0, 8>
a (e:(s), e;(s)) = 8} pros < j, s € (0, 8.

Dikaz. Zvolme v prostoru M, (o) linedrni souFadny system (x)- Z definice
prostoru M, (o) plyne, Ze existuji kladnd &isla 4, B takové, %e pro soufadnice
(¢, ..., e") kaidého vektoru eeV,, pro n&jz (e;e)=1, plati 0 < 24 <
< max(le!], |e2, ..., e”]) < 4B. Necht nyni vektor e,(s) m4 soutadnice (€;(s), ...

. €;(8)), které kratce oznadime (e%(s)). Systém (40) v soufadnicovém tvaru
piedstavuje soustavu n? diferencidlnich rovnic pro ef(s):

| €(s) = f2(ef(s), 9) - @)
Protoze g,,(z') maji spojité derivace pro kazdé =’ € V,, 2’ + 0, snadno nahléd-
neme, %e funkce f:(ef, s) n? 4 1 proménnych e, s jsou spojité a maji spojité
parcidlni derivace podle ef v kazdém bodg (ef, ), kde s € <0, 8;), (€], ..., €}) *+
#* (0, ..., 0). Oznadme Q oblast t&ch boda (e, s), pro néz :

A <max(e,...,.|6f) < B, 0<s=s.
1<jsn .
V Q jsou tedy funkce f¥(e}, s) spojité a maji tam spojité parcidlni derivace

podle ef.

Pro podstetni podminky (41) plati (€)%, 0) ¢ 2 a proto existuje pravé jedno
TeSeni ef(s) systému (42), spliiujici tyto podateéni podminky. Podle lemmatu
3.4 plati pro kazdé j, 1 <j <, (es), e;(s)).= 1, takie integralni céra
(€ (s), ) mliZe pro s > 0 protnout hranici oblasti 2 jen v bod8, pro néjz s = s;.
Z theorie diferencidlnich rovnic v8ak vime, Ze integralni ¢dru (ef(s), s) 1z¢ pro-
dlouzit az k hranici oblasti Q. To znamené, ¥e integradni &aru lze prodloutit
az do bodu s;; tedy systém (42) mé p¥i podateénich podmmkach (41) YeSeni

es(s) v intervalu (0, 8.

Véta 3.6. Bud M, (o) n-rozmérny prostor Minkowského. Budte x;(s), 1 = j =
=< n — 1 spojité kladné funkce v {0, 8,>. Necht %z € M, (c) & necht vektory e, .
.2, Y%, 2 V, tvoft orthonormdlni basi ve V,. Potom exvistuje v M,,(o') pravé 7edna
reguldrni orientovand kfivka k(s) s témito vlastnostma.:
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1° parametr s je jejim obloukem, 0 < s =< s;;

2° 3,(8) je 1-td kfivost kftvky k v bodé o parametru s;

3° k(0) = %, %, je tebny vektor, %e; 1 (1 = § < m) j-td nor mdla kiiwky k v bodé
o parametru s = 0.

Ditkaz. Zvolme v M,(o) linedrni soutadny systém (z); necht v ném mé bod
%2 soutadnice (°z%), vektor %, soufadnice (%). Bud nyni e(s), €x(s), ..., €.(s)
feSeni systému (40) s poditeénimi podminkami e;(0) = %, spliujicimi (41).
Podle lemmatu 3.5 toto FeSeni existuje v celém intervalu {0, s, >, tvoii pro kazdé
s € <0, 8,) orthonormalni basi ve ¥, a je jednoznaéné stanoveno. PoloZme nyni

= z e5(s) ds + o=, (43)

Snadno nahlédneme, Ze parametrickd kiivka uréend v souradném systému
(x) funkcemi (2(s), £%(s), ..., z*(s)) je pravé hledans kiivka a je jediné.

Pozndmka. Zatim co v eukleidovském prostoru tvo¥i kiivosti k¥ivky dplny
systém jejich invarianth (t. j. uréuji k¥ivku jednoznaénd aZ na k¥ivky s ni
shodné), v prostoru Minkowského tomu tak obecné neni. MizZeme totiz tvrdit
jen toto:

Véta 3.7. Budte x,(s), i = 1,2, ...,n — 1, spojité kladné funkce v intervalu
{0, 8;>. Budte %, ..., %, resp. %,, ..., %, dvé shodné orthonormalni base ve V,,
t. 7. takové, Ze exzstuye automorﬁamus ve V, pfevddéjict jednu basi v druhou.
Necht °z, %z jsou body v M, (o).

Potom orientované kfivky k resp. k, o k¥ivostech »4(8), oblouku s, vychazeyicé 2%
resp. ¢ a majici %, ..., %, resp. %, ..., %, za svij zdkladni n-hran v bodé °x
resp. "z. jsou shodné, t. j. existuje isometrické zobrazeni v M, (o), kieré prevddi
Kfivku k v kfivku k.

Dikaz je ziejmy z véty 3.6.

Tedy otézku po shodnosti dvou kfivek jsme redukovali pomoci ]e]wh kii-

vosti na otédzku, kdy dvé orthonormélni base v pfislu§ném ¥V, jsou shodné.

 V ptipads, Ze M ,(o) je obecny prostor Minkowského, je odpovéd na tuto otdzku

" prosté: Z4dné dvé razné orthonormalni base v pfislu§ném vektorovém prostoru
V. nejsou shodné. Tedy plati tato A

Véta 3.8. V obecném prostoru Minkowského M, (o) tvoft wplny systém invariantt
orientované kfivky jeji kFivosti 3y(S), #s(S), ...y %n—1(8) @ orthomormdlni base
Oy, %y, ..., Y, v pFislusném V, jako zdkladni n-hran kiivky v jejim poldtku
(t. . tyto ddaje uréuji kfivku jednoznaéné az na kfivky s ni shodné).

4. Geometricka interpretace k¥ivosti kiivky v I, (o)

. Zvolme v n-rozmérném prostoru Minkowského M (o) bod p, ktery nazveme
podatkem. Bud % orientovana regulirni kiivka v M,(c), s bud jeji oblouk,
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8€{0, 8). Oznadme k(s) bod na k¥ o parametru s, a bud r(s) vektor ve V,,

urdeny tisetkou p k(s) s podateénim (koncovym) bodem p (k(s)). Takto je kiivka
k déna vektorovou funkei (privodidem) r(s). Budeme v dal§im pFedpoklidat,
Ze k je alespoii (n + 1)-krat spojité diferencovatelnd, takze 7(s) mé spojitou
derivaci ¥4du n 4 1.

Lemma 4.1. Bud e,(s) teény vektor, e;.1(8) i-td normdla, 2,(s) (1 =1 = n — 1)
©-td k¥ivost kfivky k v bodé k(s). Bud § pFirozené &islo, 1 <j <n — 1. Pak
existugi skaldrni funkce B;1(8), B;a(8), --., Bis(8) tak, Ze

e = e + Biges + +-- + Biss + xata ... %51 (44)

die
kde i? = _ds_; a Pyy(s) =0.

Dikaz provedeme snadno indukei podle j uZitim véty 3.3.
Véta 4.2. V bod¢ k(0) kFivky k plati rozvoj

3 n
) = tr = e [o gy + e B g 0] +
S o, [y o Oy 5 s o e By 4 0len) |, (45)
—I-‘Zﬁ €; 1 el Mg~y 3! i (’I/ + 1)1 LR n—1.% ! ’

kde °r = r(0), %; = x%,(0), %B;; = B;(0), %; = e,(0). .

Dikaz. Pro funkei r(s) plati Taylorv rozvoj
, ” 82 sn
r@s) — % =% .58+ "0 g Tt °r‘").m + o(s®) .

Dosazenim %) = %*-1 g uzitim lemmatu 4.1 dostdvdme odtud (45).
Pozndmka. Pro n = 3 rozvoj (45) vypadé explicitng takto:

rs) — o = "él [s — %? . 02 L (%, %e5),, + 0(83)] -+

2 3
o] G+ G O e O ) 6] +
-+ O, [?’ 0% . 0%y + 0(83)] .

Definujeme-li obvyklym zplsobem styk kt¥ivek v M, (o), dostaneme odtud
snadno odpovéd na otdzku po souvislosti ¥4du styku obou kfivek s jejich
zékladnimi n-hrany a k¥ivostmi v p¥islu¥ném bod&. Ve je zcela obdobné
eukleidovskému piipadu.
UkéZeme nyni geometricky vyznam k¥ivosti orientované kiivky £ v jejim
bod¥, ktery neni jejim koncovym bodem. Zrejmé pii tom miZeme pied-
- poklidat, Ze tento bod je poditednim bodem kiivky k.
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Véta 4.3. Oznadéme R,(0) ity oskulaéni prostor kfivky k v bodé k(0), Si(s)
linedrnt prostor v M, (o) uréeny bodem k(s), s > 0 a velctory s1is - ons P8 (1 S
sSi=n—1).

Prostory R;(0) a S;(s) majt 2fejmé prdvé jeden spoleényj bod c;(s) e M. (a) Pala
platt

LLIONL) BRSNS T “

a) ki ooy & N COTEE §| S R v
pokud %;_, > 0, pak

b) Lim ofe(s), k(s)] 1 % 27 n—1), (47)

o0t 8. 0[c;—4(8), k(s)] 7 + 1
kde %, je i-td kfivost kfivky k v jejim poédtku k(0).
Dukaz. Pro privodié¢ r(s) bodu k(s) kiivky % plati rozvoj (45). Snadno
zjistime, Ze pro priavodié r; (s) bodu c¢;(s) plati

3
75(8) = 9; + ¢, [3 + %{ - %8s, +'%.. +;_t| . oﬂn—m + 0(3")] +

< 8’ ) gi+1 sn "
+ 2:2 %; [0"1 e %%y il + %44 GFO + ...+ Oﬁn—um + 0('_5 )] . (48)

Vzdalenost ofci(s), k(s)] bod c¢;(s), k(s) v M,(c) je rovna norrﬁé vektoru
r(s) — r:(s). Podle (45) a (48) jest

’ i+1
r(8) — 74(8) = %€y . O3 ... O%; (—@%T)' + o(s*+1).
Odtud plyne, Ze
8i+1
llr(s) — ri(8)]| = %%, ... %%, ('b—-{—-l—)i lPessy +o(L)]| - - (49)
Protoie norma je spojitd funkee ve ¥, a ||%;.,|| = I, dostdvime z (49) p¥-

o (46). Limita (47) je pak p¥imym dusledkem (46).

Pozndmka. Z (45) plyne, Ze |[r(s) — |2 = $2||%;]|| + o(s?), takZe plati
lim °LF(0), &(s)]
$>04+ .8
Necht f je libovolné representace orlentované krlvky k, {(0) jeji podatek. Pak
misto (46)‘lze psat

= 1. Odtud snadno. nahlédneme, %e plati toto tvrzeni:

o) J1 1 o
o O, FB] T G D)1

Nakonec uvedeme jednu vétu tykajici se k¥ivek v dvojrozmérném prostoru
Minkowského. Zachovivajice pfedchozi oznadeni a pfedpoklady, méjme v M (o)
orientovanou kiivku % o oblouku s, s (0, s,>. Bud's. > 0. Pfedpoklidejme, Ze
kiivost #,(8) k¥ivky k. je kladnd. Oznadme a(s) prusecxk pii mek k(s) + A, €s(8),
k(0) + Ay ey(0). Pak plati - . - : - Yol
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