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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
- Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha

SVAZEK 82 * PRAHA, 30.111.1957 % CiSLO |

STUDIE ZE ZAKLADU GEOMETRIE
I. UTVARY NEORIENTOVANE

BORIS GRUBER, Podébrady.
(Doslo dne 3. Fijna 1955.) DT: 513,01

Préce je vénovéna axiomatickému budovéni zékladd trojrozmérné
euklidovské geometrie. Tato prvni &4st studuje vlastnosti incidendni, .
rovnobé&Znost, kolmost a dusledky patého Euklidova postuldtu o rov-
nobsézkéch. Primitivni pojmy jsou bod, zaméfent (ve smyslu neoriento-
vany smér) a kolmy, pro néz je vysloveno devét axiomt. Definuji se
zejména pojmy pfimka a rovina jako jisté mnoZiny bodd.

Primitivni pojmy jsou bod, zaméieni a kolmy. Body znalime 4, B, C, ...,
zamé¥eni 2z, 2, 21, 25, ... Ka#dé dvojici riznych bodd 4, B je piifazeno
zaméfeni, které znalime ((4B). Jsou-li z,, z, zaméFeni, pak jsou bud
kolmé (znak 2z, | z,) nebo nejsou kolmé (znak z; non | 2z,). MnoZinu viech
bodi nazyvame prostorem a oznacujeme P. Tyto pojmy maji ndsledujici
vlastnosti:

1. Existuje aspori jeden bod a aspor jedno zaméfeni.

II. A + B={(4B) = {(BA). )

II1. {(AB) = {(A40), B + C = [(4B) = {(B0).

IV. Je-li ddn bod A a zaméfeni z, pak existuji body B, C tak, Ze {(AB) = z,
{(A0) * 2.

V.zg L za=2 1 2.

VI. 23 | 24=>2y 2 2,

VII. Je-li z; + 2,, pak existuje pravé jedno zamérent z, pronés platiz, | z | z,.

VIIIL. {(4B) | =, £(AC) | 2, B + C = ({(BC) | =. _

IX. Je-li A &= Baz, non | z,, pak existuje bod C, pro:né’jé' platt Z(AC) = z,,
{(BO) L 2.%)

1) Nez4vislost uvedeného systému axiomi zde nebudeme zkoumat. Ze je bezesporny,
ukazuje na p¥. model trojrozmérného euklidovského prostoru. Rozumé&jme bodem uspo-
fadanou trojici [a, b, ¢] redlnych &isel a zamé&fenim pomsr p : g : 7 t¥i redlnych &isel. (To
je uspotradans trojice redlnych ¢isel, z nichZ aspoii jedno je riizné od nuly; pritom poméry
PD1:q1i Ty, Dot gy Ty POVAZUjeme za totoZné, existuje-li éislo & == 0 tak, Ze je p, = kp,,
¢, = kqy, 7, = kry.) Jsou-li body. [ay, by, ¢;], [@y, by, ¢;] razné, pFifadime jim zaméfeni

(@ — @) : (by — by) = (¢, — Cp)- Zaméfeni P, :qy:7;, Py:gs:7y POvaZujeme za kolmé,
je-li pypy + ¢1¢s -+ 175 = 0. Axiomy I a% IX jsou pak ziejm& splndny.



1. PFimka

Zde zkoumame disledky axiomt I az IV.

1.1. Existuji aspots &ty¥i rizné body a t¥i riznd zaméfent.

Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé¥eni z,. Podle IV existuji body B, C
tak, ze ((AB) = z,, {(AC) * 2, (obr. 1). Oznaéme ((4AC) = z,, takie z, + z,.
Jest B + A + C, jeito symboly ((4AB), {(AC) maji smysl, a B + C, jeito

2, F 2z,. Podle IV existuje bod D tak, Ze plati

D &(BD) = z,; tedy jest B + D. RovnéZ jest 4 =+

B 2 + D; jinak by totiz podle II bylo z,=

= {(BD) = {(BA) = {(AB) = z, proti pred-

pokladu. Oznaéme z; = {(4D). Tvrdime, Ze je

Z Z3 2, + 23 = 2. Kdyby bylo 2, = z;, bylo by
{(AB) = {(AD) a z toho podle IIT (AB) =

= {(BD) ¢ili z, =2z, — spor. Kdyby bylo

! 2 % Z. 2y = 23, bylo by {(DB) = {(DA), z toho podle
IIT {(DB) = {(BA4), to jest z, =2, — opét
Obr. 1. spor. Konet¢né jest D % C, nebot jinak by bylo

z2 = 23.

1.2. Definice. Mnofinu M C P nazyjvdme mazimdlng mnofinou o vlastnosti vV,
Jestlize
1. M md vlastnost V,
2. jeli MC M,C P, M = M,, pak M, nemd vlastnost V.
1.3. Definice. Mnozinu p C P nazyvdme primkou, jestlize
1. obsahuje aspori dva rizné body,
2. je to maximdlnt mnogina této viastnosti:
A,B,C,Dep, A + B, C + D = ((4B) = {(CD). (1)
1.4. Definice. Zaméfenim pfimky p rozumime zaméfent {(AB), je-li A, B ep,
A + B. Zaméfeni pFimky p znatime {(p).
1.5. Jestlize pro primky p, p, plati p C py, jest p = p;.
Dtkaz. Plati (1) a
A,B,C,D ep,, A+ B, C & D=-{(AB) = {(CD). (2)
Kdyby bylo p =+ p,, nebyla by p maximélni mnoZina vlastnosti (1) — spor
s definici 1.3. : v
1.6. BudiZ A bod, z zaméFent. Potom mnoina vsech bodé X, pro né% plati
bud X = A mnebo ((4X) =z, (3)

je pFimka o zaméfent z obsahugjict bod A.
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Dikaz. Oznaéme p mnozinu v8ech boda X, pro néZz plati (3). Jest 4 € p.
Podle IV existuje bod B, pro n&jz plati {(4B) = z. Tedy B € p, B + A, takZe
p obsahuje aspoii dva rtzné body. Zvolme v mnozing p body C, D, E, F tak,
aby C = D, E + F. Je-li C = A nebo D = A, jest {(CD) = z (uZivime II).
Je-li C + A + D, jest {(AC) =2, {(AD) = z; z III pak plyne (CD) = 2.
Stejné se dokdze {(EF) = z, takze {(CD) = {(EF). Tedy p mé vlastnost (1).
Budiz konetné p C p, C P, p + p,, takZe existuje bod G pat¥ici do p,, nikoli
viak do p. Podle definice mnoziny p je @ + 4, {(AQ) % 2. V mnozin& p,
vezméme body A4, B, 4, G, takie A + B, A + G. Podle pfedchizejiciho je
{(AB) = 2, {(AGQ) % 2, coZ znamend, Ze p, neméd vlastnost (2). Tedy p je
maximalni mnozina o vlastnosti (1), tedy pfimka. Obsahuje bod 4 a mé zamé-
feni ¢(p) = L(AB) = .

1.7. Budiz A bod, z zaméfent. Pak existuje prdvé jedna pFimka, kterd obsahuje
bod A a md zaméfent z. Je to mnogina véech bodi X spliiujicich (3).

Dukaz. Oznaéme p mnoZinu vSech bodd X, pro n&Z plati (3). Podle 1.6 je
mnoZina p piimka, kterad obsahuje bod 4 a m4a zaméfeni 2. BudiZ p, pfimka
o zamé¥eni 2z, obsahujici bod 4. Pro kazdy bod X piimky p, plati bud X = 4
nebo {(4X) = z, takze p, C p. Z 1.5 plyne p, = p.

1.8. Necht pFimka p obsahuje bod A a md zaméfent z. Potom p je mnofina
vdech bodi X, pro néZ platt (3).

Dikaz plyne z 1.7.

1.9. Existuje aspor jedna piimka.

Dikaz plyne zTal.7.

1.10. Ke kaZdé pFimce existuje bod, ktery na ni neleZi. Ke kaZdému bodw existuje
pFimka, kterd jim neprochdzi. .

Dikaz. 1. BudiZ p libovolna piimka. Zvolme bod 4 € p a oznadme z = {(p).
Podle IV existuje bod C, pro n&jz plati £(AC) =+ z; tedy C' non e p.

2. Budiz A libovolny bod. Podle 1.1 existuji zaméfeni z, + z, a podle IV
Ize najit bod B, pro né&jz plati {(AB) = z,, takie 4 + B. Podle 1.7 existuje
piimka p, kters obsahuje bod B a m4 zam&¥ent z,. Je to mnozina v¥ech bodi X,
pro n&% plati bud X = B nebo {(BX) = z,. Jezto {(BA4) = z; + 2,, neprochazi
piimka p bodem 4.

1.11. Budif A + B. Pak existuje prdvé jedna pfimka, kterd obsahuje body
A, B.

Dukaz. Oznaéme z = {(4B). Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka p, kters obsa-
huje bod 4 a mé zamé&feni 2, a %e je B e p. Za druhé necht kazdé z piimek
Py, P obsahuje body 4, B. Pak kazd4 z nich obsahuje bod 4 a mé zamé&feni
{(A4, B), takze jest podle 1.7 p, = p,.

1.12. Necht body A, B, C nelezt v pFimce. Potom jsow tyto body navzdjem rizné
a rovné zamérent [(AB), {(4C), {(BC) jsou navzdjem riznd.



Dikaz. Predpoklidejme nejprve 4 = B = C. Podle I existuje zamé¥eni z
a podle 1.7 p¥imka, kterd mé zamé¥feni z a obsahuje bod 4 a tedy i body B, C.
To je vSak spor s pfedpokladem. Za druhé piedpoklddejme 4 = B = C. Podle
1.11 existuje pfimka, kterd obsahuje body B, C, tedy i bod 4, opét spor. Stejné
v ptipadech 4 + B=C, 4 =C % B. Tedy body 4, B, C jsou navzijem
rizné. Konelnd predpoklédejme, Ze plati [(4B) = {(AC) a oznaéme toto
zaméteni z. Z 1.7 plyne, Ze existuje piimka, kterd obsahuje bod 4 a mé zamg-
Feni z a, Ze tato pimka obsahuje téZ body B, C, nebot plati {(4B) = z, {(4C) =
= z. To vak je spor. Tedy {(4B) = {(AC) a stejné v ostatnich dvou pii-
padech.

1.13. Ezistuji t#i (navzdjem rizné) body, které nelei v primce.
Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé¥eni z a podle IV body B, C, pro néz

plati {(4B) =z, {(AC) =% z. Body 4, B, C nemohou lezet na zadné pnmce,
nebot pak by muselo byt ((4B) = {(4C0).

1.14. Definice. P¥imky p, q nazgvdme rovnobéiné, je-li {(p) = £(q)-

1.15. Jsou-li primky p, q rovnobéiné, jsou bud disjunkini nebo totoiné.

Dikaz. Necht pfimky p, ¢ maji zamé¥eni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme 4
néktery jejich spoleény bod. Z 1.7 plyne p = gq.

1.16. Ezistuji dvé rovnobéiné disjunkint primky.

Dikaz. Podle 1.9 existuje pfimka; oznaéme ji p. Podle 1.10 existuje bod 4,
ktery nelezi na p. Podle 1.7 existuje pfimka, kterd obsahuje bod A a mé zamé-
Yeni {(p); oznadme ji q. P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné. Nemohou byt totozné,
nebot 4 nelezi na p. Tedy jsou podle 1.15 disjunktni. ‘

1.17. Necht p, q jsou pFimky. Pak nastdvd prdvé jeden z téchio t# pripadi:

1. p, q jsou disjunking,
2. p, ¢ majt spoleény prdvé jeden bod,
3. p, q jsou totoZné.

Dikaz. Protoze kazdé pfimka obsahuje asponl dva riazné body, nemohou
nastat zdrovenl 74dné dva z uvedenych t¥i pfipadt. Nejsou-li pfimky p, ¢
disjunktni, maji spoleény aspoii jeden bod. Maji-li spoledny vice neZ jeden bod,
jsou podle 1.11 totozné.

1.18. Definice. Pfimky p, q nazjvdme riiznobéiné, maji-li spoleény prdavé jeden
bod.

1.19. Jsou-li pFimky p, q riznobéiné, jsou navzdjem riazné a jest {(p) + £(q)-

Dikaz. Kdyby raznobézné piimky p, ¢ byly totoZné, nastivaly by ziro-
veti pFipady 2, 3 z véty 1.17, coz tato véta vyluduje. Kdyby bylo {(p) = &(q),
byly by p, ¢ rovnobézné. ProtoZe nejsou totozné, byly by podle 1.15 disjunktni,
takZe by nastdvaly zaroven piipady 2 a 1 z véty 1.17, coz neni mozné.
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1.20. Existuji dvé raznobéiné primky.

Dikaz. Podle 1.1. existuji bod 4 a zaméfeni z, + z,. Podle 1.7 existuje
piimka p,, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé¥eni z,, a ptimka p,, kterd obsahuje
bod 4 a mé zaméfeni z,. Kdyby pfimky p,, p, mély krom& bodu A spoleény
jesté n&jaky jiny bod, byly by podle 1.11 totozné, takze by bylo z, = 2z, — spor.

1.21. Existuji pFimky p, q, pro né€ nastdvd pripad 1 z véty 1.17. Ezistuji
primky p, q, pro néZ nastdvd pFipad 2 z véty 1.17. Existujt primky D, q, pro néZ
nastdvd pFipad 3 z véty 1.17.

Dtkaz plyne z 1.16, 1.20 a 1.9.

2. Rovina

Zde vyvozujeme dusledky z axiomt I az VIIL

© 2.1, Ke kazdému zaméfent existuje zamérent kolmé.

Dikaz. Budiz 2, libovolné zaméfeni. Podle 1.1 existuje zaméfeni z, + z,
a podle VII existuje zaméteni z | z,.

2.2. Necht A, B, C jsou t¥i rizné body. Pak neplati zdrover

{(4B) 1 i(4C),  ((4B) | ¢(BC).

Dukaz. Predpoklddejme, Ze uvedené vztahy plati, a oznaéme ((4B) = z,
takze ((CA) | 2z, {(CB) | 2, A + B (obr. 2). Z VIII plyne {(4B) | z,t.j.
z | z, coZ je spor s VL. :

C

Obr. 2: Obr. 3.

2.3. Ke kazdému zamérent z existuje zaméfent 2', pro nég plati 2z’ + z,2' non | z.

Diikaz. Budiz z libovolné zaméfeni. Podle 2.1 existuje zaméfenti z, | 2

a podle I bod A (obr. 8). Najdéme podle IV body B a C tak, aby platilo
{(AB) =z, {(4C)=2z.

Jest B + O, nebot jinak by bylo z = z, a to neni podle VI mozné. Oznadme
2’ = {(BC). Kdyby bylo z =2/, to jest {(B4)= {(BC), plynulo by z III
L(BA) = £(AQ), to jest z = z,, coz neni mozné. Tedy je 2’ =+ z. JeZto plati
z | 2, to jest {(4AB) | {(AC), nemize podle 2.2 platit {(4AB) | ((BC), to jest
z | 2’. Tedy 2z’ non | =.



2.4. Existuji zaméfent 2y, 2y, 23, pro néZ platt 2z, | 25, 29 1 23, 25 | 2s

Dikaz. Podle I existuje zam&¥eni z, a podle 2.1 zam&¥eni z, | z,. Podle VI
je 2, + 2, takZe podle VII existuje zaméfeni z,, pro néz platiz;, | z; 1 2.

2.5. Budif n = 4, budtef 2y, z,, ..., 2, zaméfent. Potom existuji takovd 1, j 1
éién, 1 _—<_—.7§-n:7: 4: j)aiezinon-L_zi'

Diikaz. Predpoklédejme naopak, %e platiz; | z; pro viechnas,j(1 < i <=,
1<7< n, @+ j). Plati tedy 2z, | 25 | 25, 2; | 24 | 2. Podle VI je z; =+ 2
a podle VII z; = z,, coZ je spor s piedpokladem z; | 2,. '

2.6 Definice. MnoZinu v C P nazgvdme rovinou, jestlize
1. obsahuje aspoti dva rizné body,
2. existuje takové zaméient z, Ze T je maximdlni mnoZina této vlastnosti:
A,Betv, A+ B =U[A4B) | z. (1)
2.7. Ka#dd rovina obsahuje tFi body, které neleZt v pf{mce.

Dukaz. M&jme libovolnou rovinu 7.

Podle 2.6 existuji body 4 + B, které lezi

v 7. Déle existuje takové zaméfeni z, Ze T

2z je maximilni mnoZina vlastnosti (1).

Oznalme z, = [(AB). Jeito v mé vlast-

,/’”(D) nost (1), jest z, | z a tedy 2, + z. Podle

Ab—"" VII existuje zaméfeni z,, pro né&z plati

2, 1 2, | z (obr. 4), a podle IV muZeme

nalézt bod C, pro né&jz plati {(4AC) = z,.

% 2 Protoze z, | z,, je z, + z,, takZe body

C(=E) A, B, C nelezi v pfimce. Predpoklidejme,

B Zze bod C neleZi v 7, a oznaéme 7, =

=17 u {C}, tak¥e tC 7; C P, 7 #+ 7;. Do-
kézeme implikaci

D,Ee¢t,,D+E =(DE) ] z. 2)

Zvolme libovoln& body D, E € 7, D + E. Je-li D + C + E, patii body D, E
do 7 a (2) plyne z (1). Necht je tedy t¥eba E = C, takie D e 7. Je-li.D = A4,
jest ((DE) = ((AC) = 2z, | 2. Je-li D == A, jest-{(4D) | z, nebot Dev, a
L(AE) = {(AC) = 2z, |_z. Z toho pode VIII je {(DE) | z. Tim je spravnost
implikace (2) dokdzina. To v8ak znamend, Ze v neni maximalni mnoZina
vlastnosti (1), coz je spor. Nebyl tedy spravny pfedpoklad, Ze C nele#i v 7.
Tedy v 7 leZi body 4, B, C, které nelezi v pfimce.

Obr. 4.

2.8. Zddnd mno¥ina neni zdrovelt pFimkou a rovinou.
Dikaz plyne z 2.7.



2.9. Necht © je rovina a necht plati implikace (1) o implikace
A, Bev, 4 + B =((4B) | 2. (3)
Potom jest z = 2. '

Dikaz. Podle 2.7 existuji v roviné = body C, D, E, které nelezi v pfimece.
Podle 1.12 jsou tyto body navzajem rizné a plati {(CD) + {(CE). Protoze
plati (1), jest {(CD) | z | ((CE), a protoZe plati (3), jest {(CD) | 2z’ | (CE).
Ze VII plyne z = z'.

2.10. Necht © jest rovina. Potom existuje prdvé jedno zaméfeni z tak, #e v je

mazximdlnt mnozinow viastnostt (1). Toto zaméreni z nazyvdme zamérenim kol-
mym k roviné T nebo krdice zaméfenim roviny v a oznatujeme £(t).2)

Dukaz. Aspoti jedno takové zaméteni z existuje podle 2.6. Pfedpoklédejme,
Ze pro zameéfeni 2’ plati, Ze = je maximaIni mnoZina vlastnosti (3). Potom tedy
plati jak implikace (1), tak implikace (3), a z 2.9 dostdvdme z = 2’.

2.11. Necht v je rovina a necht plati implikace (1). Potom z jest zaméFenim
roviny T. _

Dtikaz. Oznadme 2’ zaméfeni roviny 7. To znamena, Ze 7 je maximdlni
mnozina vlasthosti (3). Tedy = ma vlastnost (8), t. j. plati implikace (3) a podle
predpokladu implikace (1). Z 2.9 plyne z = 2.

2.12. JestliZe pro roviny <, 7, plati v C 7., jest v = 7,.-

Dikaz. Oznadime-li z = {(7), 2, = {(r;), plati (1) a

A,Bet, A+ B=>[(4B) | 2, . (4)
Je-li 4, Bet, je také 4, Be1,, nebot = C t,, takZe
' A,Betv, A+ B=((4B) | 2,. (5)

Z (1) a (5) podle 2.9 plyne z = z,. Kdyby bylo = = 7,, plynulo by z (1) a (4),
Ze v neni maximalni mnoZinou vlastnosti (1) — spor.

2.13. BudiZ A bod, z zaméfeni. Potom mmno&ina vdech bods X, pro néZ plati
bud X = A mebo ((AX) | z, (6)
je rovina, kterd obsahuje bod A a mé zaméfens z.

Dikaz. Oznaéme v mnoZinu viech bodi X, pro né# plati (6). Podle 2.1 existu-
je zaméteni 2, | 2z a podle IV bod B, pro néjZ plati {(4B) = z,. Tedy B € 7,
takZe v obsahuje dva riizné body. Za druhé zvolme libovoln$ body C, D ¢ 7,
C % D. Je-li C = A nebo D = A, jest podle (6) {(CD) | z.JeldiC + A + D,
plyne ze vztaht {(AC) | z, {(AD) | zpodle VIIL {(CD) | z.Je tedy spravna

2) Zamé&feni {(r) znamend ziejm® zaméfeni primky kolmé k roving r (viz definici
3.30). Nézev ,,zaméfeni roviny** neni sice b&%ny, ale je zcela dusledny. P¥imka i rovina
uréuji jednoznadng jisté zam&teni. Nazyvame-li je v prvnim p¥ipads ,,zaméfeni piimky*,
je pfirozené nazyvat je v druhém p¥ipads ,,zam&fenim roviny*.



implikace (1). Kone&né vezméme libovolnou mnozinu z,, pro niz plati v C 7; C
C P,z + 7,. Existuje bod E, ktery patii do 7, nikoli v8ak do 7, takZze je & + 4,
Z(AE)non | z. ProtoZe 7, obsahuje bod E = A, pro néjZ neplati {(4E) | z,
jest 7 maxim4lni mnoZinou vlastnosti (1), tedy rovinou. Tato rovina obsahuje.
bod A4 a plati proniimplikace (1), takZe podle 2.11 je jejim zaméfenim zaméreni z.

2.14. Budif A bod, z zaméfent. Potom existuje prdvé jedna rovina, kterd obsa-
huje bod A a md zaméfent z. Je to mnoZina vdech bodn X, spliujicich (6).

Dikaz. Oznaéme 7 mnozinu viech bodi X, které spliiuji (6). Podle 2.13 je
7 rovina, kterd obsahuje bod 4 a mé zaméieni z. Je-li 7; rovina, kterd obsahuje
bod A a mé zamé&¥eni z, pak 7; je maximalni mnozinou vlastnosti (2). Z toho
plyne, Ze pro kazdy bod X mnoziny =, plati (6), takze 7, C 7. Z 2.12 plyne
T =T

2.15. Necht rovina v obsahuje bod A a md zaméfeni z. Potom v je mnoZina
vech bodw X, splitugicich (6).

Dikaz plyne z 2.14.

2.16. Ezistuje asport jedna rovina.

Dukaz plyne z I a 2.14.

2.17. Ke ka#dé roviné existuje bod, ktery na ni neleZi. Ke katdému bodu existuje
rovina, kterd jim neprochdzi.

Dtkaz. 1. BudiZ 7 .rovina; oznaéme z = {(z) a zvoime Ae 7. Podle IV
existuje bod B, pro ktery plati {(4B) = z, tedy vzhledem k VI {(4AB)non | =.
Z 2.15 pak plyne Bnon € 7.

2. Budiz 4 libovolny bod. Podle I existuje zamé&feni z a podle IV bod B,
pro n&j% plati {(4B) = z. Podle 2.14 existuje rovina 7, kters obsahuje bod B
a mé zaméieni z. Je to mnozina v8ech bodd X, pro néz plati bud X = B nebo
Z(BX) | z.Bod A nelezi v 7, nebof neni ani 4 = B ani {(BA4) | =.

2.18. T¥emi body, které neleZi v pFimee, prochdzi prdvé jedna rovina.

Dtkaz. Necht body 4, B, C nelezi v piimce. Podle 1.12 jsou navzdjem
ruzné a plati {(4B) + {(AC). Podle VII existuje zamé¥eni z, pro né plati

» {(AB) L z | £(AC). (7) .
Z 2.14 plyne, %e existuje rovina 7, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé&feni z,
a Ze tato rovina — vzhledem k (7) — obsahuje téZ body B, C. Za druhé pted-
podklidejme, Ze rovina 7, obsahuje body 4, B, C. Pak tedy plati {(4B) |
1 Z(zy) | &(4C). Odtud a ze (7) plyne podle VII I(z,) = z. KaZd4 z rovin
7, T, obsahuje tedy bod 4 a mé zaméfeni z, takze v = 7, podle 2.14.

2.19. Definice. Roviny 1,, 7, nazyvdme rovnobéiné, je-li {(ry) = {(z,)-

2.20. Jsou-li roviny 7,, v, rovnobéiné, pak jsou bud disjunkini mebo totoiné.

Dikaz. Necht roviny 7,, 7, maji zaméfeni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme
A n&ktery jejich spoleény bod a uZijme 2.14.
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. 2.21. Existujt dvé rovnobéiné disjunkini roviny.

Dukaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznaéme ji 7. Podle 2.17 existuje bod 4,
ktery nelezi v 7, a podle 2.14 existuje rovina, kterd obsahuje bod 4 a mé
zaméteni {(z). Oznadme ji 7,. Roviny z, 7, jsou rovnobézné. Nejsou totoiné,
jezto A lezi v 7, a nele#i v 7. Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.22. Budiz v rovina, 4 bod. Pak existuje prdvé jedna rovina, kterd prochdzt
bodem A a je rovnobéind s rovinou 7. -

Dikaz. Hledand rovina musi obsahovat bod 4 a mit zamé¥eni {(r). Podle
2.14 takové rovina existuje, a to pravé jedna.

2.23. Budiz © rovina a A bod, ktery neleéi v v. Pak existuje asport jedna rovina,
kterd prochdzi bodem A a je disjunkini s rovinou .

Dikaz. Podle 2.22 existuje rovina 7,, kterd prochézi bodem A4 a je rovno-
bézné s rovinou 7. Roviny 7, 7, nejsou totozné, nebot A4 leZi v 7, a nelezi v 7.,
Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.24. Jestlize roviny 7,, T, maji spoleény bod, pak maji spole¢now piimku.

Dikaz. Necht roviny z;, 7, maji spoleény bod 4. Oznaime z; = {(7;),
2y = {(v,). Ze VII nebo 2.1 plyne existence zamé¥eni z, pro néz plati z; |
1 2 | 2, Podle 1.7 existuje p¥imka p, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé¥eni z.
Podle. 2.15:je 7, mnozina viech bodd X, pro néi:;plati bud X = A nebo {(4X) |
A 25, a,'cz"‘mnoiina, vSech bodd X, pro né% plati bud X = 4 nebo {(AX) | z,.
Je-li X € p, je podle 1.8 bud X = A nebo {(4X) == z, to jest bud X = 4 nebo
2, | C(4X) | 2, takie X € 1,1 X € 7,. Tedy ptimka 7p lezi v roviné 7, i v rovi-
né 7,.

2.25. Necht 7y, 7, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto tit pFipadi:

1. 7y, 75 jsou disjunkind,

2. Ty, T, S€ protinajt v primce,)

3. 7y, T, jSOU totoiné.
- Dikaz. Ziejm& nemlze nastat zarovenl p¥ipad 1 a n8ktery z piipadi 2, 3.
Ze nemohou nastat zdrovei ani p¥ipady 2, 3 plyne z 2.8. Nejsou-li roviny z,,
7, disjunktni, maji podle 2.24 spoleénou p¥imku p. Maji-li spoleény jesté bod A4,
ktery nelezi v p, zvolme na p body B + C. Body 4, B, C nelezi v p¥imce.
Kdyby totiz n&jaks piimka tyto body obsahovala, byla by podle 1.11 totozna
s p, a to neni mozné, protoze A nelezi na p. Z 2.18 plyne, Ze roviny z;, 7, jsou
totozné, nebot kaZzd4 z nich obsahuje body 4, B, C.

2.26. Definice. Roviny t,, 7, nazyvdme raznobéiné, protinaji-li se v pFimce.

2.27. Jsou-li roviny 7y, T, réznobéingé, jsou navzdjem rizné a jest {(r1) + {(Ta).

Dikaz. Kdyby raznobéiné roviny 7z,, 7, byly totozné, nastavaly by zarovern
piipady 2, 3 z véty 2.25, coZ viak tato véta nepfipousti. Kdyby bylo {(z;) =

3) Tim rozumime, Ze prinik mnoZin 7,, 7, je piimka.



= {(z,), byly by 7;, 7, rovnobé&zné. JelikoZ nejsou totoZné, byly by podle 2.20
disjunktni, takZe by nastdvaly zdroveii p¥ipady 2, 1 z véty 2.25. To v8ak neni
mozné.

2.28. Ezistuji dvé riznobéiné roviny.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznadme ji 7, a zvolme na ni bod 4.
Podle 1.1 existuje zamé¥eni z, + {(r;) a podle 2.14 existuje rovina 7,, kterd
obsahuje bod 4 a mé zaméfeni z,. Roviny 7,, 7, nejsou disjunktni, nebot ob&
obsahuji bod 4, a nejsou totozné, nebot maji riznd zaméteni. Z 2.25 plyne, Ze
jsou rtiznobézné. _ '

2.29. Existujt roviny t,, T,, pro néf nastdvd pFipad 1 z véty 2.25. Bxistujt ro-
VINY Ty, Ty, Pro néE nastdvd pripad 2 z véty 2.25. Bxistuji roviny 1., T4, Pro néZ
nastavd pripad 3 z véty 2.25.

Dikaz plyne z 2.21, 2.28 a 2.186.

2.30. Definice. Roviny t,, T, nazgvdme kolmé, je-li {(vy) | {(zy)-

2.31. Jsou-li roviny 1,, T, kolmé, pak nejsou rovnobéiné a tedy jsou navzdjem
rizné.

Dukaz plyne z VI.

2.32. Exzistuji t#i roviny, z nicht kazdé dvé jsou kolmé.

Dikaz plyne z 2.4, I a 2.14.

2.33. Jsou-li ddny vice neZ tFi roviny, pak mezi nimi existuji dvé, které nejsou
kolmé.

Dikaz plyne z 2.5.

3. Rovina a pFimka

Stéle pfedpokldddme platnost axiomi I az VIII.

3.1. Necht pFimka p md s rovinou v spoletny aspor jeden bod. Potom p let
v 7 tehdy a jen tehdy, je-li

' 2@ L &) (1)

Dikaz. 1. Necht p lezi v 7. Zvolime-li na pfimee p body 4 + B, jest {(p) =
= {(4B) L {(v).

2. Necht pfimka p mé s rovinou 7 spoleény bod A a necht plati (1). Oznaéme
2y = L(p), 2, = {(7), takZe z; | 2,. Rovina t je podle 2.15 mnoZina viech bodi
X, pro néz plati bud X = 4 nebo {(4X) | 2,. Je-li X e p, jest podle 1.8
bud X = A nebo {(4X) =z, tedy bud X = A nebo ((4X) | z,, takie
X et Tedy pCr.

3.2, Leti-li pFimka p v roviné =, plati (1).

Dikaz plyne z 3.1. _

3.3. Necht piimka p o bod A leZi v roviné t. Potom existuje v roviné v prdvé
jedna primka, kterd prochdzi bodem A a je rovnobéznd s pFimkou p.
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Diikaz. Podle 3.2 jest {(p) | ((r). Hledand pfimka musi prochézet bodem
A a mit zaméfeni £(p). Podle 1.7 takovéa pfimka existuje, a to pravé jedna.
Z 3.1 pak plyne, Ze tato p¥imka leZi v roving .

3.4. Necht piimka p a bod A leZi v roviné T, necht A nele#i na p. Potom existuje
v roviné T aspor jedna pFimka, kterd prochdzi bodem A a je disjunkini s p.

Dikaz. Podle 3.3 existuje v roviné v piimka g, kterd prochézi bodem 4
a je rovnobéind s p¥imkou p. P¥imky p, ¢ nejsou totozné, nebot 4 nelezi na p.
Tedy jsou podle 1.15 disjunktni.

3.5. V kaZdé roviné lefi dvé riznobéiné primky.

Dukaz. Necht = je rovina. Podle 2.1 existuje zaméfeni z;, | {(z), takZe
2, % ((v). Podle VII existuje zamé¥eni z,, pro néZ plati 2, | z, | (), tedy
2y =+ 2,. Zvolme v roving v bod A a oznaéme p; (¢ = 1, 2) pfimku prochaze-
jici bodem A, kterd m4 zaméfeni z,. P¥imky p,, p, existuji podle 1.7. Nejsou
disjunktni, nebot ob& prochézeji bodem A, a nejsou totozné, nebot maji
riznd zaméfeni. Tedy jsou podle 1.17 riznobézné. Kazda z ptimek p; (¢ = 1, 2)
mé s rovinou 7 spoleény bod 4 a plati {(p;) =2; | {(z) prot=1,2. Z 3.1
plyne, zZe piimky p,, p, lezi v 7.

3.6. BudiZ 7 rovina. Potom plati:

1. V © existuji pFimky p, q, které jsou disjunkini.
2. V v existuji pfimky p, q, které jsou riznobéiné.
3. V v existuji primky p, q, které jsou totoiné.

Dikaz. Druhé tvrzeni je véta 3.5, tieti tvrzeni plyne z druhého. Podle
t¥etiho tvrzeni existuje v 7 ptimka p a podle 2.8 existuje v v bod 4, ktery nelezi
na p. Z 3.4 plyne existence pfimky ¢, kters leZi v v a je disjunktni s p. Tim je
dokézéno i prvni tvrzeni.

3.7. Ma-li piimka s rovinou spoleéné dva rizné body, leZi v roviné celd.

Dikaz. Necht p¥imka p mé s rovinou = spoleéné body 4, B (4 + B). Potom
jest {(p) = C(4B) | ¢(z). Z 3.1 plyne, Ze p lezi v 7.

3.8. Primkou a bodem, ktery na té pFimce nelefs, prochdzi prdvé jedna rov_ina.

Dukaz. Necht bod 4 nelezi na p¥imce p. Zvolme na p body B + C. Body
A, B, C nelezi v pfimce. Kdyby totiz néjaks p¥imka tyto body obsahovala,
byla by podle 1.11 totoZné s p, coz neni mozné, nebot A nelezi na p. Podle
2.18 existuje rovina 7, kterd obsahuje body 4, B, Ca podle 3.7 lezi p v .
JestliZe rovina 7, prochdzi bodem 4 a pfimkou p, pak obsahuje body 4, B, C
a je podle 2.18 totoZnd s 7.

3.9. Necht p je pFimka a z zaméfent, neché

z + {(p) - : (2)
Pak existuje pravé jedna rovina, kterd obsahuje pFimku p a jejiz zaméienti je
kolmé k zaméient z.
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Diikaz. Na p¥imce p zvolme bod 4. Podle IV existuje bod B, pro néjz plati
{(AB) = z, tedy (4B) + {(p), takZe B nelezi na p¥imce p. Podle 3.8 existuje
rovina 7, kterad obsahuje p¥imku p a bod B. Uzitim 3.2 midme

&(p) L C(x) L {(AB) ==. 3)
JestliZe za druhé rovina 7; obsahuje p¥imku p a mé zamé¥eni kolmé k zaméfeni
2z, jest
fp) L &) Lz (4)
Z (2), (3), (4) plyne podle VII, Ze roviny 7, 7, maji stejnd zamé&feni. Jezto obé
obsahuji bod 4, jsou podle 2.14 totozné.

3.10. Dvéma riznobétkams prochdzt prdvé jedna rovina.

Dukaz. Necht p, ¢ jsou riznobéiky a A jejich spoleény bod. Podle 1.19 je
L(p) + £(g), takZe existuje zamé¥eni z, pro néz plati

{p) L= 1 L()- (5)

Podle 2.14 existuje rovina 7, kterd prochdzi bodem A a ma zaméfeni z. Z 3.1
plyne, Ze pHimky p, g leZi v 7. JestliZe rovina 7, obsahuje p¥imky p, ¢, jest podle
3.2 d

&(p) L &(z) L 2(9) . .(6)

Z (5) a (6) plyne podle VII {(;) = 2. Rovina 7, obsahuje tedy bod 4 a mé
zaméfeni z, takZe podle 2.14 je totozna s 7.

3.11. Dvéma riznyms rovnobéEnyni primkams prochdzi pravé jedna rovina.

Dikaz. Necht piimky p, ¢ jsou riizné a maji ob¥ totéz zaméfeni. Zvolme.
na ¢ bod 4. Podle 1.15 jsou p, ¢ disjunktni, takZe A4 nelezi na p. Podle 3.8
existuje rovina 7, kterd prochdzi pfimkou p a bodem 4. Z 3.2 plyne {(p) L £(7).
Jezto {(p) = ((g), jest také Z(g) | {(z), a uZijeme-li 3.1, dostaneme, Ze ¢ lezi
v 7. Prochéazi-li rovina 7, pfimkami p, ¢, prochazi pfimkou p a bodem 4,a z 3.8
plyne 7z, = 7.

3.142. Jestlize body A, B, C, D nele#i v roviné, pak jsou navzdjem rizné a Zddné
tFi z mich melezi v pFimece.

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze na p¥. body A, B, C lezi na p¥imee p. Jestlize D
neleZi na p, oznaéme 7 rovinu, ktersd prochézi piimkou p a bodem D. Takova
rovina 7 existuje podle 3.8. Jestlize bod D lezi na p, existuje podle 1.10 bod E,
ktery nelezi na p. Oznaéme pak v rovinu, kterd prochézi pfimkou p a bodem .
Rovina 7 v obou p¥ipadech obsahuje body 4, B, C, D, coz je spor s pfedpokla-
dem. Tedy %4dné t¥i z bodd 4, B, C, D nelezi v ptimce. Nyni uzijeme véty 1.12
na trojice 4, B, C, 4, B, D, B, C, D.

- 3.43. Ezistujt étyri body, které nele£t v roviné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznadme ji z. Podle 2.7 obsahuje = body

4, B, C, které nele#i v pfimee, a podle 2.17 existuje bod D, ktery nelezi v 7.

12



Kdyby néjaks rovina 7, obsahovala body 4, B, C, D, byla by podle 2.18 to-
toznd s 7. To v8ak neni mozné, nebot D nelezi v 7.

3.14. Definice, Pravime, Ze pfimka p a rovina T jsou rovnobééné, je-li ¢ (p) 1
L ¢@).

3.15. Le#i-li pfimka p v roviné T, pak P a T jsou rovnobéiné.

Dikaz plyne z 3.2

3.16. Je-li primka p mvnobéé'nd s rovinou T, pak bud p lezi v T nebo p a T jsou
disjunkini. '

Dikaz. Podle pfedpokladu jest ¢(p) | Z(z). Nejsou-li p, = disjunktni, plyne
z 3.1, ze p lezi v 7.

3.17. Existuji pfimka a rovina, které jsou disjunkint rovnobéné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina v a podle 2.17 existuje bod 4, ktery nelezi
v 7. Podle 2.1 existuje zaméfeni z | {(r) a podle 1.7 existuje pfimka p, kterd
prochézi bodem A4 a mé zaméteni z. P¥imka p je rovnobézna s v, avSak nelezi
v 7, nebot bod A4 nelezi v 7. Z 3.16 plyne, Ze p, 7 jsou disjunktni.

3.18. Necht p je pFimka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchio i piipadi:
1. p, 7 jsou disjunkini,
2. p, T maji spoleény pravé jeden bod,
3. plezi v .

5

Dukaz. ProtoZe kazdd pfimka obsahuje aspoii dva rizné body, nemohou
nastat zdrovell Zddné dva z uvedenych t¥i piipadi. Nejsou-li p, = disjunktni,
maji spoleény aspon jeden bbd. Maji-li spoleény vice neZ jeden bod, le#i p v =
podle 3.7.

3.19 Definice. Pravime, Ze pfimka p o rovina T jsou riznobéiné, maji-li spo-
lebny pravé jeden bod.

3.20. Jsou-li primka p a rovina v riznobéiné, pak p neleél v v a jest (p)non |
1 ).

Dikaz. Kdyby p lezela v 7, nastavaly by zdroveii ptipady 2, 3 z véty 3.18,
coZ tato véta nepiipousti. Kdyby bylo {(p) L {(v), byly by p, T rovnobézné.
Jezto p neleZi v 7, byly by podle 3.16 p a v disjunktni, takZe by nastdvaly zi-
rovei piipady 2, 1 z véty 3.18. To viak neni mozné.

3.21. Bxistuji pfimka p a rovina v, které jsou riznobégné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznaéme ji 7 a zvolme na ni libovolny
bod A. Podle 1.7 existuje p¥imka p, kterd prochézi bodem A4 a mé zaméteni
{(r). Kdyby p lezela v 7, bylo by podle 3.2 {(p) | {(z), to jest {(z) 1 &(z), coz
by byl spor s VI. Z 3.18 plyne, Ze p, T jsou raznobézné.

3.22. Ezistuji pFimka p a rovina v, pro néZ nastdvd pFipad 1 z véty 3.18.
Existuji piimka p o rovina v, pro néZ nastdvd pripad 2 z véty 3.18. Existuji
pitmka p a rovina T, pro néZ nastdvd pripad 3 z véty 3.18.

13



Dikaz. Prvni dvé tvrzeni plynou z 3.17 a 3.21. T¥eti plyne z druhého
tvrzeni véty 2.29.

3.23. Je-ls pFimka p rovnobéind s rovinou T, a rovina T, rovnobéind s rovinou
Ty, j& P rovnobéing s t,.

Dikaz. Podle pfedpokladu je C(P)J_ (1) a &(r1) = L(zs)- Tedy je {(p) L.
L &(z). '

3.24. Primka p je rovnobéind s rovinou t tehdy a jen tehdy, je-lirovnobéind
aspor. s 7ednou pFimkow roviny <.

Dukaz. 1. Je-li p rovnob&ind s piimkou ¢, kterd lem v 7, jest podle 3.2
Z(p) = £(g) L L(v), takZe p a 7 jsou rovnob&iné.

2. Necht p je rovnobéind s v, takZe plati I(p) | {(r). V roving z zvolme
bod 4 a oznadme g pfimku, kterd prochizi bodem A a ma zaméfeni {(p).
Takova piimka existuje podle 1.7. P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné a z 3.1 plyne,
Ze q lezi v 7.

3.25. Rovina 1, je rovnobéind s rovinow T, tehdy a jen tehdy, obsa,kuye -l dvé
riznobézky, kieré jsou obé rovnobéiné s t,.

Dikaz. 1. Necht 7, obsahuje rtiznobd’né p¥imky p, ¢, z nichz kazda je
rovnobéznd s rovinou z,. Oznadime-li z; = {(p,), 2z, = £(q), jest podle pied-
pokladu z; | {(7,) | 2, podle 1.19 2, = 2, a podle 3.2 z; | &(7y) | 2,. Z toho
plyne podle VII {(z,) = {(z,), takZe 7,, 7, jsou rovnob&zné.

2. Necht roviny 7, 7, jsou rovnobézné. Podle 3.5 obsahuje 7, dvé rizno-
b&zné piimky p, ¢ a podle 3.2 plati

{p) L i) =L(x), &) L {(va) = Uwa)
takZe p, ¢ jsou rovnobéZné s t,.

3.26. Necht pFimka p je rovnobéind s rovinami Ty, T,, necht roviny 4, T, jsou
riiznobézné. Potom p je rovnobéind s priseénict rovin ty, T,. :

Dikaz. Podle pfedpokladu jest {(z;) | &(p) 1 Z(zs) a podle 2.27 &(zy) +
*+ {(7y). Oznaéime-li ¢ priseénici rovin 7y, 7o, plyne z 3.2 {(z;) L £(g) L (7).
Odtud podle VII {(p) = £(g), takZe p, ¢ jsou rovnob&zné.

3.27. Necht roviny 7, 7, jsou riznobéiné, necht primka p le#t v v, a je rovno-
béZnd s T,. Potom p je rovnob&ind s priseénict rovin 7, T,.

Dikaz. Podle 3.15 je p rovnob&zna s 7,, takZe podle 3.26 plati 3.27.

3.28. Necht rovina 7 je riznobéind s rovinams t,, T,, nechl roviny v, T, jsou
rovnobéiné. Potom priseénice rovin T, 7, je rovnobéind s praseénict rovin t, T,.

Dikaz. Oznadme p; (¢ = 1, 2) priseénici rovin 7, 7;. P¥imka p, lei v roving
Tivroviné 7,. Podle 3.15 jé rovnob&zna s T, a podle 3.23 rovnobéinid s 7,. Vezme-
me-li ve vét& 3.27 p,, 7, 7, misto p, 7,, 7,, dostdvame, Ze p, je rovnob&znd s p,.

3.29. Necht © je rovina, A bod. Potom sjednocent vech pFimek, které prochdzejs
bodem A a jsou rovnobéiné s rovinou T, je rovina, kterd prochdzt bodem A a je
rovnobéind s rovinou t.
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Dtkaz. Oznatme 7, sjednoceni viech p¥imek, které prochézeji bodem A
a jsou rovnobézné s rovinou 7. Podle 1.7 existuje aspon jedna takové piimka,
nebot podle 2.1 existuje zaméfeni z | (). Specidlng tedy bod 4 patii do mno-
Ziny 7,. Dale oznaéme 7, rovinu, kterd prochdzi bodem A a je rovnob&iné
s rovinou 7. Podle 2.22 existuje pravé jedna takova rovina; z 2.15 plyne, Ze to
je mnoZina vSech bodd X, pro néZ plati

bud X = A nebo ((A4X)_| (7). (7)

Jezto bod 4 patii do mnoziny 7, i do mnoZiny 7,, budeme déle uvazovat jen
body X + A. 1. BudiZz X e7,, X + A. Pak existuje pfimka p tak, Ze plati
A ep, X ep, {(p) L L(z). Tedy jest {(AX) = {(p) L {(z), takZze X e 7, (viz (7)).
2. Budiz X e7,, X %+ A. Oznadime-li p piimku, prochézejici body 4, X, jest
vzhledem k (7) {(p) = ¢(AX) | &(v), takZe p je rovnobéznd s rovinou 7 a pro-
chézi bodem 4. Tedy X e 7,.

3.30. Definice. Pravime, Ze primka p je kolmd k roviné v, plati-li {(p) =
= {(v).

3.31. Je-li pFimka p kolmd k roviné =z, pak p nele?i v T a neni s v rovnobéing.

Dtkaz. Z VI plyne, ze je-li p kolmé k 7, nemiize byt rovnob&#n4 s z. Podle
3.15 pak p nemuze lezet v 7.

3.32. Existuji pFimka p a rovina z tak, Ze p je kolmd k .

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina — oznadme ji v — a podle I bod 4.
Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka p, kterd prochdzi bodem 4 a mé zamé¥eni
{(z). Tedy p je kolm4 k 7.

3.33. Je-li pFfimka p kolmd k roviné t, a k roviné v, pak roviny t,, 7, jsou
r0VNobéZne. .

Diukaz. Podle ptedpokladu je {(p) = {(z,) a £(p) = {(z,), takzé {(7y) = {(zs)-

3.34. Jeli pfimka p kolmd k roviné 7, a rovina T, rovnobéind s rovinow t,,
je primka p kolmd k roviné t,.

Dikaz. Podle predpokladu je {(p) = L(;) a {(w;) = L(zy), takZe je L(p) =
= {(7s)-

3.35. Necht primka p nent kolmd k roviné . Pak existuje prdavé jedna rovina,
kterd obsahuje pFimku p a je kolmd k roviné t.

‘Dukaz. Podle predpokladu jest {(p) + £(z). Ze rovina 7, obsahuje ptimku
P a je kolmé k roving 7, znamend totéz, jako Ze 7, obsahuje piimku p a jeji
zaméfeni je kolmé k zaméFeni {(7). Takové rovina 7, existuje podle 3.9, a to
pravé jedna. -

3.36. Je-li rovina v kolmd ke dvéma riznobéinym rovindm v, t,, je kolmd
1 k jejich priseénici.
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Dikaz. Podle predpokladu jest C(zy) | {(z) | {(zs) a podle 2.27 {(7;) +
#+ {(73). Oznadime-li ¢ priseénici rovin 7, 7, plyne z 3.2 {(z;) 1 £(g) L {(7s).
Odtud podle VII {(z) = {(g), coZ znamené, Ze piimka ¢ je kolma k roviné 7.

3.37 Definice. P¥imky p, g nazyvdme kolmé, plati-li {(p) 1 £(g).

3.38. Jsou-li pFimky p, q kolmé, pak nejsou totoiné ani rovnobéiné.

Dikaz plyne z VI.

3.39. Existuji dvé kolmé piimky.

Diikaz. Podle I existuje bod A a zaméfeni z,. Podle.2.1 existuje zaméfeni
2y | 2,. Z 1.7 plyne existence pfimek p; (i = 1, 2), z nichZ kazd4 prochézi
bodem A a m4é zaméteni z,.

3.40. Je-li p¥imka p kolmd k roviné <, pak je kolmd ke kazdé pfimce, kierd
leZi v 7.

Diikaz. Necht pfimka ¢ leZi v 7. Potom jest podle pfedpokladu a podle 3.2
Z(p) = () L &(q), takze p, ¢ jsou kolmsé.

3.41. P¥imka p je kolmd k roviné v tehdy a jen tehdy, je-li kolmd ke dvéma rizno-
b&Zkdm leZicim v 7.

Dikaz. 1. Necht p je kolma k riznobéznym p¥imkam gy, ¢,, které lezi v .
Plati tedy C(g1) L ¢(p) L {(gs), ddle podle 1.19 {(gy) *+ {(g2) a podle 3.2
£(gqy) L &(r) L &(gs). Odtud plyne podle VII {(p) = {(r), takZe p je kolma
k 7. 2. Necht p je kolmé k 7. Podle 3.5 obsahuje v dvé& rtiznobézky a podle 3.40
je p ke kazdé z téchto riznobézek kolma.

3.42. Rovina 1, je kolmd k roviné v, tehdy a jen tehdy, obsahuje-li aspori jednu
primkw kolmou k <,. ,

Dikaz. 1. Necht 7 obsahuje piimku p, kterd je kolmd k 7,. Pak jest jedna.
&(p) = {(ry), jednak podle 3.2 {(p) L {(v1), tedy ((v1). L {(vs), takZe roviny
Ty, Ty jsou kolmé. 2. Necht roviny 7y, 7, jsou kolmé, takze £(z,) | {(r,). Zvolme
v roving 7; bod 4. Podle 1.7 existuje piimka p, kterd prochdzi bodem 4 a mé
zamé¥eni £(7,). Tedy p je kolm4 k 7, a z 3.1 plyne, Ze lezi v ;.

3.43. Definice. Pfimky p, q nazyvdme mimobéiné, nele£i-li v roviné.

3.44. Jsou-li pFimky p, ¢ mimobéiné, jsou disjunkini (tedy navzdjem rizné)
a jest {(p) + £(9)- :

Dikaz. Uvazme nejprve, Ze ke kazdé piimce existuje rovina, kterd tuto
piimku obsahuje. To plyne na p¥. z 1.10 a 3.8. Tedy p¥imky p, ¢ nemohou byt
totozné. Podle 3.10 nemohou byt ani rdznobézné, takze podle 1.17 jsou dis-
junktni. Kdyby bylo {(p) = {(q), byly by p, ¢ rovnobézné disjunktni a véta
3.11 by vedla ke sporu. Tedy je {(p) + £(g)-

3.45. Ezistuji dvé mimobéiné primky.

Diukaz. Podle 3.13 existuji body 4, B, C, D, které neleZi v roving. Podle
3.12 jsou tyto body navzijem rizné. Oznaéme p piimku, prochazejici body
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A, B, a q pfimku, prochézejici body C, D. P¥imky p, ¢ existuji podle 1.11. Kdyby
néjaké rovina obsahovala pfimky p, ¢, obsahovala by body 4, B, C, D, a to
neni mozné.

3.46. Jsou-li pFfimky p, @ mimob&iné, pak existuje prdvé jedna rovina, kierd
obsahuje primku p a je rovnobéind s pFimkow q.

Dikaz. Podle 3.44 je {(p) + ((q). Ze rovina 7 obsahuje p¥imku p a je rovno-
bé&zné s p¥imkou ¢, znamend totéz, jako Ze T obsahuje pfimku p a jeji zaméfeni
je kolmé k zaméieni {(q). Podle 3.9 takové rovina 7 existuje, a to pravé jedna.

4. Euklidovské vlastnosti

K axiomtm I az VIII p¥ipojme nyni je§té axiom IX.
4.1. Je-li A + B az, non | z, pak existuje prdvé jeden bod C, pro néji plati
{(AC) =2y, {(BO) L z,.
Dukaz. Existence bodu C je zarufena axiomem IX. Predpoklidejme déle,
ze body C,, C, splituji vztahy .
é-(AOl) =21, é‘(BOl) 1 23, (1)
[(ACy) =2, (BC,) L 2,. (2)

Oznadme p piimku, kterd prochdzi bodem A a mé zaméfeni z,, a 7 rovinu,
kterd prochdzi bodem B a mé zaméfeni z,. Takovd piimka a rovina existuji
podle 1.7 a 2.14. Z téchto v&t zaroveii plyne s ohledem na (1) a (2), Ze body
C,, C, lezi na p¥imee p i v roving 7. Kdyby bylo C, * C,, leZela by p podle
3.7 v 7 a bylo by podle 3.2 {(p) | I(z), tojest 2, | z,, coz by byl spor s pred-
pokladem.

4.2, Jestlize pFtmka p nent rovnobéind s rovinou T, pak s nt md spoleény prdavé
jeden bod. '

Dukaz. Pfimka p mé s rovinou 7 spoleény nejvyse jeden bod. Jinak by totiz
podle 3.7 lezela v 7 a tedy byla podle 3.15 rovnobéznd s 7 proti pfedpokladu.
Existuji tedy body 4 € p, Anon € 7, B € 7, Bnon € p, takze 4 + B.

Oznalme z, zaméfeni piimky p, 2z, zaméFeni roviny z. ProtoZe p neni rovno-
béZné s 7, jest z; non | z,. Podle IX existuje bod C, pro néjz plati {(40) = z,,
Z(BC) | 2,. Odtud plyne podle 1.8 C € p a podle 2.15 C e, takZe p a v maji
spoleény aspoii jeden bod.

4.3. Jestlite primka p je kolmd k roviné T, pak s nt md spoleény prdvé jeden
bod.

Dikaz plyne z 3.31 a 4.2.

4.4, Jestlize primka p a rovina v jsou disjunkint, pak p je rovnobéind s .

Dikaz plyne z 4.2.
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4.5. Necht p je pfimka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t#i pripadi:
1. p, T jsou rovnobéiné disjunkini,
2. p, T js0u riiznobéiné,
3. pleE v 7.
Diikaz plyne z 3.18 a 4.4.
4.6. Jestlize roviny ., 7, nejsou rovnobéiné, pak se protinaji v primce.
Dtkaz. Podle 3.5 obsahuje rovina 7, dvé riznobézné primky p, ¢. Kdyby
kazd4 z téchto p¥imek byla rovnobéind s rovinou 7,, byly by 7, 7, podle 3.25
rovnobézné, coz podle predpokladu nenastivi. Tedy jedna z piimek p, ¢ —
budiz to t¥eba pfimka p — neni rovnobéZna s rovinou 7,. Podle 4.2 existuje bod,
ktery lezi v roving 7, a na piimce p, tedy i v roviné 7,. Roviny 7,, 7, tedy nejsou
disjunktni a také ne totozné, nebot pak by byly rovnob&iné. Z 2.25 plyne, Ze
se protinaji v piimce.
4.7. Jsou-li roviny 7, T, kolmé, pak se protinaji v primce.
Dtukaz plyne z 2.31 a 4.6.
4.8. Jsou-li roviny t,, T, disjunkini, jsou rovnobéiné.
Dukaz plyne z 4.6.
4.9. Necht 7, T, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t¥ pFipadis:
1. 7y, T, jS0u TOVNObEENE disjunkind,
2. Ty, Ty jSOU TH2ZNObEENE,
3. 7y, T, jsOU totoZné.
Diukaz plyne z 2.25 a 4.8.

4.10. Budiz v rovina a A bod, ktery neleZi vv. Pak existuje pravé jedna rovina,
kterd prochdzi bodem A a je disjunktni s rovinou t. Je to rovina, kterd prochdzt
" bodem A a je rovnobéind s rovinou t.

Dikaz. Podle 2.22 existuje rovina 7;, kterd prochazi bodem 4 a je rovno-
bézné s rovinou z. Roviny 7, 7, nejsou totozné, nebof 4 lezi v v, a neleZi
v 7. Jsou tedy podle 2.20 disjunktni. JestliZe rovina v, prochdzi bodem 4 a je
disjunktni s rovinou z, pak je podle 4.8 rovnobéZné s v a podle 2.22 totoZna
8 Ty

4.11. Jestlize pFimky py, p, leZi v roviné a nejsou rovnobéiné, pak majs spoleény
prdvé jeden bod. ' '

Dukaz. Piimky p,, p, maji spoleény nejvyfe jeden bod. Jinak by byly
podle 1.11 totozné a tedy rovnobézné proti pfedpokladu. Oznadme 7 rovinu,
v niZ lezi pfimky p,, p,. Podle 3.31 nejsou p¥imky p,, p, kolmé k 7. Podle 3.35
existuji roviny z; (i = 1, 2) tak, %e 7, obsahuje p¥imku p; a je kolmé k roving 7.
Piimka p; lezi v roviné ¢; i v roviné 7 a tyto roviny se podle 4.7 protinaji
v pfimee. Z 1.5 plyne, Ze touto p¥imkou je p¥{mka p;. Kdyby roviny z,, 7, byly
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