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CASOPIS PRO PEST_ovANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 82 * PRAHA, 31.VII. 1957 % &CISLO 3

DIRICHLETOVA ULOHA

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 23. kv¥tna 1956.) DT:517.5

V préci je dokdzéna véta o existenci a unicit& feSeni Dirichle-
tovy ulohy v jisté t¥{d& funkei a v8ta o spojité zavislosti FeSeni
na okrajovych podmmkéch Nic se pfitom nepredpoklédé. o ome-
zenosti zakladni mnoZiny.

1.V celé praci je m celé &slo > 1. Symbolem A (resp. H(A)) rozumime uzé-
vér (resp. hranici) mnoziny 4 v uréitém metrickém prostoru (zpravidla
v m-rozmérném Kkartézském prostoru E,); zdkladni vlastnosti metrickych
prostortt budeme poklddat za zndmé. (Viz na pi. [1]; kap. VI.)

m
Jestlize @, b € By, @ = [ay, .+, ), b= [by, ..., by], klademe a . b = > a; . b;;
i=1

déle piseme a* = a . @, |a]| = V@. — Slovem ,,funkee® rozumime vZzdy koneg-
nou redlnou funkei. ' '

Rekneme, 7e funkce f je harmonickd na oteviené mnozing G c E,,, je-li
spojitd na @ a plati-li pro kazdé x ¢ G '

(0)

(Krom& spojitosti funkece f pozadujeme tedy jen, aby v kazdém bodé z e G
napsané derivace existovaly a spliovaly vztah (0); nic nepfedpokldddme
o spojitosti derivaci funkece f. Uvidime v8ak, Ze kazdd harmonickd funkce ma
spojité derivace vSech ¥adi.)

Bud @ oteviend mnozina v E,,, H=H(®) + 0 (t. j. 0 + G % Em) bud
f spojit4 funkce na mnozing H. Dirichletovou tlohou (p¥isluinou k funkei f a
mnozing @) rozumime tlohu najit funkei, kterd je spojitd na @, harmonicks
na @ a kterd se na mnozing H shoduje s funkei f. Ukolem tohoto &lénku je
zkoumat existenci a jednoznaénost ¥efeni Dirichletovy tlohy. Snadno se
zjist{ (viz cvid. 2), ze YeSeni existuje nejvys jedno, kdyz mnozina G je omezena;
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neni-li mnoZina G omezena, existuje (podle cvié. 5) nejvys jedno FeSeni, které
mé v nekonedénu limitu 0. Uddme podminky, postadujici k tomu, aby pro
kazdou omezenou spojitou funkei na mnozing H existovalo Fefeni Dirichletovy
dlohy; uréime pak jistou t¥idu funkei, v niz existuje pravé jedno FeSeni.
Zékladni vlastnosti harmonickych funkei probereme nyni v fadé cvideni
s podrobnym nédvodem. Ve cvitenich 14—19 budeme pouzivat také nékterych
vét z integralniho poétu; cviceni jsou tak sestavena, abychom vystaéili s vétami
z prvnich sedmi kapitol Jarnikovy uebnice [2]. (Nikde se tedy nemluvi.
o plodném integrdlu.) Vysledkd cvié. 14—22, z nichZ n&kterd jsou ponékud
obtiZnd, se viak pouzivé jen ve cvié. 23—24 a pozd&ji v odst. 16 v poznamce,
ktersd neni p¥ili§ dilezitd. Ctendt mbze proto postupovat také tak, ze cvid.
14—22 a poznimku v odst. 16 vynechd a vysledkim cvié. 23—24 prosté
uvéf. Jinak se pojem integrilu vyskytuje jen v odst. 21; zde se vSak vystadi

Y7 .

s nejjednodussimi vlastnostmi jednorozmérného integralu.

Cvident 1. Bud G neprizdnd omezend oteviena &ast E,,; bud f funkce spojité
na G a harmonicksd na G. Potom existuji body b,, b, e H(G) takové, Ze pro
kazdé z e« G plati f(b,) < f(x) < f(by). (Navod. Bud M, (resp. m;) maximum
funkce f na mnozing G (resp. H(G)). Necht M, > m,. Zvolime-li dosti malé
e > 0, plati pro funkei g(z) = f(z) + ex® také M, > m,. Bud M, = g(y)-
Protoze ye G, je 826952/) <0 pro :=1,...,m, tedy Adg(y) < 0. Je viak
Ag(y) = Af(y) + 2me > 0 — spor.)

Cvident 2. Bud @ nepriazdnéd omezené oteviens &ast E,,; budte funkee f, g spo-
jité na G a harmonické na G. Bud & kladné &islo a necht pro viechna z ¢ H(G)
plati |f(x) — g(z)| < e. Potom je |f(xr) — g(x)| < & pro kazdé z e G. Je-li ze-
jména f(z) = g(z) pro kazdé x ¢ H(G), je f(x) = g(x) pro kazdé z ¢ G. Navod.
Pouzijte cvié. 1 na funkei f — g.)

Cvitent 3. Bud P metricky prostor, A, B c P. Potom

H(A o B)yc H(4) u H(B). (1)
Je-li mnozina B oteviena, plati
AnBc4nB. (2)

Cviéent 4. Bud @ neprazdni oteviens &ast E,,; bud f funkce spojitd na G a
harmonickd na @. Necht f(z) < 0 pro kazdé z ¢ H(G); necht f(z) - 0 pro
z e 0, |z] > 00.1) Potom je f(z) =< 0 pro ka?dé z ¢ G. (Ndvod. Zvolme ¢ > 0,

1) Je-li M C B, c e E,, pak symbolem
fle) ¢ pro zeM, |z|—> © (3)

nebo vyrokem ,,funkce f mé prox e M, |z| - oo limitu ¢* (a pod.) budeme rozumét totoz
Ke kazdému & > 0 existuje 4 > 0 tak, Ze pro vSechna x ¢ M, pro né% je |z| > A, plati
[f(x) — ¢| < &. Je-li tedy mnoZina M omezené, budeme vztah (3) poklddat za spravny
pii libovolné funkei f a libovolném c € H,.
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y € G. Existuje 4 > |y| tak, e pro viechna z ¢ @, pro néz je |v| = 4, plati
Hz) < e. Bud K = Ez; |x] < A]. Ze vztahu H(K n @) c H(K) v H(G) (viz
(1), evié. 3) a z cvié. 1 plyne f(y) < &.)

Cvident 5. Pomoci cvié. 4 dokazte, Ze k dané Dirichletové tloze existuje
nejvyse jedno feSeni, které ma pro || — oo limitu 0.

Cvieni 6. Bud G oteviend &ist E,,. Necht funkee f, g maji na mnozing
@ spojité derivace prvniho (resp. druhého) ¥ddu. Potom plati na mnoZing G
grad (f.g) =f.gradg +g.gradf ?)

(resp. A(f.g? =f.4g9 + 2grad f.grad g + g- 4f) .

Cvitent 7. Bud G (resp. U) oteviend &ast E,, (resp. E,; n je libovolné pfiro-
zené ¢islo). Necht funkce f mé spojité derivace 2. ¥4du na mnozing U. Bud
@ = [¢1, - -, @,] zobrazeni mnoziny @ do mnoziny U; nechf funkee ¢,, ..., @,
maji spojité derivace 2. ra,du Bud g(t) = f(p(?)) (te@). Potom je Ag(t) =

2O grad ) - grod ) + 3, LD dgyt) €6y 2 = p(0). Pro

jk 1 0% 627
n=1 je tedy dg = [". (grad @)* + /. A«P 1

Cvilent 8. Pro z + 0 (piSeme 0 = [0,..., 0]) plati grad |z|* = x|z|>~2. 2,
Azl = (o + m — 2) |z|*~2 (x redlné). Pro m = 2, x + 0 je Alog |zr| = 0;
pro kazdé m, x #+ 0 je Alz[2~™ = 0. (Ndvod. Je-li p(x) = 2* (x ¢ B,,), fly) =
=y (y > 0), g(=) = f(p(x)), je grad ¢(z) = 2z, dg(z) = 2m a tedy podle
evid. 7T Ag = 3o . (3o — 1) . y** % . da® + }o . %71 2m.)

Cvifent 9. Bud G oteviens &ast E,,, 0non e G. Nechf funkee f ma spojité

derivace 2. f4du na mnoziné G. Bud R > 0; pro t ¢ E,,, t & 0 bud ¢(t) = %
R4

Je @(p(t)) =t. Pro teg(G) poloime g(t) = f(p(t)). Potom je Ag(t) = o

. Af(x) — 2R2 . m]t|4 2 .t. grad f(z) (t e (@), z = ¢(t)). Wévod. Bud é; =0

. R2
pro i % k, 6;; = 1; polozme e, = [6;y, ..., Oim). , PiSeme-li — = [@,(?), ...
-+ ¢m(®)], je (podle cvit. 6 a 8) grad ¢.(f) = Itl‘ (eit2 2tt;), Aoi(t) =

2(m —_ 2) }lz:lt; N dé:le je grard ¢i(t) - g‘ra.d ¢k(t) = I—t—lz 61%. Nyni Pou.ii‘
jeme cvid. 7.)

Ovident 10. Predpoklady jako v cvié. 9. Polozme h(t) = Jt[2—™ . f(p(t) (t €
€ ¢(@)). Potom je Ah(t) = Af(z) (x = ¢(t)). (Plyne z cvié. 6, 8, 9.)

e

o)
) ged fie) = (42, ... 22| .
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Cvident 11. Bud G otevienad mnozina v E,, H(G) + ¢. Bud f funkce, ktera je
spojitd a shora omezend na G a harmonicks na G; necht f(x) < 0 pro kazdé
x € H(®). Potom je f(z) < 0 pro kazdé z ¢ G. (Navod. Zvolme y € G, b € H(®),
& > 0; déle zvolme 6 > 0 (6 < min (jly — b|, 1)) tak; aby bylo f(x) < & pro
kazdé z e @, pro néz |z — b| < 4. Necht f(x) < C pro kazdé ze @, O > e.
Nyni mizeme uréit 4 > |y — b| tak, aby bylo (C' — &) logly — b| — C'log é <
(C — &) log|lz — b| + elog A — Clog 6~

log A — log 6
Funkece g je harmonicka. Bud K (resp. L) otevieny kruh o stfedu b a poloméru
S (resp. 4). Na H(K) n G je g(x) = ¢ > f(z); na H(L) n G je g(x) = C > f(z);
na H(@) — K je g(x) = e > 0 = f(x). Podle (1) (cvié. 3) je g(x) > f(z) pro kazdé
xz e H(G n L) — K) a podle cvit. 1 je f(y) < g(y) < 2e.)

Cwilent 12. Z ptedeslého cviteni odvodte vétu, Ze pro m = 2 existuje k dané
Dirichletové iloze nejvy¥ jedno Fefeni ve t¥{dé omezenych funkei. Pomoci
cvié. 5 dokazte, Ze pro libovolné m (> 1) existuje nejvys jedno ¥eSeni ve tnde
funkei F, pro né% je funkee |z|™2 . F(z) omezeni.

Cviéent 13. Bud G c E,, poloprostor vech [z,y], kde z e E,_,, y > 0;
bud f shora omezend spojita funkce na @, ktera je harmonicks na G a nekladné
na H(@). Potom je funkce f nekladné na G. Je-li tedy f,(x) = fs(x) pro kazdé
x e H(G), pfi dem% f,, f, jsou omezené funkece spojité na G a harmonické na
G, je fi(x) = fy(x) pro kazdé z e G. (Nadvod. Podle cvié. 11 stadi vySetfit
m > 2. Bud y e G, ¢ > 0; necht f(x) < ¢ pro viechna z ¢ G. Zvolime-li dosti
velké &islo f a polozime-li b = [0, ..., 0, —p], je.c (1 (Iy f_ b]) 2) < e.

m—2
Bud? déle R tak velké, aby platilo jednak R > |y — b, ]ednak c(ﬂ) < &

< e.log 4; pro « + b polozme g(z) =

R
bud K oteviend koule o stfedu b a poloméru R. Polozime-li g(z) = ¢ +

“+c (1 s (]x_ﬁ_b[.)m_z) , je g(®) = e proxz ¢ H(G), g(x) > ¢ pro x € H(K), tedy

(viz (1), evié. 3) g(x) > f(z) proz e H(G n K).Podle evid. 1 je f(y) < g9(y) < 2&.)

Cviéeni 14. Bud f spojitd funkce v intervalu (0, 4>. Bud K m-rozmérné
koule o stfedu 0 a poloméru 4. Potom plati

4
JH(lzl) dz = mx [tm-1f(z) de
X 0

kde x je objem jednotkové koule v E,. (Navod. Pro ye <0, 4> polozme
Fy)= [ f(w))dz. Necht 0 <y <y-+h<4; necht u<f(t)<M pro

|zl <y

te(y,y+ k). Potom je F(y +h)— Fly)= [ f(al)dz, tedy

y<|e|SV+h
pley + b — xy™) < F(y + h) — F(y) < M(x(y + h)™ — »y™); odtud plyne
F'(y) = wmy™ . f(y).)
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Cwident 15. Integrél f __dx_mﬁ konverguje, je-li 6 > 0. (Plyne z cvid. 14.)
En (@ +0) 7

Cvilent 16. Parcidlni derivace ¥4du » funkece |z|* maji tvar |z|e—2" . P(z),

kde P je polynom stupné nejvys n. (Dokaze se indukei.) v

Cvilent 17. Bud f omezend méfitelnd funkce v E,,_;. Pro x e E,,_;, y > 0

poloZme
t) dt '
Em-1 ((x — ) + y2)2

Potom je funkce F' harmonickd a ma spojité derivace vSech ¥4da. (N4dvod.
Pisme z = [z, y], A(¢) = [t, 0]. Parcidlni derivace funkce za integraénim zna-
' 1¢) - P(z — At))

lz _— A(t)lm+2n ’
kde P je polynom stupné nejvys n. Abychom mohli pouzit véty o derivovani
za integradnim znamenim (viz na p¥. [2], str. 281—2), je t¥eba nalézt ,,integro-
vatelnou majorantu*“. Zvolme 4 > 0, 6 > 0 a vySetfujme mnozZinu [z| < 4,
y > 0. Protoze |z — At)] > 6> 0, je |P(z — A(t))] = Oy|z — A(t)]2», tedy

menim v (4) maji (pfi pevném t) podle cvié. 16 tvar T =

7] él_z:%)i'? CPro | <24 je IT] S S2; pro [ > 24 jo [z —1 >
> 3, (@ — 1)+ 92 = 32 4 6% takie je |T|= —Lm Integral této
(1 + 22

Y

(@ — tF +97)°
je harmonické pro kazdé ¢ (to se da zjistit na p¥. pomoci cvié. 6 a 8); derivo-
vanim za integraénim znamenim zjistime, Ze i funkee F je harmonické.)

funkce (pfes E,_,) konverguje podle cvié. 15. — Funkce

Cvident 18. Bud f omezend spojitd funkee v E,,_,. Definujme pro z ¢ E,,_;,
y = 0funkei F pfedpisem

1 8.y .dt
Fo0) = fe), Feyp = [T g>o0,
Bna((@ — 1) + 97)°

kde y = ——dv—; . Potom je funkce F spojita. Je-li |f(t)] = C (t € E,,—,), je

E’m—].(v2 I 1)2
|F,y) <C (xeB,_,,y=0). Jeli AeE, a jeli f(t) =0 pro [t| > 4, je
funkece |z|™~1.F(z) omezend. Je-li funkce f nezédpornd, ne viak identicky
rovné nule, je F(z,y) > Oprox e B,_,,y > 0. Navod. Substiffuei t=wvy +o

(y > 0) dostaneme F(z,y)= = f_(ff_j:_"i?%

T, P+ 1)
e x, >z, Y,—>y, pak f(w, + vy,) > f(x + vy), U(xn+vyn)‘ = C, takie

(plati i pro y = 0), Jestli-
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podle v&ty 65 z [2] (str. 121) a podle cvié. 15 méme F(x,, y,) - F(z, y). Je-li
f(¢) = 0 pro [t| > 4, je |F(2)| . [¢|*t = (Izl 2

Cviéent 19. Bud G poloprostor z cvi. 13. Bud F, F, ... omezend posloupnost
funkei, které jsou spojité na @ a harmonické na G. Necht pro kazdé z e G
existuje ]Jm F,,(z) = F(z). Potom je funkce F harmonick4 na G a mé tam spo-

) . konst. pro |z| > 4.

jité denvace viech ¥idi. (N4vod. Polozme f,(t) = , fi&) = F(t,0)
(te B,_y). Zvolme z = [z,y] (e H,_,, y > 0). Podle cvié. 13, 17, 18 je

Folz, y) = L] f fo8) -y - & — ; podle véty 65 z [2] a podle cvié. 15 mame
Y (@ — 02 + 97)?
F.(x, y) - y f fe) .y - d — = F(z,y) . Nyni pouZijeme cvié. 17.)
Fper (& — 1 +9)7
Cvibent 20. Bud K otev¥end koule o sttedu 0 a poloméru R; bud @ polo-

prostor z cvié. 13. Necht b = [0, ..., 0, — R]. Pro z + 2b poloZme ¢(z) =
: 4R? . . _

=b + (z — 2b) . T pro w # b polozme hw(w) =2b 4+ (w—0b).

. F(wi__l_izb_)z . Potom je ¢(@) = K, @(H(G)) = H(K) — {b}, zobrazeni ¢ je

prosté a y je prisluiné inversni zobrazeni. (N4vod. Necht z + 2b, w = @(2).
Potom

8R2 16R4 8R?

+

w2=bz+b.(z—2b)-(z_2b)z (z_2b)2=b2+(z——2_bF

.b.z. (5)

Pro ze @ (resp. ze @) je tedy |w| < R (resp. |w| < R). Bud naopak w e K;
poloZme z = yp(w). Z¥ejmé z + 2b; protoZe ¢(2) = w, |[w| < R, je podle (5)
b.z2<0,ze@. Je tedy (@) = K. Podobns se zjisti, Ze ¢p(H(G)) = H(K) —
— {b}. Je-li 9(z1) = ¢(2), e 2, = p(g(21)) = p(@(z2)) = 2a.) -

Cwifent 21. Ponechme oznadeni prededlého cvideni. Bud F funkce na mnoZing
G, kterd je harmonickd a mé spojité derivace 2. ¥ddu. Potom je funkce
|w — b2~™ . F(p(w)) harmonickd pro we K. (N4dvod. Utvofime zobrazeni

At =t. 4t—}f, funkee Fy(z) = F(2b +z), Fyft) = [t~ . Fy(A(t), Fs(w)=

= Fy(w — b) = |w — b|>~™ . F(yp(w)) a pouzijeme cvid. 10.)

Cvileni 22. Ponechme oznaleni ze cvid. 20. Kazdé funkei f, spojité na mno-
#ing H(K), pritadme funkece C,(z) (¢ @), Dyw) (we K) timto p¥edpisem:
C, je omezené feSeni Dirichletovy tlohy, p¥isluiné k funkei (4R?)™-2 . |z — 2b[2—™.
- fl9(2)) (z € H(@)) a mnoziné G (podle cvié. 13, 17, 18 existuje takové Fe¥eni
pravé jedno a mé na G spojité derivace viech ¥adid); D, (w) = |jw — b|2—™ .
. Cy(p(w)) (we K — {b}), D,(b) = f(b). Potom je funkce D, spojité na K a je

262



D(w) = f(w) pro kazdé we H(K). (Navod. Je-li f(w)=1 (we H(K)), je
Ci(z) = (4R%)™2 | |z — 2b2~m (2 € @); protoze lp(w) — 28] = l—uf—fz—gl (w =+
=+ b),je Dy(w) =1 (w e K). Je-li f(w)= 0 pro viechna w ¢ H(K), dostateind
blizké k b, je podle cvié. 18 funkce |z|™~!.Cy(2) a tedy i [z — 2b|™1 . Cy(z)
omezend; potom je omezens také funkce |y(w) — 251 . Of(p(w)) = (4R2)™ 1 .
- Jw — Bt . Cy(yp(w)) = (4R2)™ 1. |w — b|~1. D, (w) (w e K — {b}), take funk-
ce D, je spojita v bodé b. Funkce D, je tedy spojitd v bodé b také tehdy, kdyz
existuje okolf U bodu b a &islo « tak, Ze f(w) = & pro kazdé we U n H(K).
Je-li nyni f libovolna spojité funkee na H(K), zvolime ¢ > 0 a poloZime g(w) =
= min(f(w), {(b) — ¢), h(w) = max(f(w), {(b) + ¢); ze zfejmého vztahu D, <
= D, = D, plyne snadno spojitost funkee D, v bodé b.)

Cuiceni: 23. Bud L oteviend m-rozmérnd koule. Potom ke kazdé spojité
funkei f na H(L) existuje (podle cvié. 2 pravé jedno) Feseni F p¥islu§né Dirichle-
tovy tlohy. Je-li f nezdporna funkce, ktera neni identicky rovna nule, je F(z) >
> 0 pro kazdé z e L. (N4vod. Bud L koule o stfedu s a poloméru R. Pro
|z| = R poloZme g(z) = f(x + s). Podle cvié. 21—22 je funkce D,(xz — s)
Yefenim na¥i dlohy. Je-li f = 0, ne v8ak f(z) = 0 pro vSechna z ¢ H(L), je
podle cvié. 18 Cy(z) > 0 pro z € @, tedy F(z) = Dy(x — 8) > O prox e L.)

Cuvitent 24. Bud @ libovolné oteviend mnozina v E,,; bud F,, F,, ... ome-
zené posloupnost funkei harmonickych na @. Nechf pro kazdé = € G existuje
lim F,(z) = F(z). Potom je funkce F harmonickd na G a mé tam spojité
N—0

derivace viech ¥4di. (N4dvod. Bud L uzav¥end koule o stfedu s a poloméru

R, L c G.Polozme f,(x) = F,(x + s) (|| = R) a utvoime funkce C; , D, podle

cvié. 22. Z cvié. 19 plyne, Ze funkce @(z) = lim C; (x) je harmonickéd (na
N—»0

otevieném poloprostoru) a mé tam spojité derivace vSech ¥ada; funkce
P(x) =[x — b|*™ . D(p(x)) = 1m D, (x) (x| < R) je tedy podle cvié. 21 har-

monicka. Je viak D, () = ,,(x + b), tedy ¥(x) = F(x + b) (|| < R).)

Cvilent 25. Harmonickd funkce mé spojité derivace véech fadu. (Plyne
snadno z pFedeslého cvideni.)

Cuibent 26. Bud G oteviens 34st E,,; bud funkee f spojit4 na G a harmonickd
na G. Bud ¢ isometrické zobrazeni prostoru E,, na E,. Potom je funkece
He 1(x)) spojits na ¢(@) a harmonicks na ¢(&). (Ndvod. Tvar isometrickych
zobrazeni prostoru K, na E, je popsin v [1], kap. VI, § 3, piiklad 3 (str.
238—240). Nyni pouZijeme cvié. 7 (a cvié. 25).)

Cuvident 27. Bud P metricky prostor. Necht mnoZiny 4, B js'ou bud obé
oteviené nebo obd uzaviené v P a necht P = A u B. Bud f funkee na mnoziné
P; f bud spojitou funkei na prostoru 4 i na prostoru B. Potom je funkce f spo-
jitd na P.
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Cvileni 28. Necht A c B, be E,,, H(A) = {b}. Potom je bud A4 = {b}
nebo 4 = E,, — {b}. Je-li tedy mnozina A uzaviend (resp. oteviend), je

= {b} (resp. 4 = E,, — {b}). (N4dvod. MnoZina M = E,, — {b} je souvisls
aMn HA) = 9.Jetudiz bud M c Anebo M c E,, — A4.)

Cuident 29. Bud f spojitd funkece na oteviené mnozing G c E,; bud K ote-
viend koule, K c G. Potom existuje pravé jedna funkce g, kterd mé tyto
vlastnosti: Je spojitd na &, harmonickd na K a shoduje se s f na G — K.
(N4vod. Podle cvié. 23 existuje (pravé jedna) funkee g,, kters je spojitéd na K,
harmonicks na K a shoduje se s f na H(K). Polozime-li g(x) = ¢g,(x) pro ze K,
g(x) = f(z) pro z e @ — K, je funkce g spojité na K i na G — K; podle cvié.
27 je spojitd i na G.)

Cuviéent 30. Funkei ¢ ze cvid. 29 oznadme symbolem f,. Jsou-li ¢, ¢ spojité -
funkce na oteviené mnoziné @ a je-li « € E;, pak pro kazdou kouli K (K c @)
je (@ + ¥l = @z + ¥a (69)x = & . @55 jo-li ¢ = v, je Z @ = Yy

2. Oznadeni f,, zavedeného ve cvié. 30, budeme stile pouzivat. Bud f spo-
jité funkce na oteviené mno#iné @ c E,,. Rekneme, ze funkee f je superharmo-
nickd na mnoziné @, jestlize ke kazdému bodu b ¢ @ existuje § > 0 tak, Ze pro
kazdou kouli K o st¥edu b a poloméru men§im neZ é plati

1e(b) = f(b) .

(Tm je ¥edeno, e pro kazdou takovou kouli K je K c G.) — Kazdd harmonické.
funkce je zfejmé superharmonicka.

3. Lemma. Budte Gy, G, otevfené mnofiny v E,,. Na mnofiné G@ = Gy v G4
méjme funker f, kterd je superharmonickd na G, 1 na @,. Potom je funkce f super-
harmonickd © na mnoZiné Q.

Dikaz. Podle cvié. 27 je funkce f spojitd na G. Je-li b € G, pak zfejmé pro
kazdou dosti malou kouli K o sttedu b je f.(b) < f(b).

4. Lemma. Budte ¢, y superharmonické funkce na oteviené mnoZiné G C E,;
bud « nezdporné &slo. Potom jsou téZ funkce ap, @ + v, min (¢, p) superharmo-
nické na Q.

Dukaz. Zvolme b € G. Je-li K dosti mals koule o sttedu b, je ¢.(0) = ¢(b).
wx(b) < p(b). Potom viak podle cvié. 30 plati (xg)L(d) = px(b) = x @(b),
(@ + ¥)x () = @x(b) + wx(b) = (@ + )(), & je-li na pf. ¢(b) = w(b), Platl téz
(min (g, ¥))x (b) = ¢x(b) = @(b) = (min (@, ))(b).

5. Lemma. Bud G oteviend édst E,,. Bud funkee f spojitd na G a superharmo-
nickd na G; necht existuje a € G tak, Ze pro kasdé x € @ je f(x) = f(a). Bud A =
= E[z; 2 € G, f(x) = f(a)]. Potom H(A4) c H(G).

Diukaz. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati. Potom existuje b e H(A) n
NG a k bodu b mazeme urdit ¢islo § podle odst. 2. Existuje ¢ tak, ze |c — b| < &
(tedy c € G) a zaroven ¢ non e A neboli f(c) > f(a). Protoze mnoZina 4 je uza-
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viend, je H(4) c A, tedy b e A, {(b) = f(a), f(c) > {(b). Bud K koule o stfedu
b a poloméru |c — b|. Pro kazdé z € G a tedy i pro kazdé z e H(K) je f(x) = f(b);
protoze f(c) > f(b), je podle cvit. 23 také fx(b) > f(b). To vSak odporuje volbé
¢isla d; tento spor dokazuje naSe tvrzeni.

6. Lemma. Bud G neprdzdnd omezend oteviend édst E,,; bud | funkce spojitd
na G o superharmonickd na G. Potom existuje b € H(Q) tak, e pro ka%dé x € G je
(=) = 1(b).

Dukaz. Zfejmé jsou splnény pfedpoklady lemmatu 5. Zachovdme-li ozna-
éeni, vidime, ze § + 4 + B, tedy H(4) + 0. Protoze H(A) c H(G), miZeme
za bod b vziti libovolny prvek mnoziny H(4).

7. Lemma. Bud G, omezend oteviend mnogina, G bud oteviend mnoZina (v E,,);
necht G, ¢ G. Bud | funkce superharmonickd na G. Bud g funkce, kterd md tyto
viastnosti: g(z) = f(x) pro x e @ — Gy, funkce g je spojitd na G a harmonickd
na @,. Potom je f(x) = g(x) pro kafdé x e G a funkce g je superharmonickd na G.

Dikaz. Funkce f — g je na G, spojitd a na G, superharmonické. Protoze
f(x) = g(x) pro kazdé x e H(G,), je podle lemmatu 6 f(z) = g(x) pro kazdé
x € Gy a tedy pro kazdé x € Q. Zvolme nyni b € G. Je-lib € G — G,, je pro kazdou
kouli K o sttedu b, pro niz K c @, splnén vztah g.(b) < f.(6) < f(b) = g(b);
je-li v8ak b € G,, pak pro kazdou dosti malou kouli K o stfedu b plati g(b) =
= g(b). Funkee ¢ je tudiZ superharmonickd.

Poznamka. Je-li tedy funkee f superharmonickéd na &, pak pro kaizdou
kouli K (K c @) plati f, < fa funkee f, je opdt superharmonicka.

8. Rekneme, 7e mnozina G c E,, je reguldrni, jestliZe mé tuto vlastnost:
Je oteviend, H(G) + 0 a ke kazdému bodu b ¢ H(G) existuje okoli U bodu
b a funkee ¢, kters je spojitd na U n G a superharmonickd na U n @, pfi temz
@(d) = 0 a g(x) > 0 pro kazdé z e U n G, z + b. Funkei ¢ nazveme bariérou
(pFislusnou k bodu b a mnozing G). Systém viech reguldrnich mnozin oznacéime
symbolem & nebo prosté ©.

Poznamka. Necht existuje koule K o st¥edu s tak, 7e K n @ = 0, b e K;
bud s; = $(b + s). Je-li m > 2 (resp. m = 2), poloZme @(x) = [b — & |2 —
— |z — 8,|~™*2 (resp. log|lz — s,| — log|b — s,]). Potom je funkce ¢ bariérou.
(Viz cvié. 8.) Odtud plyne na p¥., Ze kazda oteviend konvexni mnoZina s ne-
prazdnou hraniei je regularni. K bodu b lze sestrojit bariéru také tehdy, kdyz
existuje kuzel, ktery neprotne mnoZinu G a mé vrchol v bodé b. (Viz [3],
str. 213.) Jiné G¢inné kriterium regularity je obsaZeno ve vété 23.

9. Lemma. Bud G otev¥end Cdst E,,; necht H = H(G) + @ a necht ke kaZdému
b € H existuje U € @ tak, e G c U, b € H{U). Potom je G € .

Ddkaz. Za bariéru k bodu b a mnozing G lze vzit bariéru, sestrojenou
k bodu b a mnoziné U.

10. V&ta. Necht G, G, e®, G = G, n G, + §. Potom je G €.
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Dikaz. Zvolme b € H(G). Podle (1), cvié. 3 je H(G) c H(G,) v H(G,). Je-li
na pf. b € H(G,), pouzijeme predeslého lemmatu, kde volime U = G,.

11. Véta. Bud G neprdzdnd oteviend édst E,,; necht jejs komplement obsahuje
aspori dva body. Ddle predpoklddejme, e ke kaidé nezdporné omezemé spojité
funkei na hranict H mnoiny G existuje nezdporné feSent prislusné Dirichletovy
wulohy. Potom je G € &.

Dikaz. Zvolme b ¢ H a definujme na mnozing H funkei f pfedpisem f(z) =
= min(|jz — b|, 1). Bud ¢ neziporné ¥eSeni pfisluiné Dirichletovy 1lohy;
bud 4 = E[z; z € G, p(x) = 0]. Protoze mno¥ina A je uzaviens, je podle
lemmatu 5 H(4) c H n A = {b}; podle cvi¢. 28 je bud A = {b} nebo 4 = E,.
Kdyby viak bylo 4 = E,,, bylo by H = H n A = {b} a tedy (viz opét cvic.
28) E,, — G = {b} proti predpokladu. Je tedy 4 = {b} neboli ¢(z) > 0 pro
ka%dé x ¢ @, z + b. Funkee ¢ je tudiz bariérou.

Poznidmka. Obsahuje-li komplement mnoziny & pravé jeden bod &, pak
ke ka#dé nezédporné spojité funkei na mnozing H(G) = {b} z¥ejmé existuje
nezaporné Fefeni p¥isluiné Dirichletovy tlohy (totiZz konstanta), ale podle
vty 15 neni G e G.

12. Bud @ otev¥end &ast E,,; necht H = H(@) + §. Bud f nezidporné spojité
funkce na mno%ing H. Rekneme, 7e @ je horni funkce vzhledem k funkei f a
mnozing @, jestliZe funkce @ je nezédpornd a spojitéd na @, superharmonické na
@ a jestliZe pro kaidé x ¢ H plati (z) = f(z).

Poznamka. Je-li funkce f omezend, pak ziejmé kazdd funkce D(x) =
= ¢ (z € @), kde ¢ je dosti velk4 konstanta, je horni funkei vzhledem k f. K neo-
mezené funkei f nemusi horni funkce existovat (viz pozndmku v odst. 16).

13. Véta. Bud G € &; bud f nezdpornd spojita funkce na hranici H mnoZiny
G. Necht k funkei f existuje aspmi jedna horni funkce. Definujme na mnoziné
G funkci F predpisem

F(z) =infdD(z),
kde @ probihd vechny horni funkce k funkei f. Potom je F #eSemim Dirichletovy
wlohy, pristusné k funkci f a mnofiné G; je to nejmendt nezdporné fedend.

Dikaz. Bud @ horni funkce k funkei f. Zvolme b« H = H(G), ¢ > 0.
K bodu b uréeme okoli U a funkei ¢ podle odst. 8. Bud dile K takova oteviend
koule o stfedu b, e K c U a %e pro ka?dé xe H n K je |f(x) — f(B)| < &
bud § = H(K). Existuje ¢ = 0 tak, #e pro kazdé z ¢S n G je cp(x) = D().
(Je-li L =8 n @ = 0, stadi polozit ¢ = 0; jinak miFeme psét x = max H(z),

zeL
g = mJ.E ®(z), a protoze & = 0, > 0, 1ze volit ¢ = « . f-1.) Déle poloZme
() = f(b) + & + cp(x) (xe U n @) a definujme na mnozing G funkei ¥ pred-
pisem ,
P(x) = min(w(z), D(x)) pro zeG n K,
Y(r) = PD(z) pro zeG — K .
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Bud B mnozina viech z € K n G, pro né% je w(z) < ®(x). Mnozina B je uza-
viend; pro z e S je w(x) > cp(x) = D(z), takie Bn S =0, Bc K n G. Pro
x e G — B je z¥ejmé ¥(z) = &(x). Mnoziny G — B, @ n K jsou obé oteviené
v prostoru @, na obou z nich je funkee ¥ spojité a jejich sjednoceni je @;
funkce ¥ je tedy (podle cvit. 27) spojitd na G. Z lemmat 3, 4 plyne podobns,
ze je funkce ¥ superharmonickd na mnozing G. Je-li xe H — K, je ¥(z) =
=) = f(z); jeli zeH 0K, je w(@) =f0b)+ &> f(x), tedy P(z)=
= min(w(z), D(z)) = f(x). Funkce ¥ je tudiz horni funkei. Déle je ¥(b) <
= w(d) = f(b) + &. ProtoZe funkce ¥ je spojitd a protoze F < ¥, plati pro
v8echna 2 ¢ G, dosti blizks k 3, vztah

F(z) < f() + 2¢. (6)

Pro 2e U n G polozme dile Q(x) = D(x) + do(x) — f(b) + ¢, kde ¢islo
d = 0 je tak voleno, aby pro kazdé ¢ @ n S bylo dp(z) = f(b). Funkce Q je
superharmonicks na mnoZing K n G a spojitd na K n G. Necht bod z le#i na
hranici mnoziny K n G. Potom je podle (1), cvi. 3 bud z e S nebo z ¢ H.
Je-li ze8; je Q(z) =dp(x) — f(b) = 0. Neni-li zeS, je 2zeH n K, tedy
Q(z) = f(x) — f(b) + & > 0. Podle lemmatu 6 je pro kazdé z e K n G splnén
vztah Q(z) = Oneboli '

D(z) = f(b) — & — dp(2) . (7)
ProtoZe mnoZina K je oteviena, je podle (2), cvié. 3 K n G c K n G; protoze
@ je libovolnd horni funkee, plyne z (7), Ze pro kazdé z « K n @ plati

F(z) =z f(b) — & — dop() .
Pro viechna z e G, dosti blizk4 bodu b, je tedy

F(x) > f(b) — 2¢.
Odtud a z (6) plyne, Ze F(b) = f(b) a Ze funkece F je spojitd v bod& b (vzhledem
k mno%ing G). ;
Nyni dokéZeme, Ze funkee F je harmonickd na mnozing G. Zvolme tedy

se@; bud K oteviend koule o stfedu s, K c G. Existuji horni funkce @,,
D, ... tak, ze lim @,(s) = F(s). Polozme ¥, = min(D, ..., D,), I, = (¥,)x-

Podle lemmatu 4 a poznamky k lemmatu 7 jsou‘ téz ¥, I, horni funkce.
Protoze F(s) < I'y(s) < D,(s), je t6% lim I, (s) = F(s). Funkee I, Iy, ... tvoii

na mnoziné K omezenou monotonni posloupnost; pro kazdé x ¢ K muzeme tedy
polozit I'(x) = lim I',,(x). Podle cvi¢. 24 je funkce I" harmonickd na mnoZing

N—0

K. Protoze I', jsou horni funkce, je

I'(x) = F(x) 8)
pro kazdé z ¢ K.
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Bud opét @ libovolna horni funkce. PoloZzme 'zi’n = min(D, ¥,), f’n = (‘;f’,,)x,
f’(x) = lim fn(x) (x € K). Funkce I' je op&t harmonickd; zfejmé f(x) = I'(x)

(x e K), f(s) = I'(s) (= F(s)). Kdyby v nékterém bodé b ¢ K bylo f(b) < I'(b),
mohli bychom pouZit cvié. 23 na kouli o stfedu s a poloméru |s — b| a na funkei
I~ I zjistili bychom tak, Ze f(s) < I'(s), coz neni pravda. Je proto I'(z) =
= I'(x) < &(z), I'#) < inf O(x) = F(x), tedy podle (8) I'(x) = F(x) pro kazdé
z e K. Vidime, Ze funkce F je harmonickd v okoli libovolného bodu se G;
je tedy harmonicks na mnoziné G, takZe je feSenim dané Dirichletovy tlohy.
Protoze kazdé nezaporné Yeeni Dirichletovy dlohy je horni funkei, je F nej-
mensi nezdporné Fefeni.

. 14, Lemma. Nechf be E,; bud 6 > 0, G = E[z; 0 < |xr — b| < d]. Potom
nent G € §.

Dukaz. Je-li m = 2, polozme ¥(x) = log(d . | — b|Y); je-li m > 2, poloz-
me ¥(z) = |x — bj2~™. Bud & > 0. Funkce &(z) = min (¢¥(x), 1) (D(b) = 1)
je podle lemmatu 4 horni funkei k funkei f, definované na hranici mnoziny
G predpisem f(b) =1, f(x) = 0 pro |x — b| = 4. Infimum F v¥ech hornich
funkei neni tedy spojité (je F(b) = 1, ale F(x) = O proz ¢ G).

15. Vé&ta. Necht mnoZina B c E,, md isolovany bod b. Potom nent E,, — B € &.

Dukaz. Bud K oteviena koule o stiedu b takové, ze K n B = {b}. Kdyby
platilo G = E,, — B¢ @, platilo by podle véty 10 K — {b} = K n G G;
to vi8ak odporuje predeslému lemmatu.

16. Bud G ¢ G; bud D = D(GF) mnoZina viech spojitych funkei f na H(G)
takovych, ze k funkei |f| existuje aspoii jedna horni funkce. Systém D ziejmé
obsahuje v8echny omezené spojité funkce na H(G). Kazdé nezdporné funkei
f e © pfifadime infimum viech hornich funkei; oznadime je D(G, f). Je-li f =0,
je oviem D(G, f) = 0; je-li f libovolné funkee z D, mizZeme tedy polozit

D(f) = D(@, f) = D@, f,) — D(G, {.),

kde f.(z) = max(f(z), 0), f_(x) = max(— f(z), 0). (Z¥ejmsé f., f_ ¢D.) Funkce
D(f) je podle véty 13 FeSenim Dirichletovy dlohy, p¥isluiné k funkei f (a mno-
Zing @). Misto (D(f))(z) pieme D(f, x) nebo D(G, f, z) (z € G).

Poznémka. Jestlize k nezdporné spojité funkei f na mnozing H(G) existuje
feSeni Dirichletovy ulohy, nemusi jeité platit fe D. P¥iklad (v E,): Funkce
F(xy, z,) = 2} — 2} je ziejmé& FeSenim Dirichletovy tlohy, p¥sluiné k funkei
f(z,, 0) = 27 a poloroviné z, > 0. Polozme g,(t) = min(n, £2), f,(2;, 0) = gn(®;)-
Z cvié. 13, 17, 18 snadno plyne, Ze pro z = [z, ,], 2, > 0 je D(f,, ) =

_ 1 Zs - ga(t) . i ; ;
= f C—tr+a df, kde y = f I Kdyby k funkei f existovala hor-

- -

268



ni funkee @, bylo by D(f,) < @ pro ka’dé n; volime-li v8ak na pt. b = [0, 1],

_ 1 ga(t)
dostaneme D(f,, b) = fﬂ 1 df — oo.

17. Véta. Bud G € &; necht existuji funkce @, ¥, které maji tyto vlastnosti:
Jsou omezené a spojité na G a harmonické na G;-shoduji se na H(G), nejsou si
véak identicky rovny na G. Potom plati

inf D(G@, 1,2) = 0 (9)
ve @
(je oviem D(@, 1) = D(@, f), kde f(x) = 1 pro kazdé x ¢ H(G)).

Dikaz. Polozme Qy(z) = @(x) — P(z) (z ¢ G). Potom je 2, omezend spojité
funkce, ktera neni identicky rovmna nule na mnozing G. MiZeme tudiz volit
dislo ¢ tak, ze funkee 2, = ¢, ma supremum rovné 1; poloime 2, = 1 — Q,.

Protoze Q,(x) =1 pro kaidé x ¢ H(®), je 2, horni funkee k funkei f(z) =1
a tedy D(G, 1) £ Q,. Odtud a ze vztahu inf Q,(z) = 0 plyne (9).

18. Bud @ = @, systém téch reguldrnich mnozin G c E,, pro néi je
D@, 1)=1 (t. j. D(G,1,2) = 1 pro kazdé z ¢ G); bud G = G, = & — G,.
- Pozndmka. Je-li G ¢ &, je Fefeni Dirichletovy 1lohy pro kaZdou omezenou
spojitou funkei na H (@) vidy jednoznacéné ve tiidé omezenych funkei (to plyne
ihned z véty 17). Je-li viak G ¢ &, existuji k funkei f(z) = 1 aspoii dvé ne-
zéporns omezend fefeni (a plati tedy (9)). Potom oviem neni ¥eSeni Dirichle-
tovy tlohy jednoznaéné pro zddnou omezenou spojitou funkei na H(G) ani
ve t¥idé omezenych funkei. — Je-li m = 2, je systém &, prazdny, jak plyne
z cvié. 12. Uvidime (viz vétu 35), Ze pro m > 2 patiéi do &, kazdd regularni
mnozina s omezenym komplementem. Do &, patii ovS8em vSechny omezené
regularni mnoziny. — Bud koneéné G'e @, a bud f nezaporna funkce z D;
polozme § = inf D(f, z). Potom je D(f, z) — 6(1 — D(1, z)) horni funkece k f,
i ze@
takze d = 0 (zobecnéni vztahu (9)).

19. Vé&ta. Bud Z isometrické zobrazeni prostoru E, na E,; bud G € & (resp.
G € ®,). Potom Z(R) € & (resp. Z(G) € G,).

(Plyne snadno ze cvi¢. 26 a z vét 11, 13 a 15.)

20. Lemma. Bud M neprdzdnd kompakint konvexni édst E,,. Necht existuje
funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M a rovnd nule na
M. Potom E,, — M ¢ G. '

Dukaz. Jelib ¢ E,, « € E,, bud Z, , zobrazeni, které bodu = ¢ E,, piifazuje
bod b+ a(xz — b). Je-li tedy beM, xe{0,1), plati Z,, (M) c M. Zvolme
nynf beH(M); bud M, = Z,.(M) pro o= % ®,(z) = Db + n(z — b))

(n=1,2,...). Bud K oteviend koule o stéedu b a poloméru 1. Existuji kladnd
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Usla &y, ¢, ... takové, %e pro = € K je |e,D.(x)] < n~2. Rada D ,D,(z) tedy .
1 ] &

konverguje stejnomérné na mnoziné K; bud ¥ jeji soudet. Snadno se zjisti, Ze
kazda funkce @, je harmonickd a kladnd na E, — M, a tedy na H, — M.
Podle cvié. 24 je funkce ¥ harmonickd na K — M. Je ¥ (b) = 0, funkce ¥ je
spojitd na K a kladna na K — {b}; je to tedy bariéra.

21. Lemma. Bud ¢ > 0,

M=Ex;z=1[2%;..., 2n] € B,z = 0, 2| = €] .

Potom existuje funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M
a rovnd nule na M.
il

Dikaz. Polozme f(t) =fﬁ t=0), flx) = - (@ — & +
(T m—1

+ V@@ = &¢ + 422, O(z) = f(B(x)) (= € E,). Dokazeme, e funkce & mé
uvedené vlastnosti. Funkce @ je zfejmé spojitd a nezaporna. PoloZme jeSté

D= J@® =y + 42, .

Je-li z,, & 0, je D > |2 — &2, tedy B(z) > 0. Je-li || > ¢, 2, = 0, je D =

= 2% — &2, tedy opdt B(z) = 22 — & > 0. Je-li v8ak ze M, je z,, =0, D =
= &2 — 22, B(z) = 0. Vidime, %e M = E[z; ®(z) = 0]. Mdme jesté dokazat, zZe

funkce @ je harmonicks na E,, — M. VSimn&me si, e na E,, — M je D > 0

a (piSeme-li f(z) = B)

B+ B — a*) — etf = 0. (10)
Odtud plyne (viz cvié. 6)
28 grad B + (&2 — 2?) grad f — 2z — 2&%¢,,v = O,
kde v = grad z,, = [0, ..., 0, 1]. Protoze f = }(2* — & + D), je

2B+ —22=D, (11)
takze D grad f = 2(fz + &%,v) a tedy

D .z .grad B = 2(f2® + &%), (12)

D(grad B)* = 4(f%* + 286, + eap,) - (13)

Déle méme (viz (11)) D(Ba? 4 &x5,) = (28 + & — 22)(fa® + %) = 2%® +
+ 2Be2y, + (2 — 2?) fa? + ez, — 2Perh, = PPu® + 28 e, + e + 2P [B* +
+ B(e2 — a?) — £22,]; protoze viak [...]=0podle (10), je

D(Ba? + exy,) = fo® + 2Be], + e'h,
Odtud a z (13), (12) plyne
D(grad B = 4(Ba* + e) , (14)
(grad ) = 22 . grad § . (15)
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Provedeme-li na rovnost (10) operator 4, dostaneme podle cvié. 6
2(grad B)® + 24P + Ap(e® — 2?) — 2.2z . grad f — 2mf — 22 =0,
takze (viz (11), (15))
L DA = 2(mp + &) . (16)

Z (10) a (14) plyne fa? + &2 = % + fe?, (gradf)? = — ,8(/3 + &) a tedy
(viz evié. 7 a vztah (16)) 4D = f". (grad B)2 +f' . 48 = D [j (mp + &%) +

+ 2" B(B + ¢)]. Protoze viak f'(8) = (B(8 + &)™)}, f'(B) = — #(...)°¥.
B+ &)t + ﬂ(m — DB+ ) = — 3(..)E (B + . (mB + &),

dostdvame AP = —5 [(...)%. mB + &) — (...)E. (B + &)™ 2. (mp + &) .

BB+ )] = () (mf 4 ) — () () (o 4 9] = 0. Tim jo
vie dokazano.

22. Véta. Bud R nadrovina, K wuzaviend koule o stfedu v R. Potom je
E,— (KnR)eG.

Dukaz. Bud & polomér koule K; bud M = E[z;z = [%;, ..., Tn] € En,
z, = 0, |z| < ¢]. Podle lemmat 20 a 21 je E,, — M ¢ &; podle véty 19 je téz
E,— (KnR)e@.

23. Véta. Bud G oteviend dst E,,; necht H(G) + 9 a necht ke kazdému b e
€ H(Q) existuje nadrovina R a wzaviend koule K o sttedu v R tak, ¢ K n R n
NnG=0, beK n R. Potom G e@.

(Plyne z lemmatu 9 a vty 22.)

24. Véta. Bud G, € Gy; bud G, € &, G, c G,. Potom Gy e §,.

Dtkaz. Definujme na mnozing G, funkei @ predpisem P(z) =1 pro z e
€@, — G, () = D(G,, 1, x) pro z € G;. Protoze P(zx) = D(G4, 1, x) dokonce
pro kazdé z ¢ G,, je podle cvit. 27 funkce @ spojitd na G,. Zvolme b e G,.
Jelibe @, — Gy, je D) = 1; protoze D(x) < 1 na G, je De(b) =1 = D(b)
pro kazdou kouli K, pro niz K c G,. Je-li viak b e G,, pak pro kazdou dosti
malou kouli K o st¥edu b plati @z(b) = D(b). Funkee P je tedy horni funkei
k funkei identicky rovné jedné na H(@,); protoze (podle véty 17) je inf D(G, 1,

zeGy
z) = 0, je také inf @(z) = 0, takZe inf D(G,, 1,2) = 0, Gy e G,.
ze@y ze@,

25. Véta. Necht Gy, G, € G, Gy 0 Gy = 0. Potom @ = G, U G, e G. Jestlize
Gy, Gye @y, je téZ Qe G,.

Dikaz. Protoze G, n G, = 0, je H(G,) n G, =0 a tedy H(G,) n G = §;
protoze H(G,) c @, c G, je H(G,) c H(G). Podobn& se zjisti, Zze H(G,) c H(G).
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Bud nyni f nezdpornd omezens spojitd funkee na H(GF). Definujme na mnoziné
G funkei F ptedpisem F(x) = D(G;, f, ), je-liz € G;, F(z) = f(z), je-liz ¢ H(G).
Funkce F je spojitd na G, i na G,; podle cvié. 27 je funkce F spojité i na
G, u G, = G, takie je nezdpornym YeSenim Dirichletovy tlohy, p¥isluiné
k funkei f a mnoziné G. Protoze podle véty 15 mé ka?dd z mnoZin E,, — G,
vice neZ jeden bod, méd podle cvié. 28 také hranice kazdé z mnozin G; a tedy
i hranice mnoZiny @ vice nez jeden bod. Podle véty 11 je tudiz G ¢ ®. Jestlize
nyni Gy, G, e &,, je funkce D(@, 1) rovna jedné na G, i na @, a tedy i na G;
odtud plyne G e &,.

26. Vé&ta. Necht G x E; e @1 (resp. G5 **). Potom G e @™ (resp. G € &)

Dikaz. Bud f nezdpornd omezend spojitd funkce na H(G); poloZme
f(xl, 565 gt Bt ) = Floos vuiy ) Potom. je f nez4pornd omezend spojitd
funkece na hranici mnoZiny U = G x E;; bud F= DU, ]~‘). Zvolme y;, yse B
a poloZzme d = y, — y,. Funkce F(z, y+d) (xe@G, yekE,) je horni funkei
k funkei f; je tedy f’(z, y) = I7'(x, Yy, + d) = F(z, Y,). Podobné se zjisti, Ze
F(x,y,) < f’(x, y,); vidime, Ze existuje funkce F na mnozing @ tak, ze F(z, y) =

2

= F(x). Protoze ?yf: = 0, je funkce F harmonickd na G; je to ziejmeé f'eéen_i

Dirichletovy tlohy, p¥isluiné k funkei f. M4-li tedy komplement mnoziny &
aspoii dva body, je podle véty 11 G ¢ @™. Je-li kromé toho G X E, e Gp+! a
volime-li f(x) = 1, existuje b e @, ¢ ¢ E, tak, %e F(b,c) < 1 a tedy F(b) < 1;
protoZze D(G, 1) = D(G, f) £ F, je také D(G, 1,b) < 1. Odtud plyne G ¢ Gz .
. Pripad, Ze by komplement mnoZiny @ obsahoval jen jeden bod, nemtZe
viak (za predpokladu G X E, e §™*1) nastat; to dokdzeme sporem. Necht
tedy G = E,, — {b}, G X E, e @*. Bud L = E[z;z¢ E,, |x — b| < 1]. Pro-
toze L X E, e @™, je téZ (podle véty 10) (L n @) X E, e 1. Protoze
komplement mnoziny L n G obsahuje vice nez jeden bod, plati (podle toho,
co jsme dokézali) L n G ¢ @™. To viak odporuje lemmatu 14; tim je vie do-
kézéno.

Poznamka. Je-li @ X E, e BT, je oviem G ¢ G

27. Véta. Bud P poloprostor; bud G € &, G c P. Potom G € &,.

(Plyne snadno z cvié. 13 a z vét 19 a 24.)

28. Véta. Necht G €@y bud Z(zy, ..., 2,) = (24, ..., Zpy, — Xyy]. Potom
G n Z(Q) e G,

Dikaz. Bud A (resp. B) poloprostor z, > 0 (resp. ,, < 0); bud R nad-
rovina «,, = 0. Polozme U = G — R. Z véty 27 plyne, ze neni G c 4; je tedy
G n B £ 0, takie (viz véty 10 a 27) @ n Be &,. Podobnd se zjisti, ze G n
NnAe®, azvéty 25 plyne U = (Gn A) u (G n B)e®,.

Bud F = D(G, 1). Kdyby bylo F(z) =} pro kazdé ¢ R n G, bylo by
(viz (1), cvié. 3) F(z) = } pro kazdé ze H(@) v (R n @) > H{U); odtud by
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viak plynulo, Ze je funkce F horni funkei vzhledem k funkei f(2) = } (z €
e H{U)) a mnoziné U a ze tedy plati F(x) = D(U, },2) = } pro kazdé x e U u
U (R n @) > G, coz neni mozné podle (9) (véta 17). Existuje tedy be R n @
tak, Ze F(b) < 1; ziejmé b e @, tedy b e G n Z(G) = V. Definujme na mnoziné
V funkei @ piedpisem @(z) = F(x) + F(Z(z)). Funkce @ je harmonicks na
¥V a spojitd na V; protoze H(V) c H(G) v H(Z(R)), je D(x) =1 pro kazdé
zeH(V) a tedy @(x) = D(V, 1, x) pro kazdé z ¢ V. Protoze viak & (b) < 1, je
Ve @,.

29. Véta. Necht UeG,U X E, e ™, Ge@G™*, G o (B, —U) X
X {0, ©)) = 0. Potom G ¢ &7 1.

Diukaz. Bud Z(Zy, ..o, Ty Tpps1) = [Ty, - o or Ty — Xppre]- Ziejmé Z(GF) n
0 ((B,, — U)X (— ©,0)) = 0@, tak¥e G n Z(@) n (B, — U) X E;) = 0 ne-
boli @ n Z(@) c U x E,. Kdyby bylo G ¢ G **, méli bychom podle v&t 28,
24 a 26 postupnd G n Z(G) e Gy, U X B, « &) a konetnd U e G proti
predpokladu.

30. V&ta. Bud @ oteviend édst E,,, H = H(G) = 0. Necht ke ka,zdemu beH
existuje nadrovina R a wzavifend koule K- se stfedem v R tak, ¢ be K 0 R
KnRn G= §. Potom G X B, e En+2, '

Dikaz. Zvolme de H(G X E,), d =[b,c], kde be H, ceE,. Sestrojme
k bodu b podle pfedpokladd véty nadrovinu R a kouli K; polozme S = R X E,.
Bud K =E[x;ze B, |[x —s| £ 08, t=[s,¢], L=E[x;x e E,y, |z — | < 4]
Potom je L koule se stfedem v nadroving S; snadno se zjisti, Ze de L n 8§,
Ln8Sn(@x E)=90. Podle véty 23 je G X E, e Gm*1.

31. Véta. Bud C dsebka v Ey; necht G e 3, G n (C X {0, 0)) = 0. Potom

G e ®:.
" Diakaz. Usetka v E, je zfejmé prinikem nadroviny (= piimky) s koulf
(= kruhem) se stfedem v této nadroving. Podle véty 30 je (B, — C) X E; e B3,
Protoze &2 = 0 (viz cvit. 12), je podle véty 26 (E, — C) X B, e G}. Podle
vity 29, kde piteme U = B, — C, je tudiz G ¢ G

Poznédmka. Ty reguldrni mnoziny s neomezenym komplementem, s nimi#
se setkdvime p¥i konkretnim Yefeni trojrozmérné Dirichletovy tlohy, patii
podle v&t 31 a 19 zpravidla do &3. To znamena zejména, jak vime, Ze ke kazdé
funkei, spojité a omezené na hranici takové mnoZiny, existuje pravé jedno
omezené Ye¥eni p¥isluiné Dirichletovy tlohy.

32. Véta. Pro kazdou mnodinu G € & jsou sprdvnd tato tvrzeni:

a) Jesthize f,geD,jef+geD a

D(f + g) = D(f) + D(9) -
b) Jestlite fe D,ce By, jecfe Da
D(cf) = cD(f) -
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c) Jesthze f,ge D, f < g, je
' D(f) = D(g) -
d) JestliZe f je spojitd funkce na H(@), ge D, |f| < g,jefeDa
[D(f)] = D(g) -

Dikaz. Budte nap¥ed f, g nezdporné funkce z D. Potom je D(f) + D(g)
horni funkce k f 4 ¢, takZe D(f) + D(g) = D(f + ¢). Protoze D(f + g) je
horni funkce k f, je D(f + ¢) = D(f); vidime, %e D(f + g) D(f) je horni
funkei k funkei g. Odtud plyne D(f + g) — D(f) = D(g), D(f + g) = D(f) +
+ D(g). Tvrzeni a) je tedy v nafem p¥ipadé spravné.

Budte nyni f, g libovolné funkce z ©. Definujme funkce ¢, y pfedpisem:
F+os+oe=Ff+9s 4+ 9-+w=7f_+ g_. OdeStenim téchto rovnosti
dostaneme vztah ¢ = y. Ziejmd ¢ = 0, p e D. Je D(f + ¢9) = D((f + 9)+) —
— D((f + 9)-) = D((f + 9)+) + D(p) — (D((f + 9)-) + D(y)); podle toho, co-
jsme jiz dokazali, je tedy D(f + g) = D((f + 9)+ + ¢) — D(f + 9)- + v) =
= D(f,) + D(g.) — (D(f-) + D(g-)) = D(f) + D(g). Tim je tplné dokézino
tvrzeni a). Diikaz tvrzeni b) a ¢) lze pfenechat ¢tena¥i. Plati-li nyni pfedpokla~
dy tvrzeni d), je zfejmé f e D, — g < f < ¢, tedy D(f) =< D(g), D(— g) = D(f),
D(g) = — D(f), takZe opravdu |D(f)| =< D(g).

33. Véta. Bud G ¢ G™, fe D, H = H(G). Potom plati

Suglxi"“z \D(f, )| = SuPIf'CI’"‘2 /@)l » (17)
SHPID(J‘ )| = Suglf(x)l (18y

Dikaz. Bud napfed funkce f nezdporné. Neni-li funkee [z|™~2 . f(x) omezend,.
je vztah (17) z¥ejmé spravny; bud tedy suplz|™2.f(z) = s < co. Potom
zeH

existuje ¢islo ¢ tak, %e f(x) < ¢ pro vSechna z ¢ H. Snadno se zjisti (viz odst..
3, 4), ze funkce @(z) = min(c, s . |z]|>~™) (D(0) = ¢) je horni funkei k funkei f.
Pro kazdé x € G je tedy D(f, x) < D(x), takze |z|"2 . D(f, ) < s. Odtud plyne-
ihned, Ze (17) plati pro kazdou nezapornou funkei f € D.

Bud"nyni f libovolné funkce z D. Podle 32, d) je |D(f)| =< D(|f|); podle toho,.

co jsme dokézali, je tedy sup |z|™2. |D(f, )| <sup lz|™2 . D(If], ) =
ze@
= sup|z|™2. |[f(x)| . Odtud snadno plyne (17). Dukaz vztahu (18) lze pie—
zeH

nechat Stendii.

34. Véta. Bud m > 2, G e @™, H = H(R), f ¢ D; necht f(x) - 0 pro z e H,.
|| = co. Potom plats D(f, z) — 0 pro z € @, |x| — co.

Dtkaz. MiZeme predpoklddat, Ze funkce f je nezédporné. Zvolme & > O
a poloZme g(x) = max(f(z) — &, 0) (z ¢« H). Existuje koule K tak, %e g(z) =
pro kazdé x ¢ H — K; funkece |z|™2 . g(z) (z € H) je tedy omezena. Podle (17)
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je také funkce |x|™-2.D(g, %) (v ¢ @) omezend, takie D(g, z) - 0 pro z €@,
|z| = co. Protoze viak f(z) < g(z) + ¢ (x ¢ H), je funkee D(g,z) + ¢ (z ¢ @)
horni funkei k f; odtud plyne D(f, ) < D(g, ) + ¢ (* ¢ G) a tedy také D(f, ) —
— 0 proz e @, |x| - c0.

35. Véta. Bud G reguldrni mnoZina s omezenym komplementem; bud f spojitd
funkce na hrawicc H mnofiny G. Potom existuji &isla ¢, d tak, Ze pro kaZdé x G,
z + 0je

c
O

— D(f, )| < ,—d——

xlm—l *

Dtkaz. Bud K oteviend koule o st¥edu v poéitku a poloméru R; nechf
K > E,, — @.Definujme na mnoziné H(K) funkei g pfedpisem g(x) = D(G, f, z).
Podle cvic. 10 je funkece

m—2
F(z) = 157:2 .D(K,g,a: g) (xek, — K)
fefenim Dirichletovy tlohy pro funkei g a mnozimu E,, — K; touZ vlastnost
mé i funkee D(G, [, z) (x € E,, — K). Funkee |z|™2.F(x) je zfejmé omezend;
funkee |z|™2.D(G, f, z) je omezena podle (17) (véta 33). Podle cvié. 12 je
tedy F(x) = D(G, f, x) pro ka?dé z ¢ E,, — K.

Bud nyni ¢, = D(K, g, 0). Na mnozin K existuje omezend funkce ¢ tak,

%e D(K,g,x) = ¢, + |#| . p(x) pro kazdé z e K. Pro znon e K potom plati

D@, f, z) = Flz) = ‘fl% (co + ]:;]2 : (p(x : g)) ; piseme-li jeSté c = R™ 2. ¢y &

je-li |p(x)| < d, pro z € K, plati pro z non € K vztah
llz|™*. D(@, f, z) — clz]| < B™.d,.
ProtoZe vSak levd strana této nerovnosti je omezend na mnoziné G n K,
existuje d tak, Ze je )
llz|™* . D(@, f, z) — clz|| <d

pro viechna ¢ ¢; odtud plyne ihned tvrzeni véty.

Poznamka. Ziejmé |z|™~2 D(f, ) — ¢ pro |z| - co.

36. Z véty 35 snadno plyne, %e pro m > 2 pat¥i do &, kazd4d mnoZina G ¢ &
s omezenym komplementem. Nyni ukéZeme, Ze i mnoZina s neomezenym

komplementem mtze pattit do &,. Pfiklad (v E;): Bud B = U B,, kde B, je
f n=1
uzaviens koule o stiedu s, = [0, 0, #®] a polom&ru n; bud § = {s,, 8, ...}. Pro

0

zeG, = E, — S poloime F(z) = z

Wy |2 — 8y

L Jelize@,, |8n,| > 22|, pak pro

. 2 2
ka?dé n = n, plati |z — s, >%|sﬂ], tedy E ” n 2 Rada,

ol <ol =
definujici funkeci F, konverguje tedy na mnoZing @, lokiln& stejnomérné.
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4 ' 2 n 1
Je'h x = [2,, Ty, 3], kde 23 < 0, je &z — 5] = i

konverguje tedy ¥ada dokonce stejnomérné. Odtud snadno plyne, Ze funkce
F je harmonick4 na mno#ing G = E, — B, spojitd na @ a spliiuje vztah F(x) -
—0 pro |z| — 00, x; < 0. Na hranici mnoziny G je vSak zfejmé F(z) > 1,
takze ' = D(G, 1), in(f;D(G, 1,z) =0, G e G,

Ze

37. Véta. Necht G € ®; budte Gy, G, ... takové oteviené mmofiny, Ze G, C
cGyc..,UG,>Ga%Gn G, e® prokaidé n. Bud f € D(G); budte fy, far ...
n=1

v poloprostoru z; = 0

8pojité fumkce na mnofing H = H(Q), které maji tyto vlastnosti:
[L@)] = [fol@)] = -y fu(@) - f(2) = O, fo(2) = f(2) pro kaidé x e H; (19)
ful®) = 0 pro kazdé xe H — G, (n=1,2,...). (20)

Ka¥dému pFirozenému n priradme funkci g, definovanou na mmnoZiné A, =
= H(G n G,) pfedpisem o

gn(@) = ful2) (xed,n H), (21)
gu(®) =0 (xed,— H). (22)

Potom je g, e D(G n G,) pron.=1, 2, ... a plati
' D(G 0 G, gy 7) — D(G, f, 2) (23)

pro kazdé x e G. .

Diikaz. Predpoklddejme napied, ze funkee f je nezdporn4 (atedy 0 < f,(x) <
< fo(x) < ...). Zvolme index 7 .a polotme C = A, n H, D= A, n H(G,).-
Podle (21) je funkece g, spojitd na mnozing C. Bud nyni z e D. Je-li x € H, je
podle (20), (21) g,(z) = 0; jestlize v8ak x non € H, je podle (22) opét g,(x) = O.
Protoze mnoziny C, D jsou uzaviené a protoZe 4, = C u D (jak plyne ze
vztahu (1), cvié. 3), je podle cvié. 27 funkee g, spojitd také na mnozing 4,,.
Z (21), (22) plyne, Ze g,(x) < D(G, f, z) pro kazdé z € 4,; je tedy g, e D(G N
n G,). Polozme F, = D(G n G,, g,), F = D(G, |).

Zvolme bod ze A, a index p > n. Jestlite z e G, je g,(r) = 0 = F,(x);
neni-li xe G, je ovéem ze G n G, —Gc G n G, — G c A, a podle (19), (21)
je opét g,(x) < g,(x) = Fy(x). Odtud plyne, %e na mnoziné G n G, plati
F.(x) < F,(z) =< F(x).

Bud z libovolny bod mnoziny G. Protoze G c G @,, existuje index n tak,
jexe @ n G, podle (2) (cvit. 3) je " .
Gn@,cGnd, ' (24)
a tedy z ¢ @ n @,. Na mnoziné @ mtizeme proto definovat funkei @ piedpisem
| B(z) = lim F,(z) |
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(pti libovolném z e G je posloupnost {F,(z)} definovéna pro viSechna dosti
velkd n a je monotonni); ziejmé

d<F. (25)
Protoze je posloupnost funkei F,, omezend v okoli kazdého bodu mnoziny G, je
podle cvié. 24 funkee @ harmonické na G. '
Bud nyni b € H, ¢ > 0; necht b € G@,. Je-li p > n, je podle (24)be G n G, —
— G c A, tedy F,(b) = f,(b). Protoze f,(b) — f(b), existuje. p > n tak, %e
Fy(b) > f(b) — e. ProtoZe funkce F, je spojité na G n &,, je podle (24) spojitd
ina G, n G; existuje tedy okoli U bodu b tak, zZe
Fy() > f(b) — &
pro viechna zeU n (G, n G)=V n G, kde V="U n G,. Protoze F(b) =
= f(b), existuje takové okoli W bodu b, Ze pro kazdé xe W n G je

F(z) <{®) +e.
Pro viechna z ¢ (V 0 W) n G je potom
1) — e < Fy(z) < P(x) < F(x) < f(b) + &
Vidime, ze @(b) = f(b) a Ze funkece @ je spojitd v bodd b vzhledem k mnoZing G.

Tim jsme dokézali, ze @ je horni funkei k funkei f a Ze tedy @ = F. Odtud
a z (25) plyne (23). Pro libovolnou funkei f e D(GF) dokdZeme vétu rozkladem
funkce f na rozdil f, — f_.

Pozndmka. V této v&t& miZeme mnoZiny G, a funkee f, volit na pf. takto:
Bud b € @; bud G, koule o stfedu b a poloméru ». Dale bud y,(f) = 1 pro
0<t=<n—1, y,(t)=0 pro t =n a funkce y, bud linedrni v intervalu
{n — 1,n); polozme f,(x) = f(x) . ,(lx — b]). Véta potom ¥ki, Ze FeSeni
Dirichletovy tlohy, pfisluiné k funkei f a mnoZing G, lze p¥iblizné vyjadrit
fefenim Dirichletovy tlohy, pfislusnym k funkei g, a mnoziné G n &,. Da-
leZité je p¥itom, Ze mnozina G n @, je (v tomto p¥ipad®) omezend; pro omezené
mnoziny plati totiz v8ta o unicité Feleni a jsou téZ zndmy rtzné piiblizné
metody k jeho nalezeni. '

38. Lemma. Bud G e®, f, [, fo --- € D; mecht fi(z) = folz) = ..., fulx) =
— f(x) pro kafdé x ¢ H(Q). Potom plati D(f, x) — D(f, x) pro kaidé = ¢ G.

Dikaz. Predpoklddejme napied, Ze funkce f, je nezdporni. PoloZime-li
v predeslé vété G, = E,, (n = 1,2, ...), bude g, = f, a podle (23) dostaneme
D(tf,, ) - D(f, z) (z ¢ @). Vynechme nyni p¥edpoklad, Ze funkce f, je nezé-
porné, a pisme ¢, =f, —f, (n=1,2,...), ¢ = f — f;. Podle toho, co jsme
dokézali (a podle v&ty 32), je D(¢,, ) — D(p, z) a tedy D(f,, x) = D(pa, ) +
+ D(f,, ) - D(¢, ¥) + D(f, ) = D(f, x) pro kazdé z Q.

39. Véta. Bud G ¢ &; budte f, f,, fs, ... sP0jité funkce na hranici H mnoZiny
G. Necht f,(x) — f(x) pro kaZdé x e H a necht vechny funkce |f,|, |fs], ... maji
spoleénou horni funkci. Potom plati D(f,, ) — D(f, x) pro kaédé = € G.
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