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CASOPIS PRO PEST_ovANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 82 * PRAHA, 31.VII. 1957 % &CISLO 3

DIRICHLETOVA ULOHA

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 23. kv¥tna 1956.) DT:517.5

V préci je dokdzéna véta o existenci a unicit& feSeni Dirichle-
tovy ulohy v jisté t¥{d& funkei a v8ta o spojité zavislosti FeSeni
na okrajovych podmmkéch Nic se pfitom nepredpoklédé. o ome-
zenosti zakladni mnoZiny.

1.V celé praci je m celé &slo > 1. Symbolem A (resp. H(A)) rozumime uzé-
vér (resp. hranici) mnoziny 4 v uréitém metrickém prostoru (zpravidla
v m-rozmérném Kkartézském prostoru E,); zdkladni vlastnosti metrickych
prostortt budeme poklddat za zndmé. (Viz na pi. [1]; kap. VI.)

m
Jestlize @, b € By, @ = [ay, .+, ), b= [by, ..., by], klademe a . b = > a; . b;;
i=1

déle piseme a* = a . @, |a]| = V@. — Slovem ,,funkee® rozumime vZzdy koneg-
nou redlnou funkei. ' '

Rekneme, 7e funkce f je harmonickd na oteviené mnozing G c E,,, je-li
spojitd na @ a plati-li pro kazdé x ¢ G '

(0)

(Krom& spojitosti funkece f pozadujeme tedy jen, aby v kazdém bodé z e G
napsané derivace existovaly a spliovaly vztah (0); nic nepfedpokldddme
o spojitosti derivaci funkece f. Uvidime v8ak, Ze kazdd harmonickd funkce ma
spojité derivace vSech ¥adi.)

Bud @ oteviend mnozina v E,,, H=H(®) + 0 (t. j. 0 + G % Em) bud
f spojit4 funkce na mnozing H. Dirichletovou tlohou (p¥isluinou k funkei f a
mnozing @) rozumime tlohu najit funkei, kterd je spojitd na @, harmonicks
na @ a kterd se na mnozing H shoduje s funkei f. Ukolem tohoto &lénku je
zkoumat existenci a jednoznaénost ¥efeni Dirichletovy tlohy. Snadno se
zjist{ (viz cvid. 2), ze YeSeni existuje nejvys jedno, kdyz mnozina G je omezena;
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neni-li mnoZina G omezena, existuje (podle cvié. 5) nejvys jedno FeSeni, které
mé v nekonedénu limitu 0. Uddme podminky, postadujici k tomu, aby pro
kazdou omezenou spojitou funkei na mnozing H existovalo Fefeni Dirichletovy
dlohy; uréime pak jistou t¥idu funkei, v niz existuje pravé jedno FeSeni.
Zékladni vlastnosti harmonickych funkei probereme nyni v fadé cvideni
s podrobnym nédvodem. Ve cvitenich 14—19 budeme pouzivat také nékterych
vét z integralniho poétu; cviceni jsou tak sestavena, abychom vystaéili s vétami
z prvnich sedmi kapitol Jarnikovy uebnice [2]. (Nikde se tedy nemluvi.
o plodném integrdlu.) Vysledkd cvié. 14—22, z nichZ n&kterd jsou ponékud
obtiZnd, se viak pouzivé jen ve cvié. 23—24 a pozd&ji v odst. 16 v poznamce,
ktersd neni p¥ili§ dilezitd. Ctendt mbze proto postupovat také tak, ze cvid.
14—22 a poznimku v odst. 16 vynechd a vysledkim cvié. 23—24 prosté
uvéf. Jinak se pojem integrilu vyskytuje jen v odst. 21; zde se vSak vystadi

Y7 .

s nejjednodussimi vlastnostmi jednorozmérného integralu.

Cvident 1. Bud G neprizdnd omezend oteviena &ast E,,; bud f funkce spojité
na G a harmonicksd na G. Potom existuji body b,, b, e H(G) takové, Ze pro
kazdé z e« G plati f(b,) < f(x) < f(by). (Navod. Bud M, (resp. m;) maximum
funkce f na mnozing G (resp. H(G)). Necht M, > m,. Zvolime-li dosti malé
e > 0, plati pro funkei g(z) = f(z) + ex® také M, > m,. Bud M, = g(y)-
Protoze ye G, je 826952/) <0 pro :=1,...,m, tedy Adg(y) < 0. Je viak
Ag(y) = Af(y) + 2me > 0 — spor.)

Cvident 2. Bud @ nepriazdnéd omezené oteviens &ast E,,; budte funkee f, g spo-
jité na G a harmonické na G. Bud & kladné &islo a necht pro viechna z ¢ H(G)
plati |f(x) — g(z)| < e. Potom je |f(xr) — g(x)| < & pro kazdé z e G. Je-li ze-
jména f(z) = g(z) pro kazdé x ¢ H(G), je f(x) = g(x) pro kazdé z ¢ G. Navod.
Pouzijte cvié. 1 na funkei f — g.)

Cvitent 3. Bud P metricky prostor, A, B c P. Potom

H(A o B)yc H(4) u H(B). (1)
Je-li mnozina B oteviena, plati
AnBc4nB. (2)

Cviéent 4. Bud @ neprazdni oteviens &ast E,,; bud f funkce spojitd na G a
harmonickd na @. Necht f(z) < 0 pro kazdé z ¢ H(G); necht f(z) - 0 pro
z e 0, |z] > 00.1) Potom je f(z) =< 0 pro ka?dé z ¢ G. (Ndvod. Zvolme ¢ > 0,

1) Je-li M C B, c e E,, pak symbolem
fle) ¢ pro zeM, |z|—> © (3)

nebo vyrokem ,,funkce f mé prox e M, |z| - oo limitu ¢* (a pod.) budeme rozumét totoz
Ke kazdému & > 0 existuje 4 > 0 tak, Ze pro vSechna x ¢ M, pro né% je |z| > A, plati
[f(x) — ¢| < &. Je-li tedy mnoZina M omezené, budeme vztah (3) poklddat za spravny
pii libovolné funkei f a libovolném c € H,.
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y € G. Existuje 4 > |y| tak, e pro viechna z ¢ @, pro néz je |v| = 4, plati
Hz) < e. Bud K = Ez; |x] < A]. Ze vztahu H(K n @) c H(K) v H(G) (viz
(1), evié. 3) a z cvié. 1 plyne f(y) < &.)

Cvident 5. Pomoci cvié. 4 dokazte, Ze k dané Dirichletové tloze existuje
nejvyse jedno feSeni, které ma pro || — oo limitu 0.

Cvieni 6. Bud G oteviend &ist E,,. Necht funkee f, g maji na mnozing
@ spojité derivace prvniho (resp. druhého) ¥ddu. Potom plati na mnoZing G
grad (f.g) =f.gradg +g.gradf ?)

(resp. A(f.g? =f.4g9 + 2grad f.grad g + g- 4f) .

Cvitent 7. Bud G (resp. U) oteviend &ast E,, (resp. E,; n je libovolné pfiro-
zené ¢islo). Necht funkce f mé spojité derivace 2. ¥4du na mnozing U. Bud
@ = [¢1, - -, @,] zobrazeni mnoziny @ do mnoziny U; nechf funkee ¢,, ..., @,
maji spojité derivace 2. ra,du Bud g(t) = f(p(?)) (te@). Potom je Ag(t) =

2O grad ) - grod ) + 3, LD dgyt) €6y 2 = p(0). Pro

jk 1 0% 627
n=1 je tedy dg = [". (grad @)* + /. A«P 1

Cvilent 8. Pro z + 0 (piSeme 0 = [0,..., 0]) plati grad |z|* = x|z|>~2. 2,
Azl = (o + m — 2) |z|*~2 (x redlné). Pro m = 2, x + 0 je Alog |zr| = 0;
pro kazdé m, x #+ 0 je Alz[2~™ = 0. (Ndvod. Je-li p(x) = 2* (x ¢ B,,), fly) =
=y (y > 0), g(=) = f(p(x)), je grad ¢(z) = 2z, dg(z) = 2m a tedy podle
evid. 7T Ag = 3o . (3o — 1) . y** % . da® + }o . %71 2m.)

Cvifent 9. Bud G oteviens &ast E,,, 0non e G. Nechf funkee f ma spojité

derivace 2. f4du na mnoziné G. Bud R > 0; pro t ¢ E,,, t & 0 bud ¢(t) = %
R4

Je @(p(t)) =t. Pro teg(G) poloime g(t) = f(p(t)). Potom je Ag(t) = o

. Af(x) — 2R2 . m]t|4 2 .t. grad f(z) (t e (@), z = ¢(t)). Wévod. Bud é; =0

. R2
pro i % k, 6;; = 1; polozme e, = [6;y, ..., Oim). , PiSeme-li — = [@,(?), ...
-+ ¢m(®)], je (podle cvit. 6 a 8) grad ¢.(f) = Itl‘ (eit2 2tt;), Aoi(t) =

2(m —_ 2) }lz:lt; N dé:le je grard ¢i(t) - g‘ra.d ¢k(t) = I—t—lz 61%. Nyni Pou.ii‘
jeme cvid. 7.)

Ovident 10. Predpoklady jako v cvié. 9. Polozme h(t) = Jt[2—™ . f(p(t) (t €
€ ¢(@)). Potom je Ah(t) = Af(z) (x = ¢(t)). (Plyne z cvié. 6, 8, 9.)

e

o)
) ged fie) = (42, ... 22| .
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Cvident 11. Bud G otevienad mnozina v E,, H(G) + ¢. Bud f funkce, ktera je
spojitd a shora omezend na G a harmonicks na G; necht f(x) < 0 pro kazdé
x € H(®). Potom je f(z) < 0 pro kazdé z ¢ G. (Navod. Zvolme y € G, b € H(®),
& > 0; déle zvolme 6 > 0 (6 < min (jly — b|, 1)) tak; aby bylo f(x) < & pro
kazdé z e @, pro néz |z — b| < 4. Necht f(x) < C pro kazdé ze @, O > e.
Nyni mizeme uréit 4 > |y — b| tak, aby bylo (C' — &) logly — b| — C'log é <
(C — &) log|lz — b| + elog A — Clog 6~

log A — log 6
Funkece g je harmonicka. Bud K (resp. L) otevieny kruh o stfedu b a poloméru
S (resp. 4). Na H(K) n G je g(x) = ¢ > f(z); na H(L) n G je g(x) = C > f(z);
na H(@) — K je g(x) = e > 0 = f(x). Podle (1) (cvié. 3) je g(x) > f(z) pro kazdé
xz e H(G n L) — K) a podle cvit. 1 je f(y) < g(y) < 2e.)

Cwilent 12. Z ptedeslého cviteni odvodte vétu, Ze pro m = 2 existuje k dané
Dirichletové iloze nejvy¥ jedno Fefeni ve t¥{dé omezenych funkei. Pomoci
cvié. 5 dokazte, Ze pro libovolné m (> 1) existuje nejvys jedno ¥eSeni ve tnde
funkei F, pro né% je funkee |z|™2 . F(z) omezeni.

Cviéent 13. Bud G c E,, poloprostor vech [z,y], kde z e E,_,, y > 0;
bud f shora omezend spojita funkce na @, ktera je harmonicks na G a nekladné
na H(@). Potom je funkce f nekladné na G. Je-li tedy f,(x) = fs(x) pro kazdé
x e H(G), pfi dem% f,, f, jsou omezené funkece spojité na G a harmonické na
G, je fi(x) = fy(x) pro kazdé z e G. (Nadvod. Podle cvié. 11 stadi vySetfit
m > 2. Bud y e G, ¢ > 0; necht f(x) < ¢ pro viechna z ¢ G. Zvolime-li dosti
velké &islo f a polozime-li b = [0, ..., 0, —p], je.c (1 (Iy f_ b]) 2) < e.

m—2
Bud? déle R tak velké, aby platilo jednak R > |y — b, ]ednak c(ﬂ) < &

< e.log 4; pro « + b polozme g(z) =

R
bud K oteviend koule o stfedu b a poloméru R. Polozime-li g(z) = ¢ +

“+c (1 s (]x_ﬁ_b[.)m_z) , je g(®) = e proxz ¢ H(G), g(x) > ¢ pro x € H(K), tedy

(viz (1), evié. 3) g(x) > f(z) proz e H(G n K).Podle evid. 1 je f(y) < g9(y) < 2&.)

Cviéeni 14. Bud f spojitd funkce v intervalu (0, 4>. Bud K m-rozmérné
koule o stfedu 0 a poloméru 4. Potom plati

4
JH(lzl) dz = mx [tm-1f(z) de
X 0

kde x je objem jednotkové koule v E,. (Navod. Pro ye <0, 4> polozme
Fy)= [ f(w))dz. Necht 0 <y <y-+h<4; necht u<f(t)<M pro

|zl <y

te(y,y+ k). Potom je F(y +h)— Fly)= [ f(al)dz, tedy

y<|e|SV+h
pley + b — xy™) < F(y + h) — F(y) < M(x(y + h)™ — »y™); odtud plyne
F'(y) = wmy™ . f(y).)
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Cwident 15. Integrél f __dx_mﬁ konverguje, je-li 6 > 0. (Plyne z cvid. 14.)
En (@ +0) 7

Cvilent 16. Parcidlni derivace ¥4du » funkece |z|* maji tvar |z|e—2" . P(z),

kde P je polynom stupné nejvys n. (Dokaze se indukei.) v

Cvilent 17. Bud f omezend méfitelnd funkce v E,,_;. Pro x e E,,_;, y > 0

poloZme
t) dt '
Em-1 ((x — ) + y2)2

Potom je funkce F' harmonickd a ma spojité derivace vSech ¥4da. (N4dvod.
Pisme z = [z, y], A(¢) = [t, 0]. Parcidlni derivace funkce za integraénim zna-
' 1¢) - P(z — At))

lz _— A(t)lm+2n ’
kde P je polynom stupné nejvys n. Abychom mohli pouzit véty o derivovani
za integradnim znamenim (viz na p¥. [2], str. 281—2), je t¥eba nalézt ,,integro-
vatelnou majorantu*“. Zvolme 4 > 0, 6 > 0 a vySetfujme mnozZinu [z| < 4,
y > 0. Protoze |z — At)] > 6> 0, je |P(z — A(t))] = Oy|z — A(t)]2», tedy

menim v (4) maji (pfi pevném t) podle cvié. 16 tvar T =

7] él_z:%)i'? CPro | <24 je IT] S S2; pro [ > 24 jo [z —1 >
> 3, (@ — 1)+ 92 = 32 4 6% takie je |T|= —Lm Integral této
(1 + 22

Y

(@ — tF +97)°
je harmonické pro kazdé ¢ (to se da zjistit na p¥. pomoci cvié. 6 a 8); derivo-
vanim za integraénim znamenim zjistime, Ze i funkee F je harmonické.)

funkce (pfes E,_,) konverguje podle cvié. 15. — Funkce

Cvident 18. Bud f omezend spojitd funkee v E,,_,. Definujme pro z ¢ E,,_;,
y = 0funkei F pfedpisem

1 8.y .dt
Fo0) = fe), Feyp = [T g>o0,
Bna((@ — 1) + 97)°

kde y = ——dv—; . Potom je funkce F spojita. Je-li |f(t)] = C (t € E,,—,), je

E’m—].(v2 I 1)2
|F,y) <C (xeB,_,,y=0). Jeli AeE, a jeli f(t) =0 pro [t| > 4, je
funkece |z|™~1.F(z) omezend. Je-li funkce f nezédpornd, ne viak identicky
rovné nule, je F(z,y) > Oprox e B,_,,y > 0. Navod. Substiffuei t=wvy +o

(y > 0) dostaneme F(z,y)= = f_(ff_j:_"i?%

T, P+ 1)
e x, >z, Y,—>y, pak f(w, + vy,) > f(x + vy), U(xn+vyn)‘ = C, takie

(plati i pro y = 0), Jestli-
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podle v&ty 65 z [2] (str. 121) a podle cvié. 15 méme F(x,, y,) - F(z, y). Je-li
f(¢) = 0 pro [t| > 4, je |F(2)| . [¢|*t = (Izl 2

Cviéent 19. Bud G poloprostor z cvi. 13. Bud F, F, ... omezend posloupnost
funkei, které jsou spojité na @ a harmonické na G. Necht pro kazdé z e G
existuje ]Jm F,,(z) = F(z). Potom je funkce F harmonick4 na G a mé tam spo-

) . konst. pro |z| > 4.

jité denvace viech ¥idi. (N4vod. Polozme f,(t) = , fi&) = F(t,0)
(te B,_y). Zvolme z = [z,y] (e H,_,, y > 0). Podle cvié. 13, 17, 18 je

Folz, y) = L] f fo8) -y - & — ; podle véty 65 z [2] a podle cvié. 15 mame
Y (@ — 02 + 97)?
F.(x, y) - y f fe) .y - d — = F(z,y) . Nyni pouZijeme cvié. 17.)
Fper (& — 1 +9)7
Cvibent 20. Bud K otev¥end koule o sttedu 0 a poloméru R; bud @ polo-

prostor z cvié. 13. Necht b = [0, ..., 0, — R]. Pro z + 2b poloZme ¢(z) =
: 4R? . . _

=b + (z — 2b) . T pro w # b polozme hw(w) =2b 4+ (w—0b).

. F(wi__l_izb_)z . Potom je ¢(@) = K, @(H(G)) = H(K) — {b}, zobrazeni ¢ je

prosté a y je prisluiné inversni zobrazeni. (N4vod. Necht z + 2b, w = @(2).
Potom

8R2 16R4 8R?

+

w2=bz+b.(z—2b)-(z_2b)z (z_2b)2=b2+(z——2_bF

.b.z. (5)

Pro ze @ (resp. ze @) je tedy |w| < R (resp. |w| < R). Bud naopak w e K;
poloZme z = yp(w). Z¥ejmé z + 2b; protoZe ¢(2) = w, |[w| < R, je podle (5)
b.z2<0,ze@. Je tedy (@) = K. Podobns se zjisti, Ze ¢p(H(G)) = H(K) —
— {b}. Je-li 9(z1) = ¢(2), e 2, = p(g(21)) = p(@(z2)) = 2a.) -

Cwifent 21. Ponechme oznadeni prededlého cvideni. Bud F funkce na mnoZing
G, kterd je harmonickd a mé spojité derivace 2. ¥ddu. Potom je funkce
|w — b2~™ . F(p(w)) harmonickd pro we K. (N4dvod. Utvofime zobrazeni

At =t. 4t—}f, funkee Fy(z) = F(2b +z), Fyft) = [t~ . Fy(A(t), Fs(w)=

= Fy(w — b) = |w — b|>~™ . F(yp(w)) a pouzijeme cvid. 10.)

Cvileni 22. Ponechme oznaleni ze cvid. 20. Kazdé funkei f, spojité na mno-
#ing H(K), pritadme funkece C,(z) (¢ @), Dyw) (we K) timto p¥edpisem:
C, je omezené feSeni Dirichletovy tlohy, p¥isluiné k funkei (4R?)™-2 . |z — 2b[2—™.
- fl9(2)) (z € H(@)) a mnoziné G (podle cvié. 13, 17, 18 existuje takové Fe¥eni
pravé jedno a mé na G spojité derivace viech ¥adid); D, (w) = |jw — b|2—™ .
. Cy(p(w)) (we K — {b}), D,(b) = f(b). Potom je funkce D, spojité na K a je
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D(w) = f(w) pro kazdé we H(K). (Navod. Je-li f(w)=1 (we H(K)), je
Ci(z) = (4R%)™2 | |z — 2b2~m (2 € @); protoze lp(w) — 28] = l—uf—fz—gl (w =+
=+ b),je Dy(w) =1 (w e K). Je-li f(w)= 0 pro viechna w ¢ H(K), dostateind
blizké k b, je podle cvié. 18 funkce |z|™~!.Cy(2) a tedy i [z — 2b|™1 . Cy(z)
omezend; potom je omezens také funkce |y(w) — 251 . Of(p(w)) = (4R2)™ 1 .
- Jw — Bt . Cy(yp(w)) = (4R2)™ 1. |w — b|~1. D, (w) (w e K — {b}), take funk-
ce D, je spojita v bodé b. Funkce D, je tedy spojitd v bodé b také tehdy, kdyz
existuje okolf U bodu b a &islo « tak, Ze f(w) = & pro kazdé we U n H(K).
Je-li nyni f libovolna spojité funkee na H(K), zvolime ¢ > 0 a poloZime g(w) =
= min(f(w), {(b) — ¢), h(w) = max(f(w), {(b) + ¢); ze zfejmého vztahu D, <
= D, = D, plyne snadno spojitost funkee D, v bodé b.)

Cuiceni: 23. Bud L oteviend m-rozmérnd koule. Potom ke kazdé spojité
funkei f na H(L) existuje (podle cvié. 2 pravé jedno) Feseni F p¥islu§né Dirichle-
tovy tlohy. Je-li f nezdporna funkce, ktera neni identicky rovna nule, je F(z) >
> 0 pro kazdé z e L. (N4vod. Bud L koule o stfedu s a poloméru R. Pro
|z| = R poloZme g(z) = f(x + s). Podle cvié. 21—22 je funkce D,(xz — s)
Yefenim na¥i dlohy. Je-li f = 0, ne v8ak f(z) = 0 pro vSechna z ¢ H(L), je
podle cvié. 18 Cy(z) > 0 pro z € @, tedy F(z) = Dy(x — 8) > O prox e L.)

Cuvitent 24. Bud @ libovolné oteviend mnozina v E,,; bud F,, F,, ... ome-
zené posloupnost funkei harmonickych na @. Nechf pro kazdé = € G existuje
lim F,(z) = F(z). Potom je funkce F harmonickd na G a mé tam spojité
N—0

derivace viech ¥4di. (N4dvod. Bud L uzav¥end koule o stfedu s a poloméru

R, L c G.Polozme f,(x) = F,(x + s) (|| = R) a utvoime funkce C; , D, podle

cvié. 22. Z cvié. 19 plyne, Ze funkce @(z) = lim C; (x) je harmonickéd (na
N—»0

otevieném poloprostoru) a mé tam spojité derivace vSech ¥ada; funkce
P(x) =[x — b|*™ . D(p(x)) = 1m D, (x) (x| < R) je tedy podle cvié. 21 har-

monicka. Je viak D, () = ,,(x + b), tedy ¥(x) = F(x + b) (|| < R).)

Cvilent 25. Harmonickd funkce mé spojité derivace véech fadu. (Plyne
snadno z pFedeslého cvideni.)

Cuibent 26. Bud G oteviens 34st E,,; bud funkee f spojit4 na G a harmonickd
na G. Bud ¢ isometrické zobrazeni prostoru E,, na E,. Potom je funkece
He 1(x)) spojits na ¢(@) a harmonicks na ¢(&). (Ndvod. Tvar isometrickych
zobrazeni prostoru K, na E, je popsin v [1], kap. VI, § 3, piiklad 3 (str.
238—240). Nyni pouZijeme cvié. 7 (a cvié. 25).)

Cuvident 27. Bud P metricky prostor. Necht mnoZiny 4, B js'ou bud obé
oteviené nebo obd uzaviené v P a necht P = A u B. Bud f funkee na mnoziné
P; f bud spojitou funkei na prostoru 4 i na prostoru B. Potom je funkce f spo-
jitd na P.
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Cvileni 28. Necht A c B, be E,,, H(A) = {b}. Potom je bud A4 = {b}
nebo 4 = E,, — {b}. Je-li tedy mnozina A uzaviend (resp. oteviend), je

= {b} (resp. 4 = E,, — {b}). (N4dvod. MnoZina M = E,, — {b} je souvisls
aMn HA) = 9.Jetudiz bud M c Anebo M c E,, — A4.)

Cuident 29. Bud f spojitd funkece na oteviené mnozing G c E,; bud K ote-
viend koule, K c G. Potom existuje pravé jedna funkce g, kterd mé tyto
vlastnosti: Je spojitd na &, harmonickd na K a shoduje se s f na G — K.
(N4vod. Podle cvié. 23 existuje (pravé jedna) funkee g,, kters je spojitéd na K,
harmonicks na K a shoduje se s f na H(K). Polozime-li g(x) = ¢g,(x) pro ze K,
g(x) = f(z) pro z e @ — K, je funkce g spojité na K i na G — K; podle cvié.
27 je spojitd i na G.)

Cuviéent 30. Funkei ¢ ze cvid. 29 oznadme symbolem f,. Jsou-li ¢, ¢ spojité -
funkce na oteviené mnoziné @ a je-li « € E;, pak pro kazdou kouli K (K c @)
je (@ + ¥l = @z + ¥a (69)x = & . @55 jo-li ¢ = v, je Z @ = Yy

2. Oznadeni f,, zavedeného ve cvié. 30, budeme stile pouzivat. Bud f spo-
jité funkce na oteviené mno#iné @ c E,,. Rekneme, ze funkee f je superharmo-
nickd na mnoziné @, jestlize ke kazdému bodu b ¢ @ existuje § > 0 tak, Ze pro
kazdou kouli K o st¥edu b a poloméru men§im neZ é plati

1e(b) = f(b) .

(Tm je ¥edeno, e pro kazdou takovou kouli K je K c G.) — Kazdd harmonické.
funkce je zfejmé superharmonicka.

3. Lemma. Budte Gy, G, otevfené mnofiny v E,,. Na mnofiné G@ = Gy v G4
méjme funker f, kterd je superharmonickd na G, 1 na @,. Potom je funkce f super-
harmonickd © na mnoZiné Q.

Dikaz. Podle cvié. 27 je funkce f spojitd na G. Je-li b € G, pak zfejmé pro
kazdou dosti malou kouli K o sttedu b je f.(b) < f(b).

4. Lemma. Budte ¢, y superharmonické funkce na oteviené mnoZiné G C E,;
bud « nezdporné &slo. Potom jsou téZ funkce ap, @ + v, min (¢, p) superharmo-
nické na Q.

Dukaz. Zvolme b € G. Je-li K dosti mals koule o sttedu b, je ¢.(0) = ¢(b).
wx(b) < p(b). Potom viak podle cvié. 30 plati (xg)L(d) = px(b) = x @(b),
(@ + ¥)x () = @x(b) + wx(b) = (@ + )(), & je-li na pf. ¢(b) = w(b), Platl téz
(min (g, ¥))x (b) = ¢x(b) = @(b) = (min (@, ))(b).

5. Lemma. Bud G oteviend édst E,,. Bud funkee f spojitd na G a superharmo-
nickd na G; necht existuje a € G tak, Ze pro kasdé x € @ je f(x) = f(a). Bud A =
= E[z; 2 € G, f(x) = f(a)]. Potom H(A4) c H(G).

Diukaz. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati. Potom existuje b e H(A) n
NG a k bodu b mazeme urdit ¢islo § podle odst. 2. Existuje ¢ tak, ze |c — b| < &
(tedy c € G) a zaroven ¢ non e A neboli f(c) > f(a). Protoze mnoZina 4 je uza-
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viend, je H(4) c A, tedy b e A, {(b) = f(a), f(c) > {(b). Bud K koule o stfedu
b a poloméru |c — b|. Pro kazdé z € G a tedy i pro kazdé z e H(K) je f(x) = f(b);
protoze f(c) > f(b), je podle cvit. 23 také fx(b) > f(b). To vSak odporuje volbé
¢isla d; tento spor dokazuje naSe tvrzeni.

6. Lemma. Bud G neprdzdnd omezend oteviend édst E,,; bud | funkce spojitd
na G o superharmonickd na G. Potom existuje b € H(Q) tak, e pro ka%dé x € G je
(=) = 1(b).

Dukaz. Zfejmé jsou splnény pfedpoklady lemmatu 5. Zachovdme-li ozna-
éeni, vidime, ze § + 4 + B, tedy H(4) + 0. Protoze H(A) c H(G), miZeme
za bod b vziti libovolny prvek mnoziny H(4).

7. Lemma. Bud G, omezend oteviend mnogina, G bud oteviend mnoZina (v E,,);
necht G, ¢ G. Bud | funkce superharmonickd na G. Bud g funkce, kterd md tyto
viastnosti: g(z) = f(x) pro x e @ — Gy, funkce g je spojitd na G a harmonickd
na @,. Potom je f(x) = g(x) pro kafdé x e G a funkce g je superharmonickd na G.

Dikaz. Funkce f — g je na G, spojitd a na G, superharmonické. Protoze
f(x) = g(x) pro kazdé x e H(G,), je podle lemmatu 6 f(z) = g(x) pro kazdé
x € Gy a tedy pro kazdé x € Q. Zvolme nyni b € G. Je-lib € G — G,, je pro kazdou
kouli K o sttedu b, pro niz K c @, splnén vztah g.(b) < f.(6) < f(b) = g(b);
je-li v8ak b € G,, pak pro kazdou dosti malou kouli K o stfedu b plati g(b) =
= g(b). Funkee ¢ je tudiZ superharmonickd.

Poznamka. Je-li tedy funkee f superharmonickéd na &, pak pro kaizdou
kouli K (K c @) plati f, < fa funkee f, je opdt superharmonicka.

8. Rekneme, 7e mnozina G c E,, je reguldrni, jestliZe mé tuto vlastnost:
Je oteviend, H(G) + 0 a ke kazdému bodu b ¢ H(G) existuje okoli U bodu
b a funkee ¢, kters je spojitd na U n G a superharmonickd na U n @, pfi temz
@(d) = 0 a g(x) > 0 pro kazdé z e U n G, z + b. Funkei ¢ nazveme bariérou
(pFislusnou k bodu b a mnozing G). Systém viech reguldrnich mnozin oznacéime
symbolem & nebo prosté ©.

Poznamka. Necht existuje koule K o st¥edu s tak, 7e K n @ = 0, b e K;
bud s; = $(b + s). Je-li m > 2 (resp. m = 2), poloZme @(x) = [b — & |2 —
— |z — 8,|~™*2 (resp. log|lz — s,| — log|b — s,]). Potom je funkce ¢ bariérou.
(Viz cvié. 8.) Odtud plyne na p¥., Ze kazda oteviend konvexni mnoZina s ne-
prazdnou hraniei je regularni. K bodu b lze sestrojit bariéru také tehdy, kdyz
existuje kuzel, ktery neprotne mnoZinu G a mé vrchol v bodé b. (Viz [3],
str. 213.) Jiné G¢inné kriterium regularity je obsaZeno ve vété 23.

9. Lemma. Bud G otev¥end Cdst E,,; necht H = H(G) + @ a necht ke kaZdému
b € H existuje U € @ tak, e G c U, b € H{U). Potom je G € .

Ddkaz. Za bariéru k bodu b a mnozing G lze vzit bariéru, sestrojenou
k bodu b a mnoziné U.

10. V&ta. Necht G, G, e®, G = G, n G, + §. Potom je G €.
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Dikaz. Zvolme b € H(G). Podle (1), cvié. 3 je H(G) c H(G,) v H(G,). Je-li
na pf. b € H(G,), pouzijeme predeslého lemmatu, kde volime U = G,.

11. Véta. Bud G neprdzdnd oteviend édst E,,; necht jejs komplement obsahuje
aspori dva body. Ddle predpoklddejme, e ke kaidé nezdporné omezemé spojité
funkei na hranict H mnoiny G existuje nezdporné feSent prislusné Dirichletovy
wulohy. Potom je G € &.

Dikaz. Zvolme b ¢ H a definujme na mnozing H funkei f pfedpisem f(z) =
= min(|jz — b|, 1). Bud ¢ neziporné ¥eSeni pfisluiné Dirichletovy 1lohy;
bud 4 = E[z; z € G, p(x) = 0]. Protoze mno¥ina A je uzaviens, je podle
lemmatu 5 H(4) c H n A = {b}; podle cvi¢. 28 je bud A = {b} nebo 4 = E,.
Kdyby viak bylo 4 = E,,, bylo by H = H n A = {b} a tedy (viz opét cvic.
28) E,, — G = {b} proti predpokladu. Je tedy 4 = {b} neboli ¢(z) > 0 pro
ka%dé x ¢ @, z + b. Funkee ¢ je tudiz bariérou.

Poznidmka. Obsahuje-li komplement mnoziny & pravé jeden bod &, pak
ke ka#dé nezédporné spojité funkei na mnozing H(G) = {b} z¥ejmé existuje
nezaporné Fefeni p¥isluiné Dirichletovy tlohy (totiZz konstanta), ale podle
vty 15 neni G e G.

12. Bud @ otev¥end &ast E,,; necht H = H(@) + §. Bud f nezidporné spojité
funkce na mno%ing H. Rekneme, 7e @ je horni funkce vzhledem k funkei f a
mnozing @, jestliZe funkce @ je nezédpornd a spojitéd na @, superharmonické na
@ a jestliZe pro kaidé x ¢ H plati (z) = f(z).

Poznamka. Je-li funkce f omezend, pak ziejmé kazdd funkce D(x) =
= ¢ (z € @), kde ¢ je dosti velk4 konstanta, je horni funkei vzhledem k f. K neo-
mezené funkei f nemusi horni funkce existovat (viz pozndmku v odst. 16).

13. Véta. Bud G € &; bud f nezdpornd spojita funkce na hranici H mnoZiny
G. Necht k funkei f existuje aspmi jedna horni funkce. Definujme na mnoziné
G funkci F predpisem

F(z) =infdD(z),
kde @ probihd vechny horni funkce k funkei f. Potom je F #eSemim Dirichletovy
wlohy, pristusné k funkci f a mnofiné G; je to nejmendt nezdporné fedend.

Dikaz. Bud @ horni funkce k funkei f. Zvolme b« H = H(G), ¢ > 0.
K bodu b uréeme okoli U a funkei ¢ podle odst. 8. Bud dile K takova oteviend
koule o stfedu b, e K c U a %e pro ka?dé xe H n K je |f(x) — f(B)| < &
bud § = H(K). Existuje ¢ = 0 tak, #e pro kazdé z ¢S n G je cp(x) = D().
(Je-li L =8 n @ = 0, stadi polozit ¢ = 0; jinak miFeme psét x = max H(z),

zeL
g = mJ.E ®(z), a protoze & = 0, > 0, 1ze volit ¢ = « . f-1.) Déle poloZme
() = f(b) + & + cp(x) (xe U n @) a definujme na mnozing G funkei ¥ pred-
pisem ,
P(x) = min(w(z), D(x)) pro zeG n K,
Y(r) = PD(z) pro zeG — K .
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Bud B mnozina viech z € K n G, pro né% je w(z) < ®(x). Mnozina B je uza-
viend; pro z e S je w(x) > cp(x) = D(z), takie Bn S =0, Bc K n G. Pro
x e G — B je z¥ejmé ¥(z) = &(x). Mnoziny G — B, @ n K jsou obé oteviené
v prostoru @, na obou z nich je funkee ¥ spojité a jejich sjednoceni je @;
funkce ¥ je tedy (podle cvit. 27) spojitd na G. Z lemmat 3, 4 plyne podobns,
ze je funkce ¥ superharmonickd na mnozing G. Je-li xe H — K, je ¥(z) =
=) = f(z); jeli zeH 0K, je w(@) =f0b)+ &> f(x), tedy P(z)=
= min(w(z), D(z)) = f(x). Funkce ¥ je tudiz horni funkei. Déle je ¥(b) <
= w(d) = f(b) + &. ProtoZe funkce ¥ je spojitd a protoze F < ¥, plati pro
v8echna 2 ¢ G, dosti blizks k 3, vztah

F(z) < f() + 2¢. (6)

Pro 2e U n G polozme dile Q(x) = D(x) + do(x) — f(b) + ¢, kde ¢islo
d = 0 je tak voleno, aby pro kazdé ¢ @ n S bylo dp(z) = f(b). Funkce Q je
superharmonicks na mnoZing K n G a spojitd na K n G. Necht bod z le#i na
hranici mnoziny K n G. Potom je podle (1), cvi. 3 bud z e S nebo z ¢ H.
Je-li ze8; je Q(z) =dp(x) — f(b) = 0. Neni-li zeS, je 2zeH n K, tedy
Q(z) = f(x) — f(b) + & > 0. Podle lemmatu 6 je pro kazdé z e K n G splnén
vztah Q(z) = Oneboli '

D(z) = f(b) — & — dp(2) . (7)
ProtoZe mnoZina K je oteviena, je podle (2), cvié. 3 K n G c K n G; protoze
@ je libovolnd horni funkee, plyne z (7), Ze pro kazdé z « K n @ plati

F(z) =z f(b) — & — dop() .
Pro viechna z e G, dosti blizk4 bodu b, je tedy

F(x) > f(b) — 2¢.
Odtud a z (6) plyne, Ze F(b) = f(b) a Ze funkece F je spojitd v bod& b (vzhledem
k mno%ing G). ;
Nyni dokéZeme, Ze funkee F je harmonickd na mnozing G. Zvolme tedy

se@; bud K oteviend koule o stfedu s, K c G. Existuji horni funkce @,,
D, ... tak, ze lim @,(s) = F(s). Polozme ¥, = min(D, ..., D,), I, = (¥,)x-

Podle lemmatu 4 a poznamky k lemmatu 7 jsou‘ téz ¥, I, horni funkce.
Protoze F(s) < I'y(s) < D,(s), je t6% lim I, (s) = F(s). Funkee I, Iy, ... tvoii

na mnoziné K omezenou monotonni posloupnost; pro kazdé x ¢ K muzeme tedy
polozit I'(x) = lim I',,(x). Podle cvi¢. 24 je funkce I" harmonickd na mnoZing

N—0

K. Protoze I', jsou horni funkce, je

I'(x) = F(x) 8)
pro kazdé z ¢ K.
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Bud opét @ libovolna horni funkce. PoloZzme 'zi’n = min(D, ¥,), f’n = (‘;f’,,)x,
f’(x) = lim fn(x) (x € K). Funkce I' je op&t harmonickd; zfejmé f(x) = I'(x)

(x e K), f(s) = I'(s) (= F(s)). Kdyby v nékterém bodé b ¢ K bylo f(b) < I'(b),
mohli bychom pouZit cvié. 23 na kouli o stfedu s a poloméru |s — b| a na funkei
I~ I zjistili bychom tak, Ze f(s) < I'(s), coz neni pravda. Je proto I'(z) =
= I'(x) < &(z), I'#) < inf O(x) = F(x), tedy podle (8) I'(x) = F(x) pro kazdé
z e K. Vidime, Ze funkce F je harmonickd v okoli libovolného bodu se G;
je tedy harmonicks na mnoziné G, takZe je feSenim dané Dirichletovy tlohy.
Protoze kazdé nezaporné Yeeni Dirichletovy dlohy je horni funkei, je F nej-
mensi nezdporné Fefeni.

. 14, Lemma. Nechf be E,; bud 6 > 0, G = E[z; 0 < |xr — b| < d]. Potom
nent G € §.

Dukaz. Je-li m = 2, polozme ¥(x) = log(d . | — b|Y); je-li m > 2, poloz-
me ¥(z) = |x — bj2~™. Bud & > 0. Funkce &(z) = min (¢¥(x), 1) (D(b) = 1)
je podle lemmatu 4 horni funkei k funkei f, definované na hranici mnoziny
G predpisem f(b) =1, f(x) = 0 pro |x — b| = 4. Infimum F v¥ech hornich
funkei neni tedy spojité (je F(b) = 1, ale F(x) = O proz ¢ G).

15. Vé&ta. Necht mnoZina B c E,, md isolovany bod b. Potom nent E,, — B € &.

Dukaz. Bud K oteviena koule o stiedu b takové, ze K n B = {b}. Kdyby
platilo G = E,, — B¢ @, platilo by podle véty 10 K — {b} = K n G G;
to vi8ak odporuje predeslému lemmatu.

16. Bud G ¢ G; bud D = D(GF) mnoZina viech spojitych funkei f na H(G)
takovych, ze k funkei |f| existuje aspoii jedna horni funkce. Systém D ziejmé
obsahuje v8echny omezené spojité funkce na H(G). Kazdé nezdporné funkei
f e © pfifadime infimum viech hornich funkei; oznadime je D(G, f). Je-li f =0,
je oviem D(G, f) = 0; je-li f libovolné funkee z D, mizZeme tedy polozit

D(f) = D(@, f) = D@, f,) — D(G, {.),

kde f.(z) = max(f(z), 0), f_(x) = max(— f(z), 0). (Z¥ejmsé f., f_ ¢D.) Funkce
D(f) je podle véty 13 FeSenim Dirichletovy dlohy, p¥isluiné k funkei f (a mno-
Zing @). Misto (D(f))(z) pieme D(f, x) nebo D(G, f, z) (z € G).

Poznémka. Jestlize k nezdporné spojité funkei f na mnozing H(G) existuje
feSeni Dirichletovy ulohy, nemusi jeité platit fe D. P¥iklad (v E,): Funkce
F(xy, z,) = 2} — 2} je ziejmé& FeSenim Dirichletovy tlohy, p¥sluiné k funkei
f(z,, 0) = 27 a poloroviné z, > 0. Polozme g,(t) = min(n, £2), f,(2;, 0) = gn(®;)-
Z cvié. 13, 17, 18 snadno plyne, Ze pro z = [z, ,], 2, > 0 je D(f,, ) =

_ 1 Zs - ga(t) . i ; ;
= f C—tr+a df, kde y = f I Kdyby k funkei f existovala hor-

- -
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ni funkee @, bylo by D(f,) < @ pro ka’dé n; volime-li v8ak na pt. b = [0, 1],

_ 1 ga(t)
dostaneme D(f,, b) = fﬂ 1 df — oo.

17. Véta. Bud G € &; necht existuji funkce @, ¥, které maji tyto vlastnosti:
Jsou omezené a spojité na G a harmonické na G;-shoduji se na H(G), nejsou si
véak identicky rovny na G. Potom plati

inf D(G@, 1,2) = 0 (9)
ve @
(je oviem D(@, 1) = D(@, f), kde f(x) = 1 pro kazdé x ¢ H(G)).

Dikaz. Polozme Qy(z) = @(x) — P(z) (z ¢ G). Potom je 2, omezend spojité
funkce, ktera neni identicky rovmna nule na mnozing G. MiZeme tudiz volit
dislo ¢ tak, ze funkee 2, = ¢, ma supremum rovné 1; poloime 2, = 1 — Q,.

Protoze Q,(x) =1 pro kaidé x ¢ H(®), je 2, horni funkee k funkei f(z) =1
a tedy D(G, 1) £ Q,. Odtud a ze vztahu inf Q,(z) = 0 plyne (9).

18. Bud @ = @, systém téch reguldrnich mnozin G c E,, pro néi je
D@, 1)=1 (t. j. D(G,1,2) = 1 pro kazdé z ¢ G); bud G = G, = & — G,.
- Pozndmka. Je-li G ¢ &, je Fefeni Dirichletovy 1lohy pro kaZdou omezenou
spojitou funkei na H (@) vidy jednoznacéné ve tiidé omezenych funkei (to plyne
ihned z véty 17). Je-li viak G ¢ &, existuji k funkei f(z) = 1 aspoii dvé ne-
zéporns omezend fefeni (a plati tedy (9)). Potom oviem neni ¥eSeni Dirichle-
tovy tlohy jednoznaéné pro zddnou omezenou spojitou funkei na H(G) ani
ve t¥idé omezenych funkei. — Je-li m = 2, je systém &, prazdny, jak plyne
z cvié. 12. Uvidime (viz vétu 35), Ze pro m > 2 patiéi do &, kazdd regularni
mnozina s omezenym komplementem. Do &, patii ovS8em vSechny omezené
regularni mnoziny. — Bud koneéné G'e @, a bud f nezaporna funkce z D;
polozme § = inf D(f, z). Potom je D(f, z) — 6(1 — D(1, z)) horni funkece k f,
i ze@
takze d = 0 (zobecnéni vztahu (9)).

19. Vé&ta. Bud Z isometrické zobrazeni prostoru E, na E,; bud G € & (resp.
G € ®,). Potom Z(R) € & (resp. Z(G) € G,).

(Plyne snadno ze cvi¢. 26 a z vét 11, 13 a 15.)

20. Lemma. Bud M neprdzdnd kompakint konvexni édst E,,. Necht existuje
funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M a rovnd nule na
M. Potom E,, — M ¢ G. '

Dukaz. Jelib ¢ E,, « € E,, bud Z, , zobrazeni, které bodu = ¢ E,, piifazuje
bod b+ a(xz — b). Je-li tedy beM, xe{0,1), plati Z,, (M) c M. Zvolme
nynf beH(M); bud M, = Z,.(M) pro o= % ®,(z) = Db + n(z — b))

(n=1,2,...). Bud K oteviend koule o stéedu b a poloméru 1. Existuji kladnd
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Usla &y, ¢, ... takové, %e pro = € K je |e,D.(x)] < n~2. Rada D ,D,(z) tedy .
1 ] &

konverguje stejnomérné na mnoziné K; bud ¥ jeji soudet. Snadno se zjisti, Ze
kazda funkce @, je harmonickd a kladnd na E, — M, a tedy na H, — M.
Podle cvié. 24 je funkce ¥ harmonickd na K — M. Je ¥ (b) = 0, funkce ¥ je
spojitd na K a kladna na K — {b}; je to tedy bariéra.

21. Lemma. Bud ¢ > 0,

M=Ex;z=1[2%;..., 2n] € B,z = 0, 2| = €] .

Potom existuje funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M
a rovnd nule na M.
il

Dikaz. Polozme f(t) =fﬁ t=0), flx) = - (@ — & +
(T m—1

+ V@@ = &¢ + 422, O(z) = f(B(x)) (= € E,). Dokazeme, e funkce & mé
uvedené vlastnosti. Funkce @ je zfejmé spojitd a nezaporna. PoloZme jeSté

D= J@® =y + 42, .

Je-li z,, & 0, je D > |2 — &2, tedy B(z) > 0. Je-li || > ¢, 2, = 0, je D =

= 2% — &2, tedy opdt B(z) = 22 — & > 0. Je-li v8ak ze M, je z,, =0, D =
= &2 — 22, B(z) = 0. Vidime, %e M = E[z; ®(z) = 0]. Mdme jesté dokazat, zZe

funkce @ je harmonicks na E,, — M. VSimn&me si, e na E,, — M je D > 0

a (piSeme-li f(z) = B)

B+ B — a*) — etf = 0. (10)
Odtud plyne (viz cvié. 6)
28 grad B + (&2 — 2?) grad f — 2z — 2&%¢,,v = O,
kde v = grad z,, = [0, ..., 0, 1]. Protoze f = }(2* — & + D), je

2B+ —22=D, (11)
takze D grad f = 2(fz + &%,v) a tedy

D .z .grad B = 2(f2® + &%), (12)

D(grad B)* = 4(f%* + 286, + eap,) - (13)

Déle méme (viz (11)) D(Ba? 4 &x5,) = (28 + & — 22)(fa® + %) = 2%® +
+ 2Be2y, + (2 — 2?) fa? + ez, — 2Perh, = PPu® + 28 e, + e + 2P [B* +
+ B(e2 — a?) — £22,]; protoze viak [...]=0podle (10), je

D(Ba? + exy,) = fo® + 2Be], + e'h,
Odtud a z (13), (12) plyne
D(grad B = 4(Ba* + e) , (14)
(grad ) = 22 . grad § . (15)

270



Provedeme-li na rovnost (10) operator 4, dostaneme podle cvié. 6
2(grad B)® + 24P + Ap(e® — 2?) — 2.2z . grad f — 2mf — 22 =0,
takze (viz (11), (15))
L DA = 2(mp + &) . (16)

Z (10) a (14) plyne fa? + &2 = % + fe?, (gradf)? = — ,8(/3 + &) a tedy
(viz evié. 7 a vztah (16)) 4D = f". (grad B)2 +f' . 48 = D [j (mp + &%) +

+ 2" B(B + ¢)]. Protoze viak f'(8) = (B(8 + &)™)}, f'(B) = — #(...)°¥.
B+ &)t + ﬂ(m — DB+ ) = — 3(..)E (B + . (mB + &),

dostdvame AP = —5 [(...)%. mB + &) — (...)E. (B + &)™ 2. (mp + &) .

BB+ )] = () (mf 4 ) — () () (o 4 9] = 0. Tim jo
vie dokazano.

22. Véta. Bud R nadrovina, K wuzaviend koule o stfedu v R. Potom je
E,— (KnR)eG.

Dukaz. Bud & polomér koule K; bud M = E[z;z = [%;, ..., Tn] € En,
z, = 0, |z| < ¢]. Podle lemmat 20 a 21 je E,, — M ¢ &; podle véty 19 je téz
E,— (KnR)e@.

23. Véta. Bud G oteviend dst E,,; necht H(G) + 9 a necht ke kazdému b e
€ H(Q) existuje nadrovina R a wzaviend koule K o sttedu v R tak, ¢ K n R n
NnG=0, beK n R. Potom G e@.

(Plyne z lemmatu 9 a vty 22.)

24. Véta. Bud G, € Gy; bud G, € &, G, c G,. Potom Gy e §,.

Dtkaz. Definujme na mnozing G, funkei @ predpisem P(z) =1 pro z e
€@, — G, () = D(G,, 1, x) pro z € G;. Protoze P(zx) = D(G4, 1, x) dokonce
pro kazdé z ¢ G,, je podle cvit. 27 funkce @ spojitd na G,. Zvolme b e G,.
Jelibe @, — Gy, je D) = 1; protoze D(x) < 1 na G, je De(b) =1 = D(b)
pro kazdou kouli K, pro niz K c G,. Je-li viak b e G,, pak pro kazdou dosti
malou kouli K o st¥edu b plati @z(b) = D(b). Funkee P je tedy horni funkei
k funkei identicky rovné jedné na H(@,); protoze (podle véty 17) je inf D(G, 1,

zeGy
z) = 0, je také inf @(z) = 0, takZe inf D(G,, 1,2) = 0, Gy e G,.
ze@y ze@,

25. Véta. Necht Gy, G, € G, Gy 0 Gy = 0. Potom @ = G, U G, e G. Jestlize
Gy, Gye @y, je téZ Qe G,.

Dikaz. Protoze G, n G, = 0, je H(G,) n G, =0 a tedy H(G,) n G = §;
protoze H(G,) c @, c G, je H(G,) c H(G). Podobn& se zjisti, Zze H(G,) c H(G).

271



Bud nyni f nezdpornd omezens spojitd funkee na H(GF). Definujme na mnoziné
G funkei F ptedpisem F(x) = D(G;, f, ), je-liz € G;, F(z) = f(z), je-liz ¢ H(G).
Funkce F je spojitd na G, i na G,; podle cvié. 27 je funkce F spojité i na
G, u G, = G, takie je nezdpornym YeSenim Dirichletovy tlohy, p¥isluiné
k funkei f a mnoziné G. Protoze podle véty 15 mé ka?dd z mnoZin E,, — G,
vice neZ jeden bod, méd podle cvié. 28 také hranice kazdé z mnozin G; a tedy
i hranice mnoZiny @ vice nez jeden bod. Podle véty 11 je tudiz G ¢ ®. Jestlize
nyni Gy, G, e &,, je funkce D(@, 1) rovna jedné na G, i na @, a tedy i na G;
odtud plyne G e &,.

26. Vé&ta. Necht G x E; e @1 (resp. G5 **). Potom G e @™ (resp. G € &)

Dikaz. Bud f nezdpornd omezend spojitd funkce na H(G); poloZme
f(xl, 565 gt Bt ) = Floos vuiy ) Potom. je f nez4pornd omezend spojitd
funkece na hranici mnoZiny U = G x E;; bud F= DU, ]~‘). Zvolme y;, yse B
a poloZzme d = y, — y,. Funkce F(z, y+d) (xe@G, yekE,) je horni funkei
k funkei f; je tedy f’(z, y) = I7'(x, Yy, + d) = F(z, Y,). Podobné se zjisti, Ze
F(x,y,) < f’(x, y,); vidime, Ze existuje funkce F na mnozing @ tak, ze F(z, y) =

2

= F(x). Protoze ?yf: = 0, je funkce F harmonickd na G; je to ziejmeé f'eéen_i

Dirichletovy tlohy, p¥isluiné k funkei f. M4-li tedy komplement mnoziny &
aspoii dva body, je podle véty 11 G ¢ @™. Je-li kromé toho G X E, e Gp+! a
volime-li f(x) = 1, existuje b e @, ¢ ¢ E, tak, %e F(b,c) < 1 a tedy F(b) < 1;
protoZze D(G, 1) = D(G, f) £ F, je také D(G, 1,b) < 1. Odtud plyne G ¢ Gz .
. Pripad, Ze by komplement mnoZiny @ obsahoval jen jeden bod, nemtZe
viak (za predpokladu G X E, e §™*1) nastat; to dokdzeme sporem. Necht
tedy G = E,, — {b}, G X E, e @*. Bud L = E[z;z¢ E,, |x — b| < 1]. Pro-
toze L X E, e @™, je téZ (podle véty 10) (L n @) X E, e 1. Protoze
komplement mnoziny L n G obsahuje vice nez jeden bod, plati (podle toho,
co jsme dokézali) L n G ¢ @™. To viak odporuje lemmatu 14; tim je vie do-
kézéno.

Poznamka. Je-li @ X E, e BT, je oviem G ¢ G

27. Véta. Bud P poloprostor; bud G € &, G c P. Potom G € &,.

(Plyne snadno z cvié. 13 a z vét 19 a 24.)

28. Véta. Necht G €@y bud Z(zy, ..., 2,) = (24, ..., Zpy, — Xyy]. Potom
G n Z(Q) e G,

Dikaz. Bud A (resp. B) poloprostor z, > 0 (resp. ,, < 0); bud R nad-
rovina «,, = 0. Polozme U = G — R. Z véty 27 plyne, ze neni G c 4; je tedy
G n B £ 0, takie (viz véty 10 a 27) @ n Be &,. Podobnd se zjisti, ze G n
NnAe®, azvéty 25 plyne U = (Gn A) u (G n B)e®,.

Bud F = D(G, 1). Kdyby bylo F(z) =} pro kazdé ¢ R n G, bylo by
(viz (1), cvié. 3) F(z) = } pro kazdé ze H(@) v (R n @) > H{U); odtud by
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viak plynulo, Ze je funkce F horni funkei vzhledem k funkei f(2) = } (z €
e H{U)) a mnoziné U a ze tedy plati F(x) = D(U, },2) = } pro kazdé x e U u
U (R n @) > G, coz neni mozné podle (9) (véta 17). Existuje tedy be R n @
tak, Ze F(b) < 1; ziejmé b e @, tedy b e G n Z(G) = V. Definujme na mnoziné
V funkei @ piedpisem @(z) = F(x) + F(Z(z)). Funkce @ je harmonicks na
¥V a spojitd na V; protoze H(V) c H(G) v H(Z(R)), je D(x) =1 pro kazdé
zeH(V) a tedy @(x) = D(V, 1, x) pro kazdé z ¢ V. Protoze viak & (b) < 1, je
Ve @,.

29. Véta. Necht UeG,U X E, e ™, Ge@G™*, G o (B, —U) X
X {0, ©)) = 0. Potom G ¢ &7 1.

Diukaz. Bud Z(Zy, ..o, Ty Tpps1) = [Ty, - o or Ty — Xppre]- Ziejmé Z(GF) n
0 ((B,, — U)X (— ©,0)) = 0@, tak¥e G n Z(@) n (B, — U) X E;) = 0 ne-
boli @ n Z(@) c U x E,. Kdyby bylo G ¢ G **, méli bychom podle v&t 28,
24 a 26 postupnd G n Z(G) e Gy, U X B, « &) a konetnd U e G proti
predpokladu.

30. V&ta. Bud @ oteviend édst E,,, H = H(G) = 0. Necht ke ka,zdemu beH
existuje nadrovina R a wzavifend koule K- se stfedem v R tak, ¢ be K 0 R
KnRn G= §. Potom G X B, e En+2, '

Dikaz. Zvolme de H(G X E,), d =[b,c], kde be H, ceE,. Sestrojme
k bodu b podle pfedpokladd véty nadrovinu R a kouli K; polozme S = R X E,.
Bud K =E[x;ze B, |[x —s| £ 08, t=[s,¢], L=E[x;x e E,y, |z — | < 4]
Potom je L koule se stfedem v nadroving S; snadno se zjisti, Ze de L n 8§,
Ln8Sn(@x E)=90. Podle véty 23 je G X E, e Gm*1.

31. Véta. Bud C dsebka v Ey; necht G e 3, G n (C X {0, 0)) = 0. Potom

G e ®:.
" Diakaz. Usetka v E, je zfejmé prinikem nadroviny (= piimky) s koulf
(= kruhem) se stfedem v této nadroving. Podle véty 30 je (B, — C) X E; e B3,
Protoze &2 = 0 (viz cvit. 12), je podle véty 26 (E, — C) X B, e G}. Podle
vity 29, kde piteme U = B, — C, je tudiz G ¢ G

Poznédmka. Ty reguldrni mnoziny s neomezenym komplementem, s nimi#
se setkdvime p¥i konkretnim Yefeni trojrozmérné Dirichletovy tlohy, patii
podle v&t 31 a 19 zpravidla do &3. To znamena zejména, jak vime, Ze ke kazdé
funkei, spojité a omezené na hranici takové mnoZiny, existuje pravé jedno
omezené Ye¥eni p¥isluiné Dirichletovy tlohy.

32. Véta. Pro kazdou mnodinu G € & jsou sprdvnd tato tvrzeni:

a) Jesthize f,geD,jef+geD a

D(f + g) = D(f) + D(9) -
b) Jestlite fe D,ce By, jecfe Da
D(cf) = cD(f) -
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c) Jesthze f,ge D, f < g, je
' D(f) = D(g) -
d) JestliZe f je spojitd funkce na H(@), ge D, |f| < g,jefeDa
[D(f)] = D(g) -

Dikaz. Budte nap¥ed f, g nezdporné funkce z D. Potom je D(f) + D(g)
horni funkce k f 4 ¢, takZe D(f) + D(g) = D(f + ¢). Protoze D(f + g) je
horni funkce k f, je D(f + ¢) = D(f); vidime, %e D(f + g) D(f) je horni
funkei k funkei g. Odtud plyne D(f + g) — D(f) = D(g), D(f + g) = D(f) +
+ D(g). Tvrzeni a) je tedy v nafem p¥ipadé spravné.

Budte nyni f, g libovolné funkce z ©. Definujme funkce ¢, y pfedpisem:
F+os+oe=Ff+9s 4+ 9-+w=7f_+ g_. OdeStenim téchto rovnosti
dostaneme vztah ¢ = y. Ziejmd ¢ = 0, p e D. Je D(f + ¢9) = D((f + 9)+) —
— D((f + 9)-) = D((f + 9)+) + D(p) — (D((f + 9)-) + D(y)); podle toho, co-
jsme jiz dokazali, je tedy D(f + g) = D((f + 9)+ + ¢) — D(f + 9)- + v) =
= D(f,) + D(g.) — (D(f-) + D(g-)) = D(f) + D(g). Tim je tplné dokézino
tvrzeni a). Diikaz tvrzeni b) a ¢) lze pfenechat ¢tena¥i. Plati-li nyni pfedpokla~
dy tvrzeni d), je zfejmé f e D, — g < f < ¢, tedy D(f) =< D(g), D(— g) = D(f),
D(g) = — D(f), takZe opravdu |D(f)| =< D(g).

33. Véta. Bud G ¢ G™, fe D, H = H(G). Potom plati

Suglxi"“z \D(f, )| = SuPIf'CI’"‘2 /@)l » (17)
SHPID(J‘ )| = Suglf(x)l (18y

Dikaz. Bud napfed funkce f nezdporné. Neni-li funkee [z|™~2 . f(x) omezend,.
je vztah (17) z¥ejmé spravny; bud tedy suplz|™2.f(z) = s < co. Potom
zeH

existuje ¢islo ¢ tak, %e f(x) < ¢ pro vSechna z ¢ H. Snadno se zjisti (viz odst..
3, 4), ze funkce @(z) = min(c, s . |z]|>~™) (D(0) = ¢) je horni funkei k funkei f.
Pro kazdé x € G je tedy D(f, x) < D(x), takze |z|"2 . D(f, ) < s. Odtud plyne-
ihned, Ze (17) plati pro kazdou nezapornou funkei f € D.

Bud"nyni f libovolné funkce z D. Podle 32, d) je |D(f)| =< D(|f|); podle toho,.

co jsme dokézali, je tedy sup |z|™2. |D(f, )| <sup lz|™2 . D(If], ) =
ze@
= sup|z|™2. |[f(x)| . Odtud snadno plyne (17). Dukaz vztahu (18) lze pie—
zeH

nechat Stendii.

34. Véta. Bud m > 2, G e @™, H = H(R), f ¢ D; necht f(x) - 0 pro z e H,.
|| = co. Potom plats D(f, z) — 0 pro z € @, |x| — co.

Dtkaz. MiZeme predpoklddat, Ze funkce f je nezédporné. Zvolme & > O
a poloZme g(x) = max(f(z) — &, 0) (z ¢« H). Existuje koule K tak, %e g(z) =
pro kazdé x ¢ H — K; funkece |z|™2 . g(z) (z € H) je tedy omezena. Podle (17)
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je také funkce |x|™-2.D(g, %) (v ¢ @) omezend, takie D(g, z) - 0 pro z €@,
|z| = co. Protoze viak f(z) < g(z) + ¢ (x ¢ H), je funkee D(g,z) + ¢ (z ¢ @)
horni funkei k f; odtud plyne D(f, ) < D(g, ) + ¢ (* ¢ G) a tedy také D(f, ) —
— 0 proz e @, |x| - c0.

35. Véta. Bud G reguldrni mnoZina s omezenym komplementem; bud f spojitd
funkce na hrawicc H mnofiny G. Potom existuji &isla ¢, d tak, Ze pro kaZdé x G,
z + 0je

c
O

— D(f, )| < ,—d——

xlm—l *

Dtkaz. Bud K oteviend koule o st¥edu v poéitku a poloméru R; nechf
K > E,, — @.Definujme na mnoziné H(K) funkei g pfedpisem g(x) = D(G, f, z).
Podle cvic. 10 je funkece

m—2
F(z) = 157:2 .D(K,g,a: g) (xek, — K)
fefenim Dirichletovy tlohy pro funkei g a mnozimu E,, — K; touZ vlastnost
mé i funkee D(G, [, z) (x € E,, — K). Funkee |z|™2.F(x) je zfejmé omezend;
funkee |z|™2.D(G, f, z) je omezena podle (17) (véta 33). Podle cvié. 12 je
tedy F(x) = D(G, f, x) pro ka?dé z ¢ E,, — K.

Bud nyni ¢, = D(K, g, 0). Na mnozin K existuje omezend funkce ¢ tak,

%e D(K,g,x) = ¢, + |#| . p(x) pro kazdé z e K. Pro znon e K potom plati

D@, f, z) = Flz) = ‘fl% (co + ]:;]2 : (p(x : g)) ; piseme-li jeSté c = R™ 2. ¢y &

je-li |p(x)| < d, pro z € K, plati pro z non € K vztah
llz|™*. D(@, f, z) — clz]| < B™.d,.
ProtoZe vSak levd strana této nerovnosti je omezend na mnoziné G n K,
existuje d tak, Ze je )
llz|™* . D(@, f, z) — clz|| <d

pro viechna ¢ ¢; odtud plyne ihned tvrzeni véty.

Poznamka. Ziejmé |z|™~2 D(f, ) — ¢ pro |z| - co.

36. Z véty 35 snadno plyne, %e pro m > 2 pat¥i do &, kazd4d mnoZina G ¢ &
s omezenym komplementem. Nyni ukéZeme, Ze i mnoZina s neomezenym

komplementem mtze pattit do &,. Pfiklad (v E;): Bud B = U B,, kde B, je
f n=1
uzaviens koule o stiedu s, = [0, 0, #®] a polom&ru n; bud § = {s,, 8, ...}. Pro

0

zeG, = E, — S poloime F(z) = z

Wy |2 — 8y

L Jelize@,, |8n,| > 22|, pak pro

. 2 2
ka?dé n = n, plati |z — s, >%|sﬂ], tedy E ” n 2 Rada,

ol <ol =
definujici funkeci F, konverguje tedy na mnoZing @, lokiln& stejnomérné.
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4 ' 2 n 1
Je'h x = [2,, Ty, 3], kde 23 < 0, je &z — 5] = i

konverguje tedy ¥ada dokonce stejnomérné. Odtud snadno plyne, Ze funkce
F je harmonick4 na mno#ing G = E, — B, spojitd na @ a spliiuje vztah F(x) -
—0 pro |z| — 00, x; < 0. Na hranici mnoziny G je vSak zfejmé F(z) > 1,
takze ' = D(G, 1), in(f;D(G, 1,z) =0, G e G,

Ze

37. Véta. Necht G € ®; budte Gy, G, ... takové oteviené mmofiny, Ze G, C
cGyc..,UG,>Ga%Gn G, e® prokaidé n. Bud f € D(G); budte fy, far ...
n=1

v poloprostoru z; = 0

8pojité fumkce na mnofing H = H(Q), které maji tyto vlastnosti:
[L@)] = [fol@)] = -y fu(@) - f(2) = O, fo(2) = f(2) pro kaidé x e H; (19)
ful®) = 0 pro kazdé xe H — G, (n=1,2,...). (20)

Ka¥dému pFirozenému n priradme funkci g, definovanou na mmnoZiné A, =
= H(G n G,) pfedpisem o

gn(@) = ful2) (xed,n H), (21)
gu(®) =0 (xed,— H). (22)

Potom je g, e D(G n G,) pron.=1, 2, ... a plati
' D(G 0 G, gy 7) — D(G, f, 2) (23)

pro kazdé x e G. .

Diikaz. Predpoklddejme napied, ze funkee f je nezdporn4 (atedy 0 < f,(x) <
< fo(x) < ...). Zvolme index 7 .a polotme C = A, n H, D= A, n H(G,).-
Podle (21) je funkece g, spojitd na mnozing C. Bud nyni z e D. Je-li x € H, je
podle (20), (21) g,(z) = 0; jestlize v8ak x non € H, je podle (22) opét g,(x) = O.
Protoze mnoziny C, D jsou uzaviené a protoZe 4, = C u D (jak plyne ze
vztahu (1), cvié. 3), je podle cvié. 27 funkee g, spojitd také na mnozing 4,,.
Z (21), (22) plyne, Ze g,(x) < D(G, f, z) pro kazdé z € 4,; je tedy g, e D(G N
n G,). Polozme F, = D(G n G,, g,), F = D(G, |).

Zvolme bod ze A, a index p > n. Jestlite z e G, je g,(r) = 0 = F,(x);
neni-li xe G, je ovéem ze G n G, —Gc G n G, — G c A, a podle (19), (21)
je opét g,(x) < g,(x) = Fy(x). Odtud plyne, %e na mnoziné G n G, plati
F.(x) < F,(z) =< F(x).

Bud z libovolny bod mnoziny G. Protoze G c G @,, existuje index n tak,
jexe @ n G, podle (2) (cvit. 3) je " .
Gn@,cGnd, ' (24)
a tedy z ¢ @ n @,. Na mnoziné @ mtizeme proto definovat funkei @ piedpisem
| B(z) = lim F,(z) |

276



(pti libovolném z e G je posloupnost {F,(z)} definovéna pro viSechna dosti
velkd n a je monotonni); ziejmé

d<F. (25)
Protoze je posloupnost funkei F,, omezend v okoli kazdého bodu mnoziny G, je
podle cvié. 24 funkee @ harmonické na G. '
Bud nyni b € H, ¢ > 0; necht b € G@,. Je-li p > n, je podle (24)be G n G, —
— G c A, tedy F,(b) = f,(b). Protoze f,(b) — f(b), existuje. p > n tak, %e
Fy(b) > f(b) — e. ProtoZe funkce F, je spojité na G n &,, je podle (24) spojitd
ina G, n G; existuje tedy okoli U bodu b tak, zZe
Fy() > f(b) — &
pro viechna zeU n (G, n G)=V n G, kde V="U n G,. Protoze F(b) =
= f(b), existuje takové okoli W bodu b, Ze pro kazdé xe W n G je

F(z) <{®) +e.
Pro viechna z ¢ (V 0 W) n G je potom
1) — e < Fy(z) < P(x) < F(x) < f(b) + &
Vidime, ze @(b) = f(b) a Ze funkece @ je spojitd v bodd b vzhledem k mnoZing G.

Tim jsme dokézali, ze @ je horni funkei k funkei f a Ze tedy @ = F. Odtud
a z (25) plyne (23). Pro libovolnou funkei f e D(GF) dokdZeme vétu rozkladem
funkce f na rozdil f, — f_.

Pozndmka. V této v&t& miZeme mnoZiny G, a funkee f, volit na pf. takto:
Bud b € @; bud G, koule o stfedu b a poloméru ». Dale bud y,(f) = 1 pro
0<t=<n—1, y,(t)=0 pro t =n a funkce y, bud linedrni v intervalu
{n — 1,n); polozme f,(x) = f(x) . ,(lx — b]). Véta potom ¥ki, Ze FeSeni
Dirichletovy tlohy, pfisluiné k funkei f a mnoZing G, lze p¥iblizné vyjadrit
fefenim Dirichletovy tlohy, pfislusnym k funkei g, a mnoziné G n &,. Da-
leZité je p¥itom, Ze mnozina G n @, je (v tomto p¥ipad®) omezend; pro omezené
mnoziny plati totiz v8ta o unicité Feleni a jsou téZ zndmy rtzné piiblizné
metody k jeho nalezeni. '

38. Lemma. Bud G e®, f, [, fo --- € D; mecht fi(z) = folz) = ..., fulx) =
— f(x) pro kafdé x ¢ H(Q). Potom plati D(f, x) — D(f, x) pro kaidé = ¢ G.

Dikaz. Predpoklddejme napied, Ze funkce f, je nezdporni. PoloZime-li
v predeslé vété G, = E,, (n = 1,2, ...), bude g, = f, a podle (23) dostaneme
D(tf,, ) - D(f, z) (z ¢ @). Vynechme nyni p¥edpoklad, Ze funkce f, je nezé-
porné, a pisme ¢, =f, —f, (n=1,2,...), ¢ = f — f;. Podle toho, co jsme
dokézali (a podle v&ty 32), je D(¢,, ) — D(p, z) a tedy D(f,, x) = D(pa, ) +
+ D(f,, ) - D(¢, ¥) + D(f, ) = D(f, x) pro kazdé z Q.

39. Véta. Bud G ¢ &; budte f, f,, fs, ... sP0jité funkce na hranici H mnoZiny
G. Necht f,(x) — f(x) pro kaZdé x e H a necht vechny funkce |f,|, |fs], ... maji
spoleénou horni funkci. Potom plati D(f,, ) — D(f, x) pro kaédé = € G.
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Dukaz. Bud @ spoleénad horni funkce k funkeim |f,|. Polozime-li ¢(x) =
= @(x) pro z € H, je z¥ejm& ¢ ¢ D. Zvolme bod b ¢ @ a definujme na systému
D funkecional J predpisem J(g) = D(g, b). Funkeciondl J je podle piedeslého
lemmatu spojity vzhledem k monotonni konvergenci v prostoru ©. Protoze
[fa@)] = @(x), falx) — f(x) pro kazdé = € H, plati také (viz na p¥. [4], str. 183)
J(f,) = J(f) neboli D(f,, b) — D(f, b).

Poznimka. Je-li konvergence f,(z) — f(z) stejnomérnd na mnoziné H, je
konvergence D(f,, x) = D(f, ) stejnomérnd na mnozin& @ (to plyne ihned
z (18), véta 33). .

40. Bud G ¢ G. Rekneme, %e posloupnost funkei F,, F,, ... je pfipusind
(vzhledem k mnoziné &), jestlize plati: ’

1. Funkce F, jsou spojité na G a harmonické na G;

2. funkce |z|™~2 . F,(x) jsou omezens;

3. existuje funkce @, kterd je spojitd na G, superharmonicks na G a ktera
pro kazdé z ¢ G a kazdé n spiuje vztah &(z) = |F,(2)|;

4. pro kazdé z ¢ @ existuje lim F,(z).

-0

‘Dale bud M systém viech funkei F tvaru F(z) = lim F,(z) (z « &), kde F, je
N—>0

piipustna posloupnost.

41. Véta. Bud Ge®, H= H(Q); bud feD. Potom existuje prdvé jedna
funkce F € M, kterd se na mnoZiné H shoduje s funkei f; je to funkce F = D(f).
Dikaz. Budte v,, p,, ... funkee z pozndmky k v&t& 37; polozme g,(z) =
= pu(|z]) - f(x) (e H, n=1,2,...). Podle (17) (v&ta 33) jsou funkce |z|™% .
. D(g,, x) omezené. Protoze f ¢ D, existuje k funkei |f| horni funkce @; je pak
z¥ejmd |g,(z)| < D(x) (v e H), tedy |D(g,, 7)| < D(z) pro kazdé ze G (n =
= 1,2, ...). ProtoZe g,(x) — f(z) (z ¢ H), je podle véty 39 D(g,, z) — D(f, x)
(z € G). Funkece D(g,) tvo¥i tedy p¥ipustnou posloupnost s limitou D(f).
Necht naopak F ¢ M, F(z) = f(x) pro kazdé x ¢« H; necht F(z) = lim F,(x)
N—>

(z € G), kde F, je piipustnd posloupnost. Definujme na mnozing H funkce f,
predpisem f,(x) = F,(x). ProtoZe funkce [z|™~2 . F,(x) jsou omezené, jsou podle
(17) (véta 33) také funkee |z|™—2.D(f,, z) omezené; podle cvié. 12 je tedy
F, = D(f,). Protoze f,(x) - f(z) (x €« H) a protoze funkce f, maji spole¢nou
horni funkei, je podle véty 39 F,(x) = D(f,,z) - D(f,z) (xe @), tedy F =
= D(f).
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Peswome
3ATAYA OUPUXJIE

AH MAPHUHK (Jan Ma¥ik), IIpara.
(TTocrymuno B pemaxmuio 23/V 1956 r.)

IIycts G — OTKpHITAd 9acTb M-MEPHOrO €BKJIMIOBA HpocTpaHcTBa F,,,
9 + G £ E,; oycts f — (KOHeYHAS BELHECTBEHHAS) HEIPEPHBHAS (YHKIHA
na mBoxectse H(Q). (H(G) — rpamuna, @ — sameikanme muoskecrsa @.) Ecan
$yrxnua F menpepusua B G, rapmormuna B G m pasma [ ma H(G), To cka-
7KeM, 9T0 F' — pemenue 3afagm [Impuxie, cOOTBETCTBYIOMeH QYHKIAA f B MHO-
secTBY G. Ecam muomectBo G orpanmyeHo, cymecTByer He Gollee ueM OfHA
Takad QyurnuaF. IlycTs Teneps g — cEcTeMa BCeX HOIYCTHIX OTKPHITHX OIDAaHH-
9eHERIX MHO;KecTB G C E, Takmx, 4TO AiA KasKAOH HENpPepHBHOR ¢yHKIAH
Ha H(@) cymectsyer pemennme 3amaunm [upmxie; mycts, mamee, G™ = @ —
cacrema Beex @ ¢ E,, (G + E,,), obnanaomux tem cBoiicteoM, 910 @ n K e g
IJA BCAKOW MOCTATOYHO GOMBMOI OTKpEITOH cepst K ¢ NEHTPOM B Hadame
rooppueaTr. Ecnu G € &, nycrs D(GF) — mHOKECTBO Tex YHKOAH f, Hempe pEIB-
Bux Ha H(@), woropmie obnmapmaior ciemyiowmuM cBoiictBom: CymecTByer He-
oTpumarensHad HenmpeprBHAaA B G ¢pymrnma F, rapmonnveckas B G m ynoBie-
TBOpAOman coorHomenuio F(x) = |f(x)| mna Beaxoro x e H(G).

HerpynusiM cienctBmem Teopemsl 13 aBifercA clefyomee HOpeiOMKeHHe:

Has Kamcdo wmeompuyameavroin Pyuryuu e D(F) (G € @) cywecmeyem
HauMmeHbUWEee HeOMPUYamesvHoe peuleHue coomeemcmeyiowell 3adavu Jupuzae.

910 pemenue o6o3nagmm caMmBoiom D(@G, f) m pad mpomsBONbHOE QyHKOWR
fe D@ momowmv D(G, f) = D(f) = D(G, f.) — D(G, f-), the fulz) =
= max (f(z), 0), f_(z) = max(— f(z), 0). - ®yuroua D(f) aBnsgercs, ode-
BHEJHO, pemesnmeM ¢oorsercTBylomei 3anaun [upaxme. Buecro (D(f))(z) mumem
D(f, z) (x ¢ G). — Teopema 23 yTBepKAaeT:

ITycms G cE,, omkpumo, 0 £ G == E,. IIpednosoncum, wmo 0as 6caK020
b e H(@) cywecmeyem ezunepnaockocme R u samrnymas cPepa K c yenmpom
6Rmar,ymobe Rn KuumoRn K n @ = 0. Tozda G ¢ 6.

IIycrs Teneps G = @, — cmcrema tex G e @, pna xoropux D(G, 1, x) =
= 1 (z € @); nanee nonoxum Gy = G, = & — ;. s ynpaxuerua 12 cie-
ayer, uto &} = (&2, Becakoe orpammuenHoe MHOKecTBO G ¢ B™ aABmaercH,
oueBmAHO, duementoM G (m upomsmombHO). Eemm m > 2, Torma nammoe
MHOxKecTBO G ¢ @ ¢ orpammueHHEIM JomonHenmeM npmEamIe:kuT Gy (cM. Teo-
pemy 35). — U3 ormenos 17—19, 24—31 ciegyer:

Ecau @ € G, to inf D(f, ) = 0 Oan ecakoli Heompuyamesvroli GyHEguu

ze@
fe DG
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Ecau G e ®,, mo das kamcdod ozpanunennoti Henpepwisnod wa H(G)
Pyrryuu | cywecmeyem mouro 0dro ozpanunentoe pewerue F 3adavu HJupuxae,
umeen F = D(f). -

IIycmy ¢ — usomempuneckoe omobpancerue npocmparcmea E,, ¢ E,,. Eciu
G € G (coome. G € By), mo u (@) € & (cooms. p(QF) e &,).

Ecau G, e Gy, G, ¢ @, G, c G,, mo G, e §,.

IIpednonooncum, umo U e @™ u ymo 0us écarozo be H(U) cywecmsyem 2unep-
naockocms R u samkrymas cepa K c yenmpom 6 R mar, umo b € R n K u umo
RoKn G@=9. Toedba U X E; e +1. Ecau, dasee, U e G, A = E,, —
—U*) Ge®m1, G n (A X0, ©) =9 mo Ge @+

Teopema 37 mMeeT cIeqyIONWH HATIATHBIA CMBICI:

IIpednonoscum, ymo G € & uumo f e D(Q). ycme K — 6oavwas omrpumas
cgpepa; nycmv g — Henpepvisnas Pynryus va H(K n @), komopas pagna Hy. 0
na H(K) u npubausumeavro pasma f na H(Q). Toeda gynryus D(K n @G, g)
npubausumeavro pasna D(@, f) na mromcecmee K o G.

Teopema 39 yTBep:xpmaer, aro 3aBucEmocth D(f) o f HenmpepHIBHA: ~

Eciu GeG®, f, fo f ...« D) u ecan }o(z) > fol@), @) = (@)
(m=1,2,...) Oaa ecarxoeo xz e H(G@), mo D(f,, x) - D(f,, x) 0Oaa ecaroeo
zeG.

Orpen 40 comepsuT onpenenenne cucTemsl I, 37IeMEHTEI KOTOPOR — QyHKIHM
na MEOxecTBe G (G ¢ @), obnanarmeit cieyomuy cBoitcTBOM: [us Kaowcdoeo

f € D(G) cywecmeyem mouno 0dwo pewenue s3adauu Hupuzae F maxoe, umo
F e M; umeenF = D(f).

Summary

THE DIRICHLET PROBLEM

JAN MARIK, Praha.
(Received May 23, 1956.)

Let G be an open subset of the m-dimensional Euclidean space E,,, 8 = G =+
+ E,,; let fbe a (finite real) continuous function on H(@). (H(@) is the bound-
ary, G is the closure of G.) If a function F is continuous on @, harmonic on
G and equal to f on H(®), we say that F is a solution of the Dirichlet problem
corresponding to the function f and the set Q. If G is bounded, then there

*) Ecam, mamp., m = 2 u ecin A — cermesr, 10 MuOxectB0 U = E, — A yAOBIEeTBOPAET
BCeM NIPeAIONOKEHIAM .
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exists at most one such function F. Let g be the system of all non-empty bound-
ed open sets @ c E,, such that for each continuous function on H(G) there
exists a solution of the Dirichlet problem; further, let " = & be the system
of all G c E,, (G + E,,) such that G n K e g for each sufficiently large open
sphere K with center 0. If G ¢ &, let D(G) be the family of all functions f which
are continuous on H(@) and which have the following property: There exists’
a non-negative function F, which is continuous on @, harmonic on @ and which
fulfils the relation F(z) = |f(z)| for each x ¢ H(G). The following assertion is
an easy consequence of Theorem 13:

For each non-negative function fe D(F) (G e @) there exists a smallest non-
negative solution of the Dirichlet problem.

We denote this solution by D(@G, f) and for an arbitrary f ¢ D(G) put D(@, f)=
= D(f) = D(f.) — D(f), where f.(z) = max (f(z), 0), /_(z) = max (— f(z), 0).
The function D(f) is evidently a solution of the corresponding Dirichlet
problem; the values of D(f) will be denoted by D(f, ). — Theorem 23 asserts:

Let G be open in E,,, 0 + G + E,,. Suppose that there exists, for each b ¢ H(G),
a hyperplane R and a closed sphere K with center in R such thatbe R n K, R n
NnKnG=0. Then GeG.

Now let B = &,; be the system of all Ge & such that D(G,1,z) =1
(z € G); further put 87 = G, = B — &,. In accordance with Exercise 12 we
have &} = (?2; each bounded set @ ¢ G™ (m arbitrary) evidently belongs to
GY. If m > 2, then, according to Theorem 35, each set @ ¢ &™ with bounded
complement belongs to &7. — According to Sections 17—19 and 24—31,
the following theorems hold:

If G € B, then inf D(f, x) = 0 for each non-negative function fe D(G).

zeG

If G e &, then there exists, for each bounded continuous function f on H(G),
a unique bounded solution F of the corresponding Dirichlet problem, namely
F = D(f). .

Let ¢ be an isometrical mapping of E,, into E,. If G ¢ @ (resp. G € &), then
P(@) e @ (resp. ¢(@) e G,). :

If G e Gy, Gye G, Gy c Gy, then Gye G,.

Suppose that U ¢ @™ and that there exists, for each b e H(U), a hyperplane
R and a closed sphere K with center in R such thatbe Rn K, Rn K n U = 0.
Then U X E, e &1, If, moreover, U e &, 4 = E, — U,*) Ge @™, Gn
n (A X <0, 00)) = 0, then G « BT **.

Theorem 37 has the following intuitive sense:

Suppose that G € & and that f e D(G). Let K be a large open sphere; let g be a
continuous function on H(K n @), which vanishes on H(K) and approximately

*) If, for example, m = 2 and if 4 is a segment, then the set U = E, — 4 fulfils
all the conditions.
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equals f on H(R). Then the function D(K n @, g) is approximately equal to
D(@, f) on the set K  G.

Theorem 39 asserts that D(f) depends continuously on f:

It GG, [, fo frr ...« D(Q) and if fa(@) > fof@), Ifa@)| < f(@) (n =1, 2, ...
for each x ¢ H(@®), then D(f,, ) — D(f,, z) for each z < G.

Section 40 contains the definition of a system 9N, the elements of which are
functions on @ (@ € ®) and which has the following property: For each feD(@)

there exists o unique solution F of the corresponding Dirichlet problem such that
FeM, namely F = D(f).
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

KRIVKY V PROSTORECH MINKOWSKEHO

VACLAV VILHELM, Praha.
(Doglo dne 30. kvétna 1956.) B

Price se zabyva theorii kiivek v prostorech Minkowského.
Zskladni roli tu hraje skalérni soudin. (a, b) vektort @, b v prostoru
Minkowského. Tento soudin neni obecn& komutativni a je distribu-
tivni jen zprava, t. j. plati jen (@, ab + fc) = x(a, b) + B(a,c).
Price je zamé&fena k tomu, aby dosaZené vysledky mély jednodu-
chou a nézornou geometrickou interpretaci.

1. n-rozmérny prostor Minkowského
Ukolem tohoto odstavce je zavedeni pojmi, jichz budeme v dal§im uzivat:
Definice 1.1. Bud E, n-rozmérny aritmeticky eukleidovsky prostor, o jeho ob-
vykld metrika, o = (0, 0, ..., 0) poédtek. Bud K ryze konvexni*) omezend uza-
vFend mnogina v E, obsahujict poédtek o jakoZto svij vnitini bod. Bud H hranice
K. Necht x € E,, x + 0. Oznalme &(x) prisetik polopFimky ox (vychdzejici z o a
jdouct bodem x) s H. PoloZme

_ o halaEh, Thad i
o) =" 227, Flo) =01

V E, definujme movou metriku o predpisem x,y € B, = o(x, y) = Fly — ).
Pak prostor B, s (obecné nesymetrickou) metrikou o nazveme aritmetickym n-roz-
mérnym prostorem Minkowského E,(c). Prostor M s metrikow o spliiujici axiomy
1°0(x,y) > 0 prox + y, 2° o(x, ) = 0, 3° o(x, 2) < o(x, y) + o(y, 2) nazveme
pak n-rozmérnym prostorem Minkowského, existuje-li zobrazeni f prostoru M na
néjaky n-rozmérny aritmeticky prostor Minkowského E, (o) tak, Ze
x,y e M =a(z, y) = off(x), f(y)] - (1)

Dwojici (E,(o); ) budeme nazyjvat representact prosto'rd M (o).

V nésledujicich t¥ech vétich ukireme opravnénost definice 1.1. .

Lemma 1.1. a) Funkce F z definice 1.1 md tyto vlastnosti:

1. Flz) > 0 pro z e E,, z + 0;

*) T.zn.: je-lia, be K, a + b, pak kazdy vnitini bod tseéky ab je vnitinim bodem K.
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2. Flk.x)=Fk.F(zx) pro k> 0, z e B,;

3. F(x + y) < F(z) + F(y), pfi SemZ znameni rovnosti plati, prdvé kdyZ
body z, y leZt na téke polopfimee v B, vychdzejict z poédtkw o.

b) Funkce o z definice 1.1 md tyto vlastnosts:

1. o(x,y) > 0 pro z,ye K, x + y; oz, z) = 0;

2. o(x,2) < a(x,y) + oy, 2) pro x,y,ze B, pfi demZ rovnost plati, prdvé
kdyt bod y le¥i na vsebee s krajnimi body x, z. (V pFipadé x = z to znamend,
Loy = x.)

Dukaz. Nejprve dokazeme &4st a). Vlastnosti 1., 2. plynou ihned z definice
funkece F. Nechf z, y € E,,. Lezi-li , y na téZe poloptimce vychézejici z o, pak
je na piiklad y =k .z, k> 0 a podle 2. jest F(z + y) = F((k + 1) .2) =
= (k+1).F(x) = F(x) + k. F(x) = F(z) + F(y). Necht koneéné z, y nelezi
na téze polop¥imece z bodu o, takie zejména o + x + y =+ o. Poloime z =
= [F(x)].2, ¥y = [F(y)].y. Plati tedy F(x) = F(y) = 1, &ili z,y ¢ H (viz
definici 1.1). Protoze M je uzaviena a ryze konvexni, lezi bod

—__F(;”_)__ 7 _F(-'/L_ 57
T+ P T T + P Y

(ktery je vnitinim bodem tsedky (zy)) uvnit¥ M a tudiz F(z) < 1. Tedy podle 2.
plati

4 1 _ .
m.F[F(w).x+F(y).y]< 1,

neboli F(x + y) < F(z) + F(y); tim je ¢ist a) dokazana.

Dukaz ¢asti b). Vlastnost 1. je ziejma, takZe zbyva dokazat vlastnost 2.
Necht x,y,ze E,. Pak podle &isti a) je F(y —2)+ F(z —y) = F(z — =),
pii demZ rovnost nastane pravé tehdy, kdyz body y — z, z — y lezi na téze
polopfimce vychézejici z podatku o. V tomto piipadé pak bud n&ktery z bodi
y — x, 2 — y je politek o a pak 2. zrejm& plati, nebo existuje k > 0 tak, Ze

1 k \
Yy —x = k(z —y), takze y=k+1?+k+1z.,Tudiz (protoze y =+ x)
jest x + z a y leZi na tsedce s krajnimi body =, z.
Z lemmatu 1.1 ihned plyne

Lemma 1.2. Bud a, b € E,, a + b. Pak pFimka jdouct body a, b v E,, je mnoZina
boda z € E, takovych, Ze o(a,x) + o(z,b) = o(a, b) nebo o(z, a) + o(a, b) =
= o(z, b) nebo o(a, b) + o(b, ) = o(a, z).

Véta 1.3. Bud M (o) Minkowského prostor, (E,(o"); f), (Em(a”); g) jeho dvé re-

presentace. Potom m = n a existuje requldrni linedrni zobrazeni L E,(c') na
E,.(c") takové, Ze

z,Ye E,,,(O") = Gl(x: ?/) = G”[L(x)’ L(y)] . (2)

L
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Dukaz. Pro n =m =1 je vie zfejmé. Necht tedy = .m = 2. Zobrazeni
fg~ je prosté zobrazeni ,,(c") na E,(¢') takové, ze x,y € B,,(¢") = o"(x,y) =
= o'[fg (%), fg(y)]- Z lemmatu 1.2 odtud plyne, Ze fg—* zobrazuje pfimky
z B, zase na ptimky z E,. TudiZ, jak zndmo (viz na pt. [4]), jen = m a fg' je
linedrni; poloZime-li fg—* = L1, plati (2), c. b. d.

Z véty 1.3 rovnéz plyne, Ze v Minkowského prostoru M, (o) mizeme defino-
vat piimky a tselky jako vzory p¥imek a uselek v libovolné representaci
(B.(a’); f) prostoru M,(c), dile vektory v M,(c) jako t¥idy orientovanych
tsedek, jejichZ obrazy v (E,(o’); f) tvoti t¥idu dseéek definujicich vektor v E,
a ukéazat, ze vektory v M, (o) tvoti (funkei F normovany) n-rozmérny vektorovy
prostor ¥, nad télesem redlnych &isel.

Zavedeme nyni tuto terminologii. Bud M ,(¢) n-rozmérny prostor Minkow-
ského, (E,(c’'); f) dané jeho representace. Pak ¥ekneme, Ze v M,(c) je din
linedrné souradny systém (x) (uréeny representaci (H,(c);f)); je-li f(x) =
= (2, 22, ..., 2") obraz bodu z e M,(0), nazveme &isla 2%, 22, ..., 2" soufadni-
cemi bodu z v nafem soufadném systému (z).

Méme-li dva linedrni soufadné systémy uréené representacemi (E,(c'); f),
(E,(c");9) a mé-li bod ze M,(6) v nich soufadnice (2,22 ...,2") resp.
(z, 22, ..., &), pak plati

T = alr! + bt *) @)
kde o, b¢ jsou reslné &isla nezavisls na x, p¥i Sems
et Jaf] + 0 @

To plyne z véty 1.3.

Funkci F resp. F definovanou na E,, kter4 vedla k definici metriky v E,(o’)
resp. E,(¢”) nazveme normou aritmetického prostoru Minkowského E,(c’)
resp. E,(o”). Podle (3) pak plati

F(z?,...,2'") = F(ajz', ..., alx'9) . (5)

Zobrazeni f prostoru M, (o) do sebe nazveme isometrickym, plati-li
z,y ¢ M,(0) = o(z, y) = olf(®), {¥)] . (6)
V&ta 1.4. Bud f isometrické zobrazeni v M,(c). Pak f je requldrni linedrni

zobrazent prostoru M,(c) na sebe.

Dikaz plyne ihned z véty 1.3.
.~ Bud (2) linedrni soufadny systém v M,(¢) ureny representaci (E,(o"); g)
a F norma v E,(¢'). Bud opét f isometrické zobrazeni M, (o) na sebe. Oznagi-

me-li (E 2% ..., z") soufadnice bodu f(x) kde z e M,(0) ma soufadnice (z%,
o T, pak z véty 1.4 plyne- |
zi = ajx? + bi, det ||a}|| +0. (7)

"~ *) Pres indexy vyskytujici se dvakréit se séitéd od jedné do n.
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Protoze f je isometrické zobrazeni, plati pro kazdy vektor a ¢ V,, 0 soufadnicich
(a%, a? ..., a") :

F(a, ...,a") = F(a;a, ..., aldd) . o (8)
Této identité bude vidy vyhovéno volbou
o = &5 5 _ (9)

ktera ¥iké4, Ze f je translace. Naopak existuji normy F takové, Ze (8) plati
pouze pro aj = &;. Takovy prostor M ,(c), v némz (8) implikuje (9), nazveme
obecnym prostorem Minkowského (viz [1]). Zfejmé je pak, Ze jedind iso-
metrickd zobrazeni v obecném prostoru Minkowského jsou translace.
Pfejdeme nyni k diferencidlnim vlastnostem prostorti Minkowského.

Definice 1.2. Bud M,(c) n-rozmérny prostor Minkowského, (x) linedrni sou-
Yadng systém uréeny representact (E,(o’); f). Pravime, Ze prostor M,(o) je t¥idy
_r (r-celé nezdporné éislo), jestlife nmorma F prostoru E,(o’) je r-krdt spojité
o2F®

diferencovatelnd funkce v oblasti E, — {0} a det wiea | T 0

Z (5) plyne, ze definice 1.2 je oprdvnén, t. j. Ze tu nezalezi na tom, kterou
representaci prostoru M, (o) vybereme.

V dalgim budeme vzdy predpoklddat, Ze prostor M,(c) mé t¥idu r = 3.
Bud (z) linedrni soutadny systém v M,(s) urleny representaci (E,(c’);f),
F p¥islugnd norma. Z lemmatu 1.1 plyne, Ze F je kladné homogenni dimense 1.
Podle Eulerovy véty tedy jest

_ PP, ..., %)

282 (%L, ... %" -
BT 2 B) ox't ox'*

x'ix'*, ' ¢E,— {o}. (10)
Polozme

1 282z, ..., 2'")
2 ox'iox’?

Gai(B'Ly vony ') = (11)
Snadno zjistime, Ze g,;(z, ..., z'") jsou komponenty kvadratického tensoru,
jemuz budeme Fikat metricky tensor.

Snadno se nahlédne, 7e kvadratickd forma g,;(z’*) zia? je positivné definitni
pro kazdé ' = (z, ..., 2'") e E, — {0}. RovnéZ je patrné, ze funkce g,;(x'*)
jsou kladné homogenni dimense 0. Odtud plyne, Ze

09:5(x") . 09:4(2") i
L = U gi=0, 12

2. Skalarni soutin a orthonormélni base ve vektorovém prostoru V,,

Bud (z) linedrni soufadny systém v M, (o), g,;(z, ..., ") komponenty
metrického tensoru v tomto soufadném systému. Budte a + 0, b vektory
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ve V, o soufadnicich (a?), (b%) uréenych systémem (). Snadno se presvédéime,
Ze ¢&islo '
9@, ..., a) asb! (13)

nezavisi na volbé soufadného systému (x) a mizeme proto definovat:

skaldrnim souéinem (a, b) vektori a, b e V,, nazveme ¢&islo (13), pokud a + 0.
Pro a = 0 klademe (0, b) = 0.
Zfejmé jsou tyto zdkladni viastnosti skaldrniho souéinu

1. (a, ) = 0, rovnost nastane prdvé pro a = 0; (a, a) je Gverec normy ||al}
vektoruaeV,: ||| = V@ a) = o.

2. A.a,b)=21.(a,b)proa,beV,, 2 = 0;

3. (a, ab + pc) = «(a, b) + B(a, ¢) pro a, b, ceV,; «, B redlnd &sla.

Pravime, Ze vektor a €V, je kolmy k vektoru b e V., kdyZ (a, b) = 0.

Véta 2.1. Necht ay, @, ..., a;, & = n, jsou nenulové vektory ve vektorovém pro-
storu V,, prislusném prostoru M,(c). Necht plati (a;, a;) = 0 pro 1 <9, 1,§ =
=1, 2, ..., k. Potom vektory ay, @, ..., a; jsou linedrné nezdvislé.

Dikaz. Necht > «a; =0, «; redlnd Cisla. Oznaéme b; = > o0y tedy
=l i=j
b, = 0. Odtud 0 = (a,, b;) = «,(a,, @), takie «, = 0 a proto b, = 0. Odtud
opét plyne 0 = (@, b,) = x5(as, @,), takZe x, = 0 a by = 0. Tak pokracujeme
dil; dostaneme nakonec, %e x; = &g = ... = & = 0, ¢. b. d.
Definice 2.1. Bud A4, k-rozmérny podprostor ve V. Relnéme, %e vektory ay, ...
cres U € A, (v tomto pofadt) tvorFt orthomormdlnt basi prostoru A,, plati-li

(@,a) =26 pro 1=<7,4,7=12,..,k. (14)

Véta 2.2. Bud A, k-rozmérny podprostor ve V,. Pak existuji v A, vektory
e, ey, ..., & tak, Ze tvoFi orthonormdlni basi prostoru A,.

Dikaz se nijak neli§f od dikazu ptisluiné véty v eukleidovském vektoro-
vém prostoru (viz na p¥. [2]).

V dal§im se ukdze vyhodnym toto roziifeni pojmu skaldrniho soudinu.
Budte a,b,c tfi vektory ve V,, @ + 0. Skalar g,(at, ..., a®) bic/, kde (af),
(b9, (¢?) jsou soutadnice vektorii a, b, ¢, oznadime symbolem (b, ¢), & budeme
mu ¥ikat skaldrni soucin vektord b, ¢ ve sméru a (nebot (b, c), = (b, ¢),, pro
A>0).

Z¥ejmé jsou tyto vlastnosti skaldrniho souéinu (b, ¢),:

(0, €)a = (¢, 0),, (a,d), = (a,d), (161 + %gbg, €)g = %1(bys c)a + “2(62’ C)a

pro by, b, e V, a redlna d&isla oy, -

\
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3. K¥ivky v prostoru M, (¢). Frenetovy formule

Bud M, (o) n-rozmérny prostor Minkowského t¥idy » = 3, (z) linedrni sou-
Yadny systém v M,(c). Bud J interval v E,. Zobrazeni f intervalu J do M,(c)
nazveme reguldrni r'-krdt diferencovatelnouw parametrickou kiivkou v M,(o),
jestlize funkce zi(t), ted, 1 =1, 2,...,n, kde (21(¢), 22(¢), ..., 2"(f)) jsou sou-
fadnice bodu f(t) e M, (o) v soufadném systému (z), jsou r'-krat spojité di-

1 9
dlferencovatelné a vektor (dx (?;; , d;t ) je nenulovy pro kazdé ¢ e J.

Bud to, t,eJ, t, <t;. Definujeme-li obvyklym zptsobem délku oblouku

L(t,, t,) kiivky f z bodu ¢, do bodu ¢,, snadno spoéteme, Ze

t; —— dxl(t)
L(ty, t,) = !Vgﬁ(m’l, @)’ dl, kde ®t=—g - (15)

Definujeme-li nyni zndmym zpisobem orientovanou r’-krat diferencovatel-
nou reguldrni k¥ivku k v M,(o) jako jistou t¥idu parametrickych r'-krét
diferencovatelnych reguldrnich k¥ivek obsahujici f, snadno zjistime, Ze v této
tridé existuje pravé jedna parametrickd kiivka ]7(8) = (zi(s)) takova, Ze
Zi(0) = xi(t,), s je délka oblouku orientované k¥ivky % z (zi(0)) do (z(s))-
Pro parametr s ziejmé plati

da*® dz*\ dz* dz’
Fz(Ts)— (ds)ds o 69
Nazveme-li kaZdou parametrickou k¥ivku leZici v t¥idé parametrickych kiivel,
kterd definuje orientovanou k¥ivku k, representact orientované k¥ivky k, pak
parametrickou kfivku f~na.zveme vijznaénou representact orientované kiivky k.

Bud k orientovana reguldrni 7’ = n-krat diferencovatelni k¥ivka v M,(o);
jeji vyznaéna representace necht je v linedrnim soutadném systému v M,(o)
déna funkcemi (x*(s), 2%(s), ..., 2*(s)), 0 < 8 < s,. Vektor i(s) ¢ V,,, jehoz sou-
dal(s)  dzn(s)

Tadnice jsou ve zvoleném soufadném systému ( ), nazveme

ds 7777 ds
teénym vektorem k¥ivky k v bodé s. Misto % piSme z'%. Z (16) plyne, Ze
gii(@', ..., i =1 (17)
pro kazdé s e (0, 8,>. To vSak znamen4, Ze '
&H=1; - (18)

tedy vektor ¢ mé délku (t. j. 2. odmocninu z normy) rovnou jedné pro kazd é
$€<0,8).
Utvofme nyni vektory t',¢,...,£~1, kde &irkou znadime derivaci podle s.
V dalsim budeme vzdy predpokla.dat ze dimense vektorovych prostoru
Ay(8) = {E(s), ¥'(8), ..., E¢=1(8)} je tdZ pro kaidé se (0, s;).
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Definice 3.1. Necht prostor {t, t', ..., t"D} md dimensi h. Pak b nazveme hod-
nosti kfivky k. Linedrni prostor Ry(s) v M, (o) uréeny bodem (2%(s), ..., z*(s)) a
vekitory £(s), £'(s), ..., 261(s), kde 1 < i < h, nazveme i-tym oskulabnim prosto-
rem kfivky k v bodé s.

Jak zndmo plati pak tato véta:

Véta 3.1. Necht kfivka k md hodnost h. Pak k le#{ v h-rozmérném linedrnim
podprostoru v M ,(c), ktery je zdrovess jejim h-tym oskulaénim prostorem v kazdém
gejim bodé.

Z véty 3.1 plyne, Ze pii dal§im vySet¥ovéani knvek se muzeme omezit na
kiivky hodnosti n v M, (o).

Obratime se nyni k odvozeni Frenetovych vzorca pro kiivky. Nejprve vSak
dokézeme jednoduchou pomocnou vétu.

Lemma 3.2. Budte af(s), b(s) diferencovatelné vektorové fumkce ve V,. Necht
(a(s), b(s)) = konst., a(s) + 0. ’
Potom jest (a(s), b'(s)) + (a'(s), b(s)), =

Dikaz je zfejmy, prejdeme-li k linedrnimu soufadnému systému (z)
v M,(0). Necht vektory a, b v ném maji soufadnice (a?), (b?). Pak z rovnosti
gi;(a, ..., a") afb? = konst. plyne derivaci

agi;(at, ..., a")

oaF a’*a’t 4 g;i(at, ..., a") @'V + gi(at, ..., @) @il = 0 ;

prvni ¢len vlevo v této rovnosti je v8ak podle (12) roven nule. Tim je lemma
dokazano.

Bud % regulérni orientovana k¥ivka v M,(c) hodnosti n, aspoii (n + 1)-krat
spojité diferencovatelnd. Bud (2) linearni soufadny systém v M,(c); v ném
nechf vyznatnd representace kiivky %k je ddna funkcemi (2(s), ..., 2*(s)),
s €0, 8;), 8; > 0. Oznaéme jako obvykle #(s) teény vektor ki¥ivky k v bods s.
Podle pfedpokladu vektory ¢,t,...,6""1) tvoFi basi prostoru. V,. Pomoci
base £, ¢, ..., #"~D sestrojime nyni ve V, pro kazdé s ¢ {0, s,> jistou orthonor-
malni basi e,(s), ..., en(s) Udédme nyni konstrukei této base.

Pfedné polozme

ey(s) = ¥(s) , » (19)
takze |

(e, 1) = 1. (20)
Necht dile e, = e; + a6, kde oy, = — (e, 1), takie (e, €,) = 0. Aviak

z (t,t) =1 a lemmatu 3.2 plyne (¢,¢) = 0, takZe «,; = 0. Skaldrni funkei
V(Ez, €;) > 0 oznadme x,(s) a nazveme ji proni kfivosti k¥ivky k-v bodé s.*)

*) Stejnym zptsobem definoval 1. knvost ktivky ve Finslerové prostoru H. Ruxp
v préei [3].
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Vektor ey(s) = »; 1(s) e,(s) nazveme prvni normdlow kfivky k v'bods s. Plati
pak ziejmé

(e1,€5) =0, “(eg, ) =1, eye{t,t'}, (21)

e = %48, . ' (22)

D4l postupujme indukei. Piedpokliddejme, Ze uZz méme sestrojeny vektory
e,(8), 5(8); «--, en(8), m < m (vektor e;s), 2 <14 = m, nazveme (¢ — 1)-vou
normdlow kfivky k v bodé s) a skaldrni kladné funkece s,(s), #5(8), ..., #m—_s(8)
(8islo x,(s), 1 < j < m — 1, nazveme j-tou kfivosti kFivky k v bodé s), pro né%
plati

A

(e;e5) =0 pro i<j, i,i=1,2,...,m (23)
e; = — &€ — Kiglg = oo — K;3€; + #i€it1 > 1 é 7 g m — 1 ) (24)

kde o;; jsou rekurentné stanovena rovnicemi

oy = %y(e5 €5) €1 5

xi(eq; €1) + oip = — ay(ey, €:), — xaa(€s €:)e, T #a(es; €3, »
o41(3, €1) + oiales, €2) + xig = — ogy(€y; €), — ... — az(ess €s)e, +
+ #3(eq €i)e, » (25)

....................

(e €) + oo+ x5 g(€€i1) 2 =0, (l=1=m—1).

Pak polozime

zm+l = e:n + %m161 T+ oo+ Xoumm (26)
kde zase
Cmy = #1(€; em)al ’
Om1(€2, €1) + A = — xy(ey, em)e, — xg(€s, em)e’,2 + #a(es, e’m)e, s

.................... (27
D‘ml(em: 61) + i+ Gpm = 0;
skalar x,,(s) = V(Em+ 1 €m+1) > 0 nazveme m-tou kitvosti kfivky k, vektor
m+1(8) = %;,1(8) €m+1(8) m-tou normdlow kfivky k v bodé s. Potom pro¢ < m -+ 1
dostaneme z (26)

»

m

(€5> ems1) = % (€ss Emss) = %m'[ (s €m) + > omiles €)1 -
i=1
Podle (23) jest (e;, e,,) = 8%, Odtud derivovanim a uzitim (24) méame (e, €,,) =
i
e (eil,': em) = kElfxik : (ek, em)e‘ T Mi(ei+1: em)e, . Tedy (eir em+1) = x«;tl :
i - m i
. [kzl (s em)s, — xiesn €m)s, 1 Z Omi(€s €5)] = 2m'[ z ocn(exs em)q — %
= =1 k=1

(€cs1s €m)e, T S Gimy(ess €;)], nEbOL (¢;, ;) = 0 pro i < j < m. Soudet v hranaté
i=1

zévorce se viak podle ¢-té rovnice v (27) rovné nule. Tedy vskutku (;; €,41) =
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=0 pro ¢ <m + 1. S drubé strany jest ziejmé (e,.y,€ns;) = 1. Plati
tudiz rovmice (23) pro ¢,7=1,2,...,m + 1 a rovnice (24), (25) pro i =
= 1, 2, ceey M.

Tim jsme rekurentné sestrojili ke k¥ivce k£ v kazdém jejim bod¥ o parametru
s vektory e,(s), ..., e,(s), pro néz plati (23) pro 7,9 =1,2,...,n a (24) a (25)
pro i =1,2,...,n — 1. Vektory e,(s), ..., e,(s) tvoii basi prostoru V,; proto

— ey = Op1€y + o Kpnn - (28)
Uréime nyni koeficienty «,y, ..., %,,. Z (28) plyne

(el’ e:l) == oc'nl H
(€2 e;) = — otny(ey, €) — Opa s
.................... (29)
0 = (e, efl't) = — ‘xnl(enf &) — coo — Opp_1(€n; €n1) — Gy -
Aviak (e;, e,) = 0 pro ¢ < n. Odtud derivovanim a uZitim lemmatu 3.2 dosté-
vame
(% eﬂlz) = - (e;: e‘n)ei = (1 en)e, F oo+ agley en)e‘ — %i(€ip; en)e; . (30)
Z (29) a (30) plyne, viimneme-li si, Ze &;4(e;, €n)s, = *s5(€s, €5) = 0,
. Kpy = 7‘1(629 en)e, s
Op1(gs €1) + Ong = — xgi(ey, en)c, + (e, en)z, s
%n1(€ns €1) + oo+ Xy = 0.
Poznamenejme jesté, ze v rovnicich (25) je «;i(e;, €;),, = 0 pro ¢ < j. Dosazeny
vysledek shrneme v této véte: y
Véta 3.3. Bud k reguldrni, asport (n + 1)-krdt diferencovatelnd ortentovand
krivka hodnosti n v M,(0), s jeji oblouk, 0 < s < s,. Bud £(s) = e,(s) jejt teéna,
e:11(8) jejt i-td normdla (1 < 1 < n — 1), %; (3) jejt j-td kfwwost (1 =j =n — 1)
v bodé o parametru s. Potom plati vzorce
6= — %€ — oo — Oy + Ay, 1S iI=my (1)
kde klademe x, ., = 0, e,., = 0 a skaldry «;; jsou rekurentné stanoveny rovnicems

agy = #1(€s, €)e, 5

aia(g 1) + g = — ay (1, €, + #ales, €i)e, 5

Xip(€imys €) + ooe F Xiq = — os33(81, €)e,_, — oo — Kigi-g- (32)
- (€9 €5)e,_, + #i-q(ess €)e,_, s
(e €) + oo Fo;y=0.
Vzorce (31) a (32) miizeme nazvat Frenetovymi vzorci pro kfivky v prostoru
M, (o) (okamzité se presvéddime, ze v piipadé, kdy M,(c) je eukleidovsky
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prostor, dostdvdme zndmé Frenetovy formule). Vektory e;(s), (), ..., €,(s)
nazveme zdkladnim n-hranem k¥ivky k v bodé s.

UkéZzeme nyni, Ze k¥ivosti kiivky spolu s jejim zdkladnim n-hranem v libo-
volng zvoleném jejim bod&,urduji tuto k¥ivku jednoznalné a Ze pro kazdou
volbu spojitych kladnych funkei x;(s) (1 =j<n — 1), se(0,s,) existuje
v M,(o) orientovans k¥ivka, pro‘niz s je oblouk a x,(s) j-t4 kiivost. Nejprve
viak dokéZeme dvé pomocné véty.

Lemma 3.4. Budte x,(s), 0 =< s = s, kladné spojité funkce, 1 < j=n — 1.
Necht vektorové funkce e,(s) ve V,, 1 < 1 < n jsou FeSenim systému diferencidinich
rovnic

e(8) = — 2;18,(8) — . — oxsi4(8) + %4(8) €;4(8), 1 £ ¢ < m,
#n(8) =0, e€,4(8) =0, (33)
kde funkce a;, jsou uréeny rekurentné rovmicems (32). Necht e,(s) vyhovuji pold-
teénim podminkdm e,(0) = e, kde

(e, €) =0 pro i<7;4,7=1,2....n. (34)
Potom: pro vlechna s, pro néf jsou e,(s) definovdny, plati
(ei(s), e4(8)) = 6; bpro - i=12,..n. (35)

Dikaz. Necht funkee e;(s) jsou FeSenim systému (33) s pocateénimi podmin-
kami (34). Oznadme f;;(s) = (e;(s); e;(s)) pro s <7,4, 7 =1, 2, ..., n. Pak tedy
plati

fi0) =6 (36)
Spodtéme nyni derivaci funkce f;.(s). '
a) Necht pfedné je 7 < k. Potom podle (33) plati
fia(8) = (ess &) + (€5 €r)s, =
L= o &) — <is — o ia(€ss €iy) — o fia(8) — Xpivy Fiiaa(8) —
(! — oo — O falS) + #x finsa(8) — xar(er, €1), — -0 —|
— ;i-1(€r €i1)e; — i fur(8) + #il€rs €141, -
Podle (32) viak jest

(s €1) + ...+ e = — xigley, €r)o, — «+o — O q1(€iys €)e, + %ilCiv1s €x)e, -
(37)
UZitim (37) dostaneme, Ze ‘ ;
ﬂk(s) = o1 — Fful8)] — opia figa(8) — ... — ope - fur(s) +
¢ + 2 fira(8) — i fu(s) - (Zde klademe f;,.(s) = 0.) (38)

b) Necht 2 = k. Pak zeela obdobn& jako v a) odvodime uzitim (32) a (33)
rovnost

. f;i(s) = o[l — fz'i(s)] % fi,i+1(3) v Py .(39)
(Pro ¢ = n odpadne posledni &len.) - £
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Rovnice (38) a (39) piedstavuji systém linedrhich diferencidlnich rovmic
pro fa(s). Tyto rovnice maji Yeseni f:-,(s) = ¢ to vyhovuje politetnim pod-
minkdm (36). Tedy plati pro viecka uvaiovana s f;;(s) = é; pro 1 < j; tim je
véta dokazéna.

Lemma 3.5. Necht funkce x;(s), 1 < § < n — 1 jsou spojité a kladné v inter-
valu {0, 8,>, 8; > 0. Pak systém diferencidlnich rovnic -

7

ei(s) = — X5 61(8) T ee. — Ky e,-(s) + %,;(8) ei+1(3) )
I=St=n, %68)=0, e, (8)=0, els)eV,),
kde x;. jsouw uréemy rovnmicemsi (32), md p#i poldteénich podminkdch e, (0) = él,

kde

mi

(e, €5) = &) pro i <7;4,5=1,.. (41)
pravé jedno Fedent e,(s), es(s), ..., eq(s); to 9e definovdno v celém mtervalu 0, 8>
a (e:(s), e;(s)) = 8} pros < j, s € (0, 8.

Dikaz. Zvolme v prostoru M, (o) linedrni souFadny system (x)- Z definice
prostoru M, (o) plyne, Ze existuji kladnd &isla 4, B takové, %e pro soufadnice
(¢, ..., e") kaidého vektoru eeV,, pro n&jz (e;e)=1, plati 0 < 24 <
< max(le!], |e2, ..., e”]) < 4B. Necht nyni vektor e,(s) m4 soutadnice (€;(s), ...

. €;(8)), které kratce oznadime (e%(s)). Systém (40) v soufadnicovém tvaru
piedstavuje soustavu n? diferencidlnich rovnic pro ef(s):

| €(s) = f2(ef(s), 9) - @)
Protoze g,,(z') maji spojité derivace pro kazdé =’ € V,, 2’ + 0, snadno nahléd-
neme, %e funkce f:(ef, s) n? 4 1 proménnych e, s jsou spojité a maji spojité
parcidlni derivace podle ef v kazdém bodg (ef, ), kde s € <0, 8;), (€], ..., €}) *+
#* (0, ..., 0). Oznadme Q oblast t&ch boda (e, s), pro néz :

A <max(e,...,.|6f) < B, 0<s=s.
1<jsn .
V Q jsou tedy funkce f¥(e}, s) spojité a maji tam spojité parcidlni derivace

podle ef.

Pro podstetni podminky (41) plati (€)%, 0) ¢ 2 a proto existuje pravé jedno
TeSeni ef(s) systému (42), spliiujici tyto podateéni podminky. Podle lemmatu
3.4 plati pro kazdé j, 1 <j <, (es), e;(s)).= 1, takie integralni céra
(€ (s), ) mliZe pro s > 0 protnout hranici oblasti 2 jen v bod8, pro néjz s = s;.
Z theorie diferencidlnich rovnic v8ak vime, Ze integralni ¢dru (ef(s), s) 1z¢ pro-
dlouzit az k hranici oblasti Q. To znamené, ¥e integradni &aru lze prodloutit
az do bodu s;; tedy systém (42) mé p¥i podateénich podmmkach (41) YeSeni

es(s) v intervalu (0, 8.

Véta 3.6. Bud M, (o) n-rozmérny prostor Minkowského. Budte x;(s), 1 = j =
=< n — 1 spojité kladné funkce v {0, 8,>. Necht %z € M, (c) & necht vektory e, .
.2, Y%, 2 V, tvoft orthonormdlni basi ve V,. Potom exvistuje v M,,(o') pravé 7edna
reguldrni orientovand kfivka k(s) s témito vlastnostma.:
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1° parametr s je jejim obloukem, 0 < s =< s;;

2° 3,(8) je 1-td kfivost kftvky k v bodé o parametru s;

3° k(0) = %, %, je tebny vektor, %e; 1 (1 = § < m) j-td nor mdla kiiwky k v bodé
o parametru s = 0.

Ditkaz. Zvolme v M,(o) linedrni soutadny systém (z); necht v ném mé bod
%2 soutadnice (°z%), vektor %, soufadnice (%). Bud nyni e(s), €x(s), ..., €.(s)
feSeni systému (40) s poditeénimi podminkami e;(0) = %, spliujicimi (41).
Podle lemmatu 3.5 toto FeSeni existuje v celém intervalu {0, s, >, tvoii pro kazdé
s € <0, 8,) orthonormalni basi ve ¥, a je jednoznaéné stanoveno. PoloZme nyni

= z e5(s) ds + o=, (43)

Snadno nahlédneme, Ze parametrickd kiivka uréend v souradném systému
(x) funkcemi (2(s), £%(s), ..., z*(s)) je pravé hledans kiivka a je jediné.

Pozndmka. Zatim co v eukleidovském prostoru tvo¥i kiivosti k¥ivky dplny
systém jejich invarianth (t. j. uréuji k¥ivku jednoznaénd aZ na k¥ivky s ni
shodné), v prostoru Minkowského tomu tak obecné neni. MizZeme totiz tvrdit
jen toto:

Véta 3.7. Budte x,(s), i = 1,2, ...,n — 1, spojité kladné funkce v intervalu
{0, 8;>. Budte %, ..., %, resp. %,, ..., %, dvé shodné orthonormalni base ve V,,
t. 7. takové, Ze exzstuye automorﬁamus ve V, pfevddéjict jednu basi v druhou.
Necht °z, %z jsou body v M, (o).

Potom orientované kfivky k resp. k, o k¥ivostech »4(8), oblouku s, vychazeyicé 2%
resp. ¢ a majici %, ..., %, resp. %, ..., %, za svij zdkladni n-hran v bodé °x
resp. "z. jsou shodné, t. j. existuje isometrické zobrazeni v M, (o), kieré prevddi
Kfivku k v kfivku k.

Dikaz je ziejmy z véty 3.6.

Tedy otézku po shodnosti dvou kfivek jsme redukovali pomoci ]e]wh kii-

vosti na otédzku, kdy dvé orthonormélni base v pfislu§ném ¥V, jsou shodné.

 V ptipads, Ze M ,(o) je obecny prostor Minkowského, je odpovéd na tuto otdzku

" prosté: Z4dné dvé razné orthonormalni base v pfislu§ném vektorovém prostoru
V. nejsou shodné. Tedy plati tato A

Véta 3.8. V obecném prostoru Minkowského M, (o) tvoft wplny systém invariantt
orientované kfivky jeji kFivosti 3y(S), #s(S), ...y %n—1(8) @ orthomormdlni base
Oy, %y, ..., Y, v pFislusném V, jako zdkladni n-hran kiivky v jejim poldtku
(t. . tyto ddaje uréuji kfivku jednoznaéné az na kfivky s ni shodné).

4. Geometricka interpretace k¥ivosti kiivky v I, (o)

. Zvolme v n-rozmérném prostoru Minkowského M (o) bod p, ktery nazveme
podatkem. Bud % orientovana regulirni kiivka v M,(c), s bud jeji oblouk,
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8€{0, 8). Oznadme k(s) bod na k¥ o parametru s, a bud r(s) vektor ve V,,

urdeny tisetkou p k(s) s podateénim (koncovym) bodem p (k(s)). Takto je kiivka
k déna vektorovou funkei (privodidem) r(s). Budeme v dal§im pFedpoklidat,
Ze k je alespoii (n + 1)-krat spojité diferencovatelnd, takze 7(s) mé spojitou
derivaci ¥4du n 4 1.

Lemma 4.1. Bud e,(s) teény vektor, e;.1(8) i-td normdla, 2,(s) (1 =1 = n — 1)
©-td k¥ivost kfivky k v bodé k(s). Bud § pFirozené &islo, 1 <j <n — 1. Pak
existugi skaldrni funkce B;1(8), B;a(8), --., Bis(8) tak, Ze

e = e + Biges + +-- + Biss + xata ... %51 (44)

die
kde i? = _ds_; a Pyy(s) =0.

Dikaz provedeme snadno indukei podle j uZitim véty 3.3.
Véta 4.2. V bod¢ k(0) kFivky k plati rozvoj

3 n
) = tr = e [o gy + e B g 0] +
S o, [y o Oy 5 s o e By 4 0len) |, (45)
—I-‘Zﬁ €; 1 el Mg~y 3! i (’I/ + 1)1 LR n—1.% ! ’

kde °r = r(0), %; = x%,(0), %B;; = B;(0), %; = e,(0). .

Dikaz. Pro funkei r(s) plati Taylorv rozvoj
, ” 82 sn
r@s) — % =% .58+ "0 g Tt °r‘").m + o(s®) .

Dosazenim %) = %*-1 g uzitim lemmatu 4.1 dostdvdme odtud (45).
Pozndmka. Pro n = 3 rozvoj (45) vypadé explicitng takto:

rs) — o = "él [s — %? . 02 L (%, %e5),, + 0(83)] -+

2 3
o] G+ G O e O ) 6] +
-+ O, [?’ 0% . 0%y + 0(83)] .

Definujeme-li obvyklym zplsobem styk kt¥ivek v M, (o), dostaneme odtud
snadno odpovéd na otdzku po souvislosti ¥4du styku obou kfivek s jejich
zékladnimi n-hrany a k¥ivostmi v p¥islu¥ném bod&. Ve je zcela obdobné
eukleidovskému piipadu.
UkéZeme nyni geometricky vyznam k¥ivosti orientované kiivky £ v jejim
bod¥, ktery neni jejim koncovym bodem. Zrejmé pii tom miZeme pied-
- poklidat, Ze tento bod je poditednim bodem kiivky k.
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Véta 4.3. Oznadéme R,(0) ity oskulaéni prostor kfivky k v bodé k(0), Si(s)
linedrnt prostor v M, (o) uréeny bodem k(s), s > 0 a velctory s1is - ons P8 (1 S
sSi=n—1).

Prostory R;(0) a S;(s) majt 2fejmé prdvé jeden spoleényj bod c;(s) e M. (a) Pala
platt

LLIONL) BRSNS T “

a) ki ooy & N COTEE §| S R v
pokud %;_, > 0, pak

b) Lim ofe(s), k(s)] 1 % 27 n—1), (47)

o0t 8. 0[c;—4(8), k(s)] 7 + 1
kde %, je i-td kfivost kfivky k v jejim poédtku k(0).
Dukaz. Pro privodié¢ r(s) bodu k(s) kiivky % plati rozvoj (45). Snadno
zjistime, Ze pro priavodié r; (s) bodu c¢;(s) plati

3
75(8) = 9; + ¢, [3 + %{ - %8s, +'%.. +;_t| . oﬂn—m + 0(3")] +

< 8’ ) gi+1 sn "
+ 2:2 %; [0"1 e %%y il + %44 GFO + ...+ Oﬁn—um + 0('_5 )] . (48)

Vzdalenost ofci(s), k(s)] bod c¢;(s), k(s) v M,(c) je rovna norrﬁé vektoru
r(s) — r:(s). Podle (45) a (48) jest

’ i+1
r(8) — 74(8) = %€y . O3 ... O%; (—@%T)' + o(s*+1).
Odtud plyne, Ze
8i+1
llr(s) — ri(8)]| = %%, ... %%, ('b—-{—-l—)i lPessy +o(L)]| - - (49)
Protoie norma je spojitd funkee ve ¥, a ||%;.,|| = I, dostdvime z (49) p¥-

o (46). Limita (47) je pak p¥imym dusledkem (46).

Pozndmka. Z (45) plyne, Ze |[r(s) — |2 = $2||%;]|| + o(s?), takZe plati
lim °LF(0), &(s)]
$>04+ .8
Necht f je libovolné representace orlentované krlvky k, {(0) jeji podatek. Pak
misto (46)‘lze psat

= 1. Odtud snadno. nahlédneme, %e plati toto tvrzeni:

o) J1 1 o
o O, FB] T G D)1

Nakonec uvedeme jednu vétu tykajici se k¥ivek v dvojrozmérném prostoru
Minkowského. Zachovivajice pfedchozi oznadeni a pfedpoklady, méjme v M (o)
orientovanou kiivku % o oblouku s, s (0, s,>. Bud's. > 0. Pfedpoklidejme, Ze
kiivost #,(8) k¥ivky k. je kladnd. Oznadme a(s) prusecxk pii mek k(s) + A, €s(8),
k(0) + Ay ey(0). Pak plati - . - : - Yol
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Véta 4.4. Pro vzddlenost o[k(0), a(s)] bod@ k(0) a a(s) plati
1

hm O'[]C(O) (8)] = m (50)
Dikaz. Existuje 4, a 4, tak, Ze

a(s) = k(s) + A1(5) es(s) » (31)
a(s) = k(0) + As(s) %, . (52)
Odtud 6(k(0), a(s)) = o(k(0), k(0) + Ayes) = |[dgeal] = Ax(s), jestlize is(s) = o.
Spocteme nyni 1,(s). Z (51) a (52) plyne k(s) — k(0) = — 2,(s) ex(s) + Aa(S) . %,
Odtud ' i
| (ex(s), Els) — B(0) = i) - (enfs), Os) . (53)

Podle poznadmky za vétou 4.2 jest o
k(s) — k(0) = s %, + %2 0%y - %€x + 0(s?) 1 | (54)

Dosadime-li (54) do. (53), dosbanenie, Ze ' -

o _ (e4(8), ¢y + 0.('9)) il 0 | . v
W) =¢ ety - TTaT o n o L)

Nyni ei(s) = %, + s.% + o(s), aviak O = O .%,; tedy e,(s) =%, +
—+ s%,%, + 0(s). Odtud plyne, Ze v ptisluiném linedrnim soutadném systému
(x)v M,(o )]est -

(€1(8); %¢3) = gis(%e; + s - °?'1 °ez + 0(s)) - [ + 5%%,%} + 0i(s)] . %ef = .

. a i

= foutre + ZCB o et 4 00 + o4t}
. [%ef + s . 9%,%; + 0%(s)] . %€ .

Odtud jiz snadno zjistime, Ze

#y - (062; %e5)ee, - - (56)

o (el( 8), ez)
s—>0+ 8
Protoze z¥ejmé lim (e,(s), %, -+ o(s)) = (%, %,;) = 1 a lim }s2 %, = 0, dost4-
s—>04+ 80+
vame z (55) a (56) rovnost (50).
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PesmowMme

HPUBBIE B ITIPOCTPAHCTBAX MMHHROBCHOI'O

BAIIJIAB BHJIBI'EJIBM, IIpara.
(TMocrymuio B pegakmuio 30/V 1956 r.)

B n-mepmom' mpocrpancTBe MmEKOBCKOro M, mabepem: HeKapTOBY - CHCTEMY
rooppmuar (x). Ilycts Merpmueckmit TeH30p mpocTpaHcTBa M, MMeeT B 3TOH
cucTeMe cocTasigiomme g;;(ZY, ..., 7). Ilpemmomomum, uro ¢;;(%) mmeer He-
I PepHBHEIE YacTHbIE OPOU3BONHEE NIIA KaKIOro HEHYJIeBOrO BEKTOpa & M 9TO
det ||g;;()|| # 0. Ompepemmm, mamee, [IA KaKIOM TPORKE BEKTOPOB a, b, ¢ %= 0
u3 M, ckaasproe npoussedenue (a, b), sekmopos a, b ¢ HanpasseHuy 6eKMOPa C:
(@, b)e = guslct, ..., c®) a*bi. Craaaprum npouseedenuem eekmopos a, b, rme
a + 0 pasymeerca uyucino (a, b) = (a, b),. Ilpm momomm 3roro cxaIxApHOrO
TIIPOM3BEJeHAS MOKHO OLPENeNIHTh OPMOHOPMUPOSarHsl bGasuc B M,, XKak
YIOOPALOYEHHYIO 7-WICHHYI0 COBOKYIHOCTH BEKTOPOB €y, €, ..., €, TAKYIO, 4TO
(e, e)) =0jmnai <j,4,5=1,2, ..., n

IIycts k—opmeHTHpOBaHHAA NOCTATOYHO IVIafKas KpmBad B M,, ¢ Qyroi s,
Hejeam@ad HA B KAKOM COGCTBeHHOM JIMHEHHOM NOXIPOCTPAHCTBE NAHHOTO
npocrparcTBa M,. B mamHOE cTaThe mOKasaHO IOCTPOEHHE, KOTOPOe KaKIOi
TOYKe YIOMAHYTOH KPHBOX C IIapaMeTpoOM 8§ CTABHT B COOTBeTCTBHE 7 — 1
KPHBH3H %,(8), %#5(8), ..., #,_1(5) E ODPTOHOPMHAPOBAHHYIO CHCTEMY €4(S), ey(8), - . -
.., €4(8), THe e,(s) — KacarenbHad, a €;,,(8) (1 = ¢ < m) ¢-Tasg HOPMAIB K [aH-
HOUl KpuBO# k. [[71A mpomaBOXHOME BEKTOPA €;(8) TOrAA COpaBelIABO

3;=_0‘1131’—---—‘0‘ﬁei+”:€i+1 l=si1=n), (1)

THe HOJOMKEHO %*,., = 0, e,,;, = 0, CKaJXAPH «;; OOpefelIeHHEH pPeKYypPEeHTHO
YPaBHeHEAMEA

*ip = "1(32y el‘)e1 ’

xi1(es, €1) + oz = — (e, €s)e, + %a(€s, €:)e, »
B L P A o LSS (2)
i-1 i-1
Zlo‘ﬁ(ei—h e;) = — jzlo‘i-m(eb ei)a,_, + 2;_y(es ez‘)a‘_l )
i= =

“ e e e s e e s s s e et e s e

xiles, ) + ... + o =0,

BerTOpHL €,(8), €4(8), ..., €,(8) 6yaem HABKBATH OCHOBHEIM 7-TPAHHAKOM OPUEH-
TEPOBAHHOH KPHBOH £ B TOYKE C HApaMETPOM .

IMoneaysace popmynamm @peme (1), (2), HOOKA3HBAET AaBTOP CJELYIOLLYIO
TeopeMmy:
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Hee opuenmuposanmsie kpusse k,, k, cosnadarom mozda u moavko mozda,
ecau 0aunbl ur 0ye 00UHAKOBHL U eCAU OHU UMelm 6CI00Y 00UHAKOsbe KEDUGUIHL
U 8 HAYANBHBIL MOUKAX DASHblE OCHOBHblE N-2DaHHUKU. s Kaxncdol cosokyn-
HOCMU NOAOHCUMEALHBIT HENPEPUERBIY PYHKQULL %1(S), . .., %,_1(8), 0 < 8 < 8y
u Oas O0ammH020 OPMOHOPMUDOBAHHO20 0a3uca cywujecmsyem OpPUCHMUPOSAHHAS
Kpusas, Oyza Komopoil ecmb 8, 1-mas KPUBUSHA %,(8), & 0CHOBHOU N-2PAHHUK
6 mouke ¢ napamempom 8 = 0 — dannslii basuc.

B caenyromeii TeopemMe OMACAHO reOMEeTPHYECKOE 3HAUCHNE® KPUBH3HEL:

Cumeonom R;(0) 0603nanum i-moe conpuracanueecs npocmparcmso opueHmu-
posarroil kpusoli k 6 moure k(0), cumsonom S;(8)—auneirnoe npocmparcmso
6 M,, onpedenenroe moukoii k(s), 8 > 0, u eekmopamu e,.4(0), ..., e,(0),
1<i=<mn—1 Iycmv a(s) osnavaem obwyro mouky npocmparcms R, 0)
u Sys8). Toeda

. ola(s), k(s)] 1 0, o 0
R S U R
20e o[a(s), k(s)] — paccmosrue mexcdy moukamu a(s), k(s) 6 M,1), a %%; = x,(0) —

J-mas kpususra Kpugol 6 mouke k(0).

Zusammenfassung

KURVEN IN MINKOWSKISCHEN RAUMEN

VACLAV VILHELM, Praha.
(Eingelangt 30. V. 1956.)

In einem n-dimensionalen Minkowskischen Raum M, sei ein kartesisches
Koordinatensystem (z) gewahlt; ‘der métrische Tensor des Raumes M, habe
im Koordinatensystem (z) die Komponenten g,(#!, 43, ..., 2"). Von diesen
Komponenten soll vorausgesetzt werden, dass sie stetig differenzierbar in
jedem nicht verschwindenden Vektor Z sind und dass fiir den Vektor 2
die Determinante |g;;(Z)| nicht verschwindet. Fiir drei Vektoren a, b, ¢ + 0
aus M,, definieren wir das skalare Produkt (a, b), der Vektoren a, b in der Richtung
des Vektors c: (a, b), = g;(c, ..., c*) . a*bi. Unter dem skalaren Produkt zweier
Vektoren d, e, d + 0, verstehen wir die Zahl (d, ¢) = (d, ¢),. Mit Hilfe dieses
skalaren Produktes definieren wir weiter die orthonormale Basis in M, als ein
geordnetes System von Vektoren e, e,, ..., €,, welche die folgende Bedingung
erfiillen: (e;, ¢;) = 0} fiir1 < 4,4,/ =1,2,...,n.

1) T. e. o¥a(s), k(s)] = g;;[k(s) — a(s)] - [Ki(s) — a¥(s)] . [ki(s) — ai(s)], rme a’(s) m
ki(s) ABIAIOTCA §-THMH KOOPAMHATAMA, COOTBETCTBEHHO, Todek a(s), k(s) B cucreme

xoopauaar (z). °
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Jetzt sei eine, in keinem eigenen linearen Unterraum des M, liegende und
geniigend glatte orientierte Kurve & mit dem Bogenparameter s gegeben.
In der vorliegenden Arbeit sind dieser Kurve % in jedem ihren Punkte mit
dem Parameter's n — 1 Krimmungen x,(s), #5(8), - - -, %, _1(s) und eine bestimmte
orthonormale Basis e,(s), ey(s), ..., e,(s) zugeordnet, wo e¢;(s) die Tangente,

e::1(8) (1 =1 < n) die i-te Normale der Kurve vorstellt.

Fiir die Ableitung e;(s) des Vektors e;(s) gilt dabei
6= — Oyl — ... — O+ %y (1S m); (1)
hier setzt man x,_,, = 0, e,..; = 0 und die Skalare «,; sind durch die Gleichungen

&y = %y - (€, €1)e, »
xi1(eq €) + xig = — agy(ey, ei)zs + %5(es, ez’)e._. s

........................ | 2)

i-1 i-1

z *45(€i-1, 61) = o Z Ki-1, 1,4(€55 ez)q LT % 1(€s ez)e,_,, )’

=1

xiy(€: ) + --- + oy =0

bestimmt. Die Vektoren e,(s), ey(s), ..., €,(s) bilden das sogenannte funda-
mentale 7-Bein der Kurve £ im Punkte mit dem Parameter s.

Aus den Frenetschen Formeln (1), (2) folgt der folgende Satz:

Zwei orientierte Kurven ky, k, in M, sind isometrisch (d. h. es gibt eine %so0-
metrische Transformation in M,, welche k, in k, dberfithrt) dann und nur dann,
. wenn ste gleiche Bogenlinge, wberall gleiche. Krimmungen und im Anfangspunkt
1sometrische fundamentale n-Beine besitzen. Zu jeden positiven stetigen Funltionen
#1(8); #5(8); v es #n_1(8), 0 =8 < 8;, und 2w jeder orthonormalen Basis gibt es
eine origntierte Kurvej deren Bogen s, i-te Kritmmung x,s) und die gegebene
Basis ihr fundamentales n-Bein im Punkte mit dem -Parameter s = 0 1st:

. Die geometrische Bedeutung der Krummungen ist durch den folgenden
Satz beschrieben: - :

Bezeichnen wir mit R;(0) den i-tén oskulierenden Roum der orientierten Kurve
k im Punlkte k(0); 8;(s) ses der durch den Punkt k(s), 8 > 0, und durch die Vektoren

€:+1(0), ..., 6,(0) (1 < < n — 1) bestimmie lineare Unterraum in M,. Ist a(s)
der gemeinsame Punlkt der Riume R;(0) umZ S; (s), so gilt '

ofa(s), k(s)] _ .. 1
s-ftﬁu PrE G+ é’ﬁ ,.'%2 viow Yoy

wo ofa(s), k(s)] der Abstand der Punkte a(s), k(s) tn M,Y) und °%; = x;(0) die
7 te, Krummung der Kurve k ¢ im Punkte k(0) ist.

) D.h. az[a.(s), fols)] = g”(k(s') — a(s)) . [k (s) — al(s)]. [K(s) — a‘(s)] 1mKoord1na'oen-
system (z).
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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

PRISPEVEK K THEORII NORMALNI KRIVKY
CTYRROZMERNEHO PROSTORU

KAREL SVOBODA, Brno.

(Doslo dne 20. Gervna 1956.) ‘ DT:518.616

V této préci je uvazovéna jednoduchd ptibuznost, v niz si odpo-
vidaji pfimky kubické nadplochy s dvojnou racionilni normalni
kiivkou é&étvrtého stupng ve &tyrrozmérném prostoru. Tato p¥i-
buznost je uréena teénymi prostory nadplochy.

1. Bud C racionalni normélni k¥ivka &tvrtého stupné v projektivnim &tyr-
rozmérném prostoru a J kubicka nadplocha s dvojnou kiivkou C. Ptipometime
nejprve nékteré vlastnosti k¥ivky C a nadplochy J, které uvadi na pi. H. G.
TrLLING Vv knize T'he Rational quartic Curve in Space of three and four Dimen-
stons (Cambridge University Press, London, 1936).

Nadplocha J obsahuje dvé soustavy piimek, a to soustavu bisekant k¥ivky
O, jimiz je vytvofena, a soustavu Fidicich p¥imek kvadratickych involuci na
k¥ivee 0. P¥imky prvni soustavy nazveme bindrnimi a p¥mky druhé soustavy
undrnimi primkami nadplochy J. Obecnym bodem této nadplochy, ktery nelezi
na k¥ivee C, jdou celkem t¥i pfimky nadplochy, a to jedna bindrni a dvé unérni
primky; jedna z obou undrnich p¥imek splyne s pfislu$nou bindrni pfimkou
pravé tehdy, kdyZ uvazovany bod je na teén& kiivky C.

Zvolme na nadploge J libovolnou unirni p¥imku %, ktera neni teénou kiivky
C. Binédrni pfimky, které protinaji tuto undrni pfimku, uréuji na kiivee C kva-
dratickou involueci a tvo¥i kubickou plochu [«], jejiz Fidici pfimkou je unarni
pfimka u. Plocha [u] obsahuje dvé teény kfivky C' v samodruznych bodech
M, N uvedené involuce. Je-li pfimka u teénou kiivky C v bodé P, je plocha
[#] kubickym kuZelem, ktery ma vrchol v bodé P a prochizi kiivkou C.
Prostory, které se dotykaji nadplochy J podél bindrnich piimek plochy [u], vy-
tvori kvadratickou kuZelovou nadplochu druhého druhu, jejiz vrcholovou
hranou je pfimka u. Kubické plochy [u,] a [u,], uréené dvéma réznymi unar-
nin%i pfimkami %, a u, maji spoleénou pravé jednu bindrni p¥imku, jejiz
prisetiky s kiivkou C tvofi spoleény pir obou involuef, uréenych na kiivce
C undrnimi p¥imkami u, a u,.

Unérni piimky, které protinaji danou bindrni piimku b, uréenou body
M, N k¥ivky C, tvori kubickou zborcenou plochu (b), v niZ je nadplocha .J pro-
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tata prostorem, ktery se ji dotykd podél pifimky b. Plocha (b) mé v p¥imce
b dvojnou p¥imku a v teéndch kiivky C v bodech M, N torsilni p¥imky.
Jednoduchou primkou plochy (b) je undrni pfimka u, leZici v roving spoleéné
oskulaénim prostorim k¥ivky C' v bodech M, N. Je-li pfimka b tetnou k¥ivky
C v bodé& P, splyne jednoduchd piimka u plochy (b) s pfimkou b. Dvé zbor-
cené kubické plochy (b,) a (b,), urcéené na nadploSe J jejimi bindrnimi p¥im-
kami b, a b,, maji spolenou undrni p¥imku, lezici v roving, v niZ se protinaji
prostory dotykajici se nadplochy'J podél bindrnich p¥imek b, a b,.

Pritadme kazdé bindrni pfimce & nadplochy J tu unirni p¥imku u, kters je
jednoduchou p¥imkou zborcené plochy (b), v niz je nadplocha J protata
prostorem dotykajicim se ji podél binarni p¥imky &. Je-li bindrni p¥imee b p¥i-
Fazena timto zplsobem unarni pfimka u, je zfejmé, Ze obrdcené undrni piimce
u pFislusi jednoznaéné bindrni piimka b, nebot undrni pfimkou prochédzi pravé
jeden tedny prostor nadplochy J, ktery se ji dotyka podél bindrni ptimky b,
jiz jsme p¥itadili undrni p¥imku ». Odtud je patrno, Ze teéné prostory nadplochy J
uréuji jednojednoznatnou pribuznost mezi bindrnims a undrnimi pFimkams. Unarni
(bindrni) p¥imku, kterd je v této p¥ibuznosti p¥itazena dané bindrni (unirnf)
pfimce, nazveme undrni (bindrni) pFimkow sdruZenow k dané bindrni (undrnt)
pFimee vzhledem ke kfivce C. Nebude-li obav z nedorozuméni, budeme mluviti
jednoduseji o dvojici sdruZenych piimek na nadplofe J vzhledem ke k¥ivee C.

Z ptedchézejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni pFimka splyvd se sdruZenou
undrnt primkou prdvé tehdy, kdyZ je teénou kfivky C. Plocha teden kiivky C
je tedy mmoZinou piimek nadplochy J, které splyvaji se svymi sdruZenymi
ptimkami. Neni-li bindrni pfimka tetnou: k¥ivky C, uréuje dvé rizné jeji
tecny, které protinaji sdruzenou unarni p¥fimku. Odtud plyne, Ze vySe uvedens
p¥ibuznost je dokonale uréena dvojicemi teden k¥ivky C.

2. Odvodime nékteré jednoduché vlastnosti sdruzenych bindrnich a unar-
nich p¥imek na nadplofe J. PouZijeme k tomu jistého zobrazeni nadplochy J na
rovinu, pfestoZe by nebylo obtiZné postupovati pfimymi Gvahami ve &tyr-
rozmérném prostoru. Za tim tidelem objasnime nejprve podstatu tohoto zobra-
zeni, jimZ se zabyval R. K. WARERLING v pojedndni The Chordal Hyper-
surfaces of a rational Curve (Duke Mathematical Journal, Vol. 14, 1947).

Zvolme pevnou oskulaéni rovinu = k¥ivky C. Oskulaéni prostory k¥ivky
' C protinaji rovinu = v piimkéch, jejichz obalkou je reguldrni kuZelosetka K.
Timto zptisobem je uréeno jednojednoznaéné zobrazeni bodu kiivky C na teény
kuzelose¢ky K. Bindrni p¥imka b nadplochy J protini k¥ivku O v bodech
M, N, jimZz jsou v tomto zobrazeni ptifazeny teény m, n kuZelosetky K.
Prifadime-li nyni bindrni pfimce b prisedik teden m, n, dostaneme jedno-
jednoznaéné zobrazeni bindrnich pfimek nadplochy J na body roviny =, v némz
teGndm k¥ivky C piisludi body kuZeloseky K. Tato kuZeloseSka je tedy
obrazem plochy teden k¥ivky C.
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Kazdé plose, ktera je na nadploSe J vytvorena jejimi bindrnimi piimkaini,
odpovidé v uvazovaném zobrazeni v roving z mnozina bodé na k¥ivce. Pro
nafe udely je tfeba zjistiti obraz bindrnich ptimek, které tvo¥i kubickou
plochu [«]. Dvojice oskulaénich prostorii kfivky O, uréenych v priseéicich
kiivky C s bindrnimi p¥imkami plochy [«], jsou pary kvadratické involuce
a protinaji tedy rovinu = v dvojicich te¢en kuZeloseé¢ky K, tvoticich na ni
kvadratickou involuci. Obrazy jednotlivych bindrnich p¥imek plochy [«] jsou
proto prasediky odpovidajicich si teden uvedené involuce na kuzeloseéce K a
vypliiuji osu této involuce. V uvaZovaném zobrazeni odpovid4d tedy plose
[«] piimka v roviné = a jeji pruseéiky s kuzelose¢kou K jsou obrazy teten
ktivky C lezicich na ploSe [u]. Pravé uvedenou piimku v roving z ptifadime
unérni p¥imce u, ¢imz dostaneme jednojednoznadné zobrazeni unédrnich p¥i-
mek nadplochy J na mnozinu pf¥imek v rovin& 7. '

Z predchézejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni p¥imka protind undrni
primku tehdy a jen tehdy, kdyZ bod zobrazujici v roving z binidrni piimku
lezi na piimce, kterd je obrazem unédrni p¥imky. Odtud plyne, Ze obrazem
zborcené kubické plochy, vytvofené undrnimi p¥imkami protinajicimi danou
bindrni pfimku, je svazek pfimek, jehoZ vrcholem je obraz dvojné binirni
pFimky této plochy. '

V dal$im budeme znagditi stejnym pismenem bindrni (unérni) p¥imku nad-
plochy J i jeji obraz v roving .

3. M&jme nyni na nadplofe J dvojici pfimek sdruZenych vzhledem ke
kiivece C, a to bindrni p¥imku b a undrni p¥imku «. Je-li bindrni p¥imka teénou
kiivky O, splyva v této teéné také sdruZend undrni pfimka. Obrazem této
dvojice pfimek na roviné x je pak bod b na kuZeloseéce K a jeji tedna « v bodg b.
V' opaéném ptipadé bindrni p¥imka b nesplyvé se sdruZenou undrni p¥imkou
% a protind k¥ivku C ve dvou riznych bodech M, N, jejichZ teény oznaéime
m, n. Obrazem zborcené plochy (b) je svazek p¥imek s vrcholem v bod¥ b, do
néhoz patti také obé teény m, n, vedené bodem b ke kuZeloseéce K a zobrazu-
jici torsilni pfimky m, n plochy (b). Undrni pfimka u sdruZend s bindrni
primkou b vzhledem ke kiivee C je jednoduchou pfimkou plochy (b) a uréuje
kubickou plochu [#], na ni% lezi také teény m, n k¥ivky C. Obrazem této plochy
na rovingé  je pfimka u, kterd prochdzi body dotyku teden m, n kuzelosetky K.
Odtud je patrno, ze bindrni pfimka b a s né sdrufend undrni pFimka u se
zobrazujt do roviny m jako bod b a pFimka w, odpovidajict st v polarité wréené
v roviné n kuZeloseékou K. Obricend lze snadno mahlédnouti, Ze bodu a jeho
polafe vzhledem ke kuZeloseéce K odpovidaji v uvazovaném zobrazeni bindrni
a unarni pfimka, které jsou k sobé prifazeny ve vySe uvedené pribuznosti
piimek na nadplose J.

Uzitim tohoto vysledku lze nyni snadno odvoditi vlastnosti sdruZenych
p¥imek na nadplose J ze zndmych polarnich vlastnosti kuZelose¢ky. Provedeme
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to jen v nékolika ptikladech, které maji jednoduchy geometricky vyznam pro
soustavy kubickych ploch na nadploSe J.

Je-li b, w dvojice pFimek sdruzenych vzhledem ke kfivce C, leZt bindrni piimka
b’ na plode [u] tehdy a jen tehdy, kdyZ sdruZend undrni pFimka w' le#i na plose (b).
~ Tato vlastnost se ziska z véty o zaiménnosti pélu a poléry vzhledem ke ku-
Zelosedce. Uvedenou vlastnost 1ze vysloviti tak, aby 1épe vynikl jeji geometricky
vyznam pro Fidici pfimky zborcenych kubickych ploch na nadplose J.

Dwojnd primka zborcené plochy (b') protind jednoduchow pFimku zborcené
plochy (b) tehdy a jen tehdy, kdyZ dvojnd primka plochy (b) protind jednoduchou
primku plochy (b').

Z ptedchézejiciho vysledku plyne okamzité tato vlastnost:

Jsou-li by, uy a by, uy dvé dvojice pFimek sdrufenyjch vzhledem ke kitvce C, je
bindrnt primka b, uréend undrnims pFimkams wy, u,, sdruena s undrni primkou,
uréenou bindrnimi pFimkams by, b,.

Pro fidici pfimky uvazovanych ploch na nadploe J tedy dostdvdme tento
vysledek, vyjadiujici v jiném tvaru pravé uvedenou vlastnost.

Jsou-li (b,) a (by) dvé zborcené kubické plochy na nadplose J, je bindrni primka
b, uréend jednoduchymi primkams téchto ploch, dvojnou pFimkow a undrni
pFimka w, uréend jejich dvojnygmi pFimkams, jednoduchow pFimkou téze zborcené
kubické plochy na nadplose J.

Uvedme jesté ndsledujici vlastnost sdruZenych p¥imek na nadplose .J, jejiz
spravnost je bezprostfedné patrna z predchéazejicich vysledki.

Necht b, u je dvojice primek sdrifenych vzhledem ke kfivce C. Probihd-li:
- bindrnt pfimka b’ tvofici primky plochy [u], probihd sdrufend undrni pFimka
u’ tvoFict pFimlky plochy (b). Probihd-li undrni pFimka w' tvofici primky plochy
(b), probihd sdrufend bindrni pfimka b’ tvoFict primky plochy [w].

Pro zborcené kubické plochy na nadplo$e J odtud dostdvame tento vysledek:
- Dvojné pFimky zborcengjch kubickych ploch, jejich jednoduché primky vyplhiuji
plochu (b), tvor's kubickou plochu [w) s Fidict pFimkou v jednoduché pFimee w plochy
(0). Jednoduché piimky zborcenych kubickiyjch ploch, jejichz dvojné pFimky vy-
pliiugi plochu [w] s Fidict pFimkou v jednoduché piimce w plochy (b), tvori zbor-
cenou kubickou plochu (b).

Podobnym zpasobem by bylo mozné odvoditi je$té daldi vlastnosti sdruze-
nych primek na nadplose J. '

4. Ve shod§ s pojmy zavadénymi v poléarni theorii kuzelosedek nazveme dvé
bindrni (undrni) piimky nadplochy J sdrufenymi vzhledem ke k¥ivce C, kdyé
kaZdd z mich protind undrni (bindrni) pFimku sdrufenou s druhow. Odtud je
patrno, Ze bindrni piimky sdruzené s danou bindrni p¥imkou b tvo¥i kubickou
plochu [u], jejiz Fidici pFimkou je undrni p¥imka u sdruZend s binarni p¥imkou b.
Podobng, undrni piimky sdruZené s danou undrni pfimkou u tvoki zborce-
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nou kubickou plochu (b), jejiz dvojnou p¥imkou j ]e bindrni p¥imka b sdruZens
s undrni ptimkou w.

Uvedemé nyni — na zakladé znamych vlastnosti dvou poldrné sdruZenych
bodt nebo pfimek vzhledem ke kuZelosedce — nutné a postadujici podminky
pro to, aby dvé bindrni nebo undrni p¥mky byly sdruzeny vzhledem ke k¥ivce
C. Za tim ucelem pritadime kazdé bindrni nebo unirni p¥imece dva (rizné nebo
splyvajici) body k¥ivky C a dvé (rizné nebo splyvajici) jeji teény, a to tak, Ze
bindrni pfimee budou piitazeny jeji prisediky s k¥ivkou C a teény v téchto
bodech a unérni p¥imce teény k¥ivky C na ploSe, jejiz ¥dici pfimkou je tato
unarni ptimka, a jejich body dotyku s k¥ivkou C. Je ztejmé, Ze dané bindrni
'a undrni p¥imece jsou timto zpsobem p¥ifazeny tyté# body a pHmky privé
tehdy, kdyZ dané pfimky jsou sdruZeny vzhledem ke kiivee C. '

UZitim této dmluvy a znamych poldrnich vlastnosti kuZelosecky dostaneme
pro sdruZené bindrni nebo undrni p¥imky tento vysledek.

Dvé bindrni (undrnt) pFimky nadplochy J jsow sdruzeny vzhledem ke kfivce
C tehdy a jen tehdy, kdyz dvojice bods mebo pFimek jim pfiFazenych tvoFi na
kFivce C harmonickou &vefinu.

Vzhledem k jednojednoznaénému zobrazeni bindrnich a unirnich piimek
nadplochy J na body a ptimky roviny z a vzhledem k tomu, Ze kuZelosetka
indukuje na piimee involuci sdruZenych péli a v bod¥ involuei sdruzenych
polér, miZzeme na nadploSe J mluviti také o involuci sdruzenych bindrnich nebo
unérnich p¥mek. P¥ipomenuté polarni vlastnosti kuZelose¢ky nés vedou tedy
k poznatku, %e sdruzené bindrni p¥imky na plofe [«] tvofi involuci bindrnich
pfimek, jejiz samodruzné p¥mky jsou teény kiivky C, pfifazené undrni
piimece w. Podobng, sdruZené unidrni ptimky na ploge (b) tvoii involuei unar-
nich piimek, jejiz samodruzné p¥imky jsou tetny k¥ivky C, pfifazené bindrni
pfimee b.

Viimneme si nejprve p¥ipadu sdruZenych bmarmch pfimek na ploSe [u].
Prifadime-li. kazdé bindrni piimce plochy [%] jeji priseéik s undrni pfimkou %,
dostaneme jednojednoznanou p¥ibuznost mezi bindrnimi p¥imkami uvazo-
vané plochy a fadou bodd na pfimee ». Odtud ihned plyne, Ze involuce binér-
nich p¥mek na ploSe [«] uréuje na undrni piimee bodovou involuci se samo-
druznymi body v priseéicich unérni p¥{mky s pfifazenymi te¢nami k¥ivky C.
Vzhledem k tomu miizeme predchdzejici nutnou a postadujici podminku
pro sdruzené bindrni piimky vysloviti v tomto tvaru.

Dvé bindrni primky nadplochy J jsou sdruzemy vzhledem ke ktivce C tehdy
a jen tehdy, kdyt jejich priseliky s undrni pFimkow w, Kterd je gimi urena, od-
déluji harmonicky prisetiky pFimky w s pFifazengma teénams kfivky C.

Obrétime se jest& k p¥padu sdruzenych undrnich pfimek na plose (b). V tom-
"to pHpadé neexistuje jednojednozna&né p¥ifazeni undrnich p¥imek plochy (b) a
jejich prisetikit s p¥imkou b. Lze viak takové piifazeni ziskati mezi body
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unérni pimky % sdruZené s bindrni piimkou b a unarnimi p¥imkami plochy
(). Uvahou podobnou predchizejicimu postupu pak dostaneme vysledek,
ktery 1ze ostatné jednoduse odvoditi z uzivaného zobrazeni na rovinu z.

Dwé undrni primlky nadplochy J jsou sdruZeny vzhledem ke kftvce C tehdy o jen
tehdy, kdyZ jejich prasefiky s undrnt primkou w, kterd je vzhledem ke kfivce
C sdrufena s bindrni pFimkow wrlenou danymi undrnimi pFimkami, oddéluji
harmonicky prisefiky pfimky w s pfifazenymi tebnams kfivky C.

Involuce na uvedené unirni p¥imce je vSak vytata dvojicemi tvoficich
piimek plochy (b), které jdou tymZ bodem piimky b. P¥edchéazejici vysledek
lze tedy vyjadiiti v tomto jednoduchém tvaru.

Dvé undrnt primky madplocky J jsow sdrufeny vzhledem ke Efivce C tehdy
a jen tehdy, kdyZ se protinaji.

Pesmowme

K TEOPUUN HOPMAJIBHOI KPUBOHI YETHIPEXMEPHOTO
I[TPOCTPAHCTBA

HAPEI CBOBOJIA (Karel Svoboda), Bpuo.
(IocTymuro B pegaKuuio 20/V 11956 r.)

Hacarenpuble mpocrpaHcTBa KyOMYecKodl rumepnoBepxHOCTE J dWeThIpex-
MEpHOT0 IPOEKTHMBHOTO IPOCTPAHCTBA, HMEIIIed HBOMHYI0O pPAaNHOHAIBHYIO
HOPMAaNbHYI0 KpuBYI0 C' 4eTBEPTOro MOPAAKA, IEPeCeKanT IAIepIOBePXHOCTh
J B ROCHX JHHEAYAaTHIX KYOWYECKHX IIOBEPXHOCTAX, NEPEKTPHCH KOTOPHX
COOTBETCTBYIOT IPYT APYTY, HAXOMACH BO B3AWMHO-OTHO3HAYHOM COOTBETCTBHM.
Tlpn momomu 0To6paskeHWs MPAMBIX MIEPIOBEPXHOCTH J HAa MIOCKOCTE MO-
Ka3aHo, 4r0 00pasoM 3TOro COOTBETCTBHA ABIAETCHA IOJAPHOE COOTBETCTBHE
IO OTHOMEHMIO K PeryJApHO#l KpHBOW BTOPOro IOpAAKA, OTOOpakaiomeid
IOBEPXHOCTH KAacaTelbHHX K KpmBoi C, M BEIBEJEHO HECKONIBKO CBOMCTB yKa-
3aHHOT'O COOTBETCTBHA. '

" Résumé

CONTRIBUTION A LA THEORIE D’UNE COURBE NORMALE
D’UN ESPACE A QUATRE DIMENSIONS

KAREL SVOBODA, Brno.
(Recu le 20 juin 1956.)

Les espaces tangents de I’hypersurface cubique J d’un espace projectif
a quatre dimensions, qui a une courbe rationnelle normale C' du quatriéme
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degré pour courbe double, coupent I’hypersurface J en surfaces réglées gauches
du troisiéme degré, dont les directrices rectilignes se correspondent dans une
correspondance biunivoque. Faisant usage d’une représentation des droites
de I’hypersurface J sur un plan, on démontre que cette correspondance a pour
son image la correspondance polaire par rapport & la conique reguliére, qui
représente la surface des tangentes de la courbe €, et on déduit quelques
propriétés de la correspondance en question.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

PACHIMPEHME MEPHI HA o-HOJIBIIO, COONEPHAIIEE BCE
OOHOTOYEYHBIE MHOKECTBA

BAIIJIAB ®ABUAH (Véclav Fabian), IIpara.
(ITocrymuxo B pegakuuio 11/XI 1955 r.) DT:519.48

B macTosime# paGoTe DOKA3aHO, YTO AIA KArKAOH MepHl CYyLIECTBYeET
TAKOE ee PACIIMPEHME ¥, UTO KAKIHIA aTOM ABISETCS »-N3MEepPHMBIM.
Orciofa. CIIeTyeT, YTO BCAKASA Mepa JONYCKAeT PACIUpeHue HA o-KOJb-
10, Copeprialmee BCe ORHOTOUEUHEIE MHOKECTBA.

ITycrs 4 — Mepa, TO ecTh 0-aJUTHBHAS HeOTpUIATEJ]bHAA MHOKECTBEHHAs
dyHKOHMA, onperesieEHAs HA 0-KOJbIe IOJAMHOKecTB MHOKecTBa X. ObGmacts
oupefesieHEns MepH ¥ 0603HAYAM CEMBOIOM S,. MH roBOopmM, 9TO ¥ ABIAETCHA
pacmmpeHmeM 4 B IHmeM ¥ & u, ecin » ects Mepa, U S, = X, §,D 5, m»(4) =
= u(4) nna searoro A €S,. Ecim v — mepa, 10 »* cooTB. v, 03HadaeT BHeI-
HIOIO, COOTB. BEYTPeHHIOI MepPY, HEIYIXPOBAHHYI0 Mepoii v. Ecim M — cmcre-
Ma MHOMKECTB, TO CEMBOJI o(M) o3HaJaeT HamMeHbINEe o-KOIBIO, COAEpIHa-
mee cmcremy M. B gactHOCTH, 0(0) = {0}.

Hasa mo6oi Mepsl » I m0GOT0 & € X 0603BATAM

A,(x) =N {A% zxedeS,};
MHOKecTBa A ,(%) MBI HaskHBaeM v-aTOMaMd I UX CHcTeMy, 0603HadaeM depes A,.
B wacrEOCTH, ecam v = y, TO MBI mEmeM BMmecto S,, 4,(x), A, Tonsko S, A(z), A
¥ TOBOPHEM IpocTo 00 aroMaX. flcHo, uro A ecTs pasGmeEme MHOKecTBa X Ha
KJIaCCHL.

Jlemma 1. [uas Eaxncdoii nocaedosamenvHocmu amomoe A; cywecmeyem nocae-
dosamenvHocmy_S-usmepumply mHomwcecms B; mak, umo Oas 406020 1 umeem
B; > A; u nepasencmso A; == A; eaewem 3a coboii B; n B; = §.

HNorasatenberso. Ilyecrs 4; = A(z;) + 4; = A(z;). Torna cymectByer Ta-
roe A €S, aro z;€ A, z;non ¢ A m Taxoe B e S, uro z;non € B, z;, ¢ B. Ecan
monoxuarhk Oy = A — B u C;; = B — A, 1o nonydaem z; € Cy;, z;€ Oy, Oy 0
n 05,' = {.

IIpepmomoskuM, 9TO MBI yyHe BEINeIMNIE TakEM o0pasom mHO;kecrBa C; mas
BCeX HHMEKCOB ¢, §, IIa KoTopuX A; + A;. daa ocransusix nonomxmm C;; = C,

o .

rae C ects smement Sz C > Y 4;.
t=1
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o0

IToxaskem Temeps, uT0 MHOMKecTBa B; = M) C;; o6amaoTr Tpe6yeMbM cBOM-
. i=1
crBoM. Mmeem B; € S, 4; c C;; nus Beex 4, otkyna 4; ¢ B;. Ecim mins mEmexcon

v 1 j mmeer Mecto A; + A;, 10 B; n B; c Cy; n Cy; = 0.
Obosnauum. Tenepsb cumMBoaoM N cmcTeMy Beex HEusMepumbles amomos, T. e.
N = A — §. Jlamee ob6osnaxum |
M = 6(N) = {UB; B c N, B — me Gonee, ueM c4eTHad cHCTEMa}.

Jlemma 2. A meem mecmo

MnS={0}, (1)
AeM, BeS=>AnBeM (2)

(74
AeM, BeS, BcA=B=290. (3)

HorasarenscrBo. [Hoxamem coormomenme (1). Iycte ¢ + A eMn S.
k

Mosxso manucare A = U A4;, rie k¥ — HaTypaapHOE YACIO WX CHMBOJI 0O, a
i=1

A; — ma3poEkTELHe aTtoMel 13 N. Ilo memme 1 cymecTByeT mociaefoBaTeIbHOCTD
IA3BIOHKTHNX B; € § Tak, uro B; > A;. Urak, A; = A n B; €S, 90 mpoTmBO-
peqnr npenuosiokernio A; e N, u coorromerme (1) morasaHgo.

Hoxasem (2) u (3). U3 coorromerma A n Be N u {0} naa mo6ux A4 e N,
B € S cnenyer (2). Urak, eciu A €M, Be S, Bc A, to coraacuo (2) m (1) 6yzmer
B=A4nBeMn S = {0}, aro qoxasmBaeT W COOTHOmeHHZe (3).

Ob6osrauum .
H ={[A, M,N; AeSS McM,NeM, M c A, N nA = 0}.
JlemmMa 3.

a(SuN)={B;B=(A—M)uN,[A,M,N]e.%‘”} (4)
[4;, M;, NJe#(t=1,2), (A, — M,) U Ny = (4, — M,) u N,} =
= [4,, My, N,] = [4,, M,, N,]. ()

HoxrasartensctBo. CoorHomenue (4) ogeBummeEO. IIycTs BHIIONXHEHH YCIIO-
Bua mvunmraoum (5). Torma A, — A, c N, u M, u B cuny (3) momydaeMm
Ay, — A, = 0. U3 cummerpun cinexyer 4, = 4,. Orciofa m #3 COOTHOMEHUA
M;cA;, N;n A; = 0 cuenyer Ny = N, = M, = M, 9taM m 3aBepmaerca
IOKAa3aTeJbCTBO.

M=u pDokasaniu, 9T0 Ka)aoMy MEOKecTBY B e oS u N) mocraBieH B ONHO-
3HaYHOEe cOOTBeTcTBHE BieMenT [Bl, B2 B3] ¢ o Tak, yro B = (B* — B?) u B>

Jdemma 4. Ecau B,, B,ed(SuUN), B, n B,=0, mo By n By =0 0as
s =1, 2, 3.

Hoxrasarenbctso. Ouesmuno, B n B} = 0. Jlamee mmeem

Bin Bjc (B v Bj) n (Byu B3 = (B nBj) u(Byn B v (Bin By .
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CormacHo (2), MHOeCTBO B IPABOM JacTH ABIAETCH, OMHAKO, DIIGMEHTOM CHCTe-
ME M, cireoBaTenERO, coracHo (3), 6ymer B} n By = 0 u em Gomee B} n B} =
=0.

Teopema 1. Cywecmsyem maroe pacucuperue v Mepsl u, 4mMo

A =Acs,. | (6)
Ecau f — muoorcecmeennas @yrkyus, onpeaeﬂennaﬂ nHa N, u ecau umeem
mecmo > f(A) < + o, .
AeN

AeN=0=<(4) <p*4),

mo cywecmeyem v mak, ymo cnpasedaugo (6) u

| AeN, py(d) < + 00 =9(4) = f(4). (7)
Hoxasarenscrso. [lepBoe yTBepIKIeHNE TEOPEMEL CONEPIRUTCA BO BTOPOM

(mocraTouro, Hamp., BEOpPaTk f = 0), KOTOpOe MBEL M JOKarKeM: .

1. Ecam u(@) = -+ oo, o monomxmM »(4) = + oo mius mo6oro 4 e a(S u N).
OueBMAHO, ¥ BHIONHAET Bce TPeOOBAHMA TeopeMsl 1.

2. Ecnz e u(f) < + 00, 10 u(@) =0 m u(4) =0 man moGoro 4 eM.
Onpenennm » Ha o(N U §) = S, IpE TOMOIIK COOTHOIIEHWI ‘

AeM=s(d) = 3 f(4),

ADA4;eN
A €S, = r(A) = p(4") — »(4%) +»(43).

9TO ompefeneHMme BO3MOKHO, HOO WO yCIOBEAM Teopemsl »(A) < -+ oo mns
mo6oro A € M. 3amernM, 9TO0 ¥ &y ®, ecaum oumpemeamM ¥py(4) = v(4) mna
A €M, to v, — KoHedHasg Mepa Ha M. -

JoxaskeM Ipesie Bcero, 9T0 » HEOTPHLATENIBHA; JJIA 9TOTO HOCTATOIHO HO-
Ka3ars, 9T0 I ao6oro 4 € S, 6ymer »(4') = v(42). Ilo ompenenernio A* mmeem
A2 A1 W3 Toro, uro A? € M CIelyeT CYIIecTBOBaHEE nnsuoﬁmnmx nocneno—

BaTenLHOCTeHN,,B TakuX, 910 N;e N, B; eS N, cB,,A _UN CUB c

i=1 i=1
C Ai. Tmax, »(4Y =3 (V) < 3 u*(N) < 3 u(B) < u(d) = w4 n me-
i=1 i=1 i=1 . '
OTPpHANATEeNBbHOCTE ¥ TOKa3aHa.

HoxramxeMm c-anmurusHOCTh. Ecnm {4}, — mociexoBaTelbHOCTh IU3BIOHKT-
HEIX MHOKECTB mu3 §,, TO IO JleMMe 4 W mociefoBaTedbHOCTH {4}, Oymer
TOCAeI0BATEIbHOCTRI0 U3 FIOHKTHEX MHOKECTB I jroooro § = 1, 2, 3.

O6osmaumm H = (U 49 n (U A3) m oGpaTum BHEMAHEE, 9TO H e M. Tlomo-
i=1 i=1

HEAM

A=UA4d;, Bp=U4d}, B,=UA'—H, B,=U43—H.
=1 i=1 i=1 i=1
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Wmeem B, € S, B, e M, By e M, B, c B;. Kpome toro B; n B; = 0§, Tak Kar ecin
2 € By 0 Bj, TO cymecTBYOT HHIEKCHL 4, j TaK, ut0 % € A} n A3, To-ects, x e A%;
u60 B IPOTHBHOM ciydae ObI0 OBl ¢ =+ j, x € A; n 4; = 0. Uraxk, reAln
n Aa c H. '9to, omHaKo, HEBO3MOKHO, TaK Kak B; h By n H = 0. I/ITaK
IeAcTBUTeNbHO, B; n By = 0. i

Haiee,
A=U4;=U[4}—4)udi]=(U 4] - UA)UUA3 (B, — B,) U B,.
i=1 =1 i=1 i=1

SrtmM MH mokaszamum, 4t0 A = B, (s = 1, 2, 3). Bocmonbayemesi- TeM, 910 7,
ecTh KOHeYHas Mepa Ha M: ' ’ ' '

P(A) = W) = vu( D) +rm(d7) = (U 4D — vl 0 H) + 942 0 H) =
= 3,0l — 3 1A + 3 v D) =

— 3 [uld?) — (4 +o(AY] = S o(d).

cf=1

Wrak, v — Mepa; m3 ee NOCTPOEHHS SCHO, UTO OHA YHAOBIIETBOPsAET (6) = (7)
W ABIAETCA PacIUpeHHeM MepEL u.

Teopema 2. Cywecmsyem makoe pacuuperue vy mepsl u, mo {x} € S, 0Oas
w6020 x € X. ‘ ‘ A

HoxazarenscrBo. Ilyers v & m mycts. cmpaBegumso (6). M3 xramgoro
A e A BRIleIMM OUH 37IeMeHT B 0003HAYAM qepes‘T(A) MHOFKeCTBO, COCTOsAIIee
m3 s10TO dmeMenta. O603maumM M = U{B; B = A — T(4), A e A}. Muoxe-
crBa Buna (B — M) u N, rne BeS,, N c M, 06pasynT o¢-KOIBIO, COmeprHa-
mee S,, paBHO KaK U Bce OJHOTOYeYHble MHOecTBa. Ompemenmm Ha HeM QyHK-
IUIO ¥, Opu HoMoum cootHomerus vo((B — M) u N) = »(B). 910 onpefenenue
BIOJIHE 3aKOHHO, Tak Kak ecam (B; — M) u Ny = (B,— M) u N, 10 D =

(B—B)u(B — B))c M, DeS Nmeem D = UD rme

= {A,(z); xe D} C A, _A
Hw onws u3 atromos He siBiisercs gactbio M 1, CJ’IeHOBaTeJILHO,
=@, D=0u B, = B,.

Mepa », ABAAETCA pacIIpeHneM MepHl 4 M TeoPeMa JOKa3aHa.

Sameganme. [loxaskeM Ha npmmepe, 9TO TomoIHeHIe Mepm u He o6ﬂsa-
TeJTBLHO BEINOHAET YCIOBHE A= S, L
- IIyers X = C u (0, + o), rre C'—Hemycroe MEOKECTBO, Imsmonmnoe ¢ BH-
TepsanoM (0, + 00). [Tyers P — cucrema BeeX KOHEUHBIX MM CIETHBIX HOCIIETIO-
BaTeNBHOCTEll IONOKATENLHBIX dmcell, Q — cHCTeMa BCeX MHOKECTB BHJA
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X — P, P eP. OueBmpro, P U Q sABnAeTcA ¢-anrebpoit ¢ HamGOIbIMIAM 3Jle-
meAToM X. Onpegenmm Mepy x4 Ha P u Q Tak, 97008 miua m060ro HaTypaib-

HOro 4mcia ¢ 6Bmo p({i}) = 2¢1T 7 u(X) = 1. Torma u*(0) = %, u(C) =0

m, ecim & € 0, 10 AZ(x) = C non e S,.

Vytah

ROZSIRENI MIRY NA 0-OKRUH OBSAHUJICI KAZDOU JEDNO-
BODOVOU PODMNOZINU

VACLAYV FABIAN, Praha.
(Doslo dne 11. listopadu 1955.)

BudiZ y mira (o-aditivni ne nutné koneénd) na g-okruhu S. Budiz A(z) =
= N{4;ze A4 eS}pro kaidé x e US, budiz A= {A(z); ze US}, N=A—S.
Budiz f funkce definovand na N, 0 < f(4) < u(B) pro ka?dé A eN, Ac BeS;
kone¢né necht > f(4) <+ co.

AeN

Pak existuji miry » a »,, dvé roziifeni miry x definované na o¢-okruzich §,
resp. S,, spliiujici tyto podminky:

1. Prokazdé z e US je N{4; xec A eS,} = A(x) €S,

2. Je-li u(@) = 0, je »(4) = f(4) pro kazdé 4 e N.

3. Pro kazdé x ¢ US, mnoZina {x} obsahujici jediny prvek z nalezi do §,,.

Résumé

I’EXTENSION D’UNE MESURE AU ¢-CORPS CONTENANT CHAQUE
SOUSENSEMBLE COMPOSE D’UN SEUL POINT

VACLAV FABIAN, Praha.
(Regu le 11 novembre 1955.)

Soit 4 une mesure (s-additive mais pas nécessairement finie) dans un o-corps
S. Soit A(z) = N{4; z € A ¢ S} pour chaque z ¢ US, soit A = {A4A(x); z ¢ US},
N = A — §. Soit f une fonction définie dans N, 0 < f(4) < u(B) pour chaque
AN, A c BeS; soit finalement > f(4) < + co.

AeN
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Il existe des mesures » et v,, extensions de u, définies dans les o-corps S,
et S, respectivement, et satisfaisant & ces conditions-ci:

1. Pour chaque = ¢ US nous avons N{4; ze 4 €S,} = A(z) € S,.

2. Siu(@) =0, »(4) = f(4) pour chaque 4 ¢ N.

3. Pour chaque z € US, 'ensemble {2}, contenant un seul point z, appartient
as,.
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Casopis pro 'péstovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

D-HODNOST ABELOVY GRUPY

VLASTIMIL DLAB, Praha.
(Doslo dne 9. dubna 1956.) DT:519.443

Z pojmu linedrni nezdvislosti prvki Abelovy grupy je zndmym
zpusobem odvozen pojem hodnosti Abelovy grupy.!) V soudasné lite-
ratufe je pouzivéno vice pojmu linedrni nezdvislosti v obecndjiim
smyslu; linedrni nezdvislost v tomto obecnéjsim smyslu nazyvé autor
v préci D-nezdvislost a odvozuje pomoci ni pojem D-hodnosti (di-
rektni hodnosti)?) Abelovy grupy. Nakonec autor ukazuje nékteré
vlastnosti D-hodnosti; jeji pFednost tkvi hlavné v tom, Ze na rozdil
od obydejné hodnosti je D-hodnost kazdé nenulové grupy nenulovi.

1. Uvodni poznamky

V celé praci budeme grupou rozuméti aditivné psanou Abelovu grupu.
Grupy budeme znadit velkymi latinskymi pismeny, jejich prvky g, A, z, ...;
ostatni malé pismena budou znamenat celd éisla, specielné p prvoéislo. Symbol
O(g) znadi ¥ad prvku g, symbol {g, &, ...} grupu vytvofenou generatory g, A, ...
Nekoneénou cyklickou grupu oznaéme G(o0), cyklickou grupu fadu p* pro
ptirozené k G(p*) a Priiferovu grupu typu p® (t. j.-aditivni grupu racionalnich
&isel, jejichZ jmenovatel je mocninou prvoéisla p, modulo 1) oznaéme G(p”).
@ + H resp. >'G, znad direktni soudet piisludnych grup, G/H faktorovou

tel
grupu G' modulo H.

Grupa G,), jejiz kazdy prvek mé ¥4d mocniny téhoZ prvotisla p, nazyva
se p-primarni; prvky ¥ddu p tvoii v této grup& G, podgrupu Gy,, kterou
nazyvame dolni vrstvou. Vechny prvky koneéného fddu tvori v dané Abe-
lové grupé G' maximalni periodickou podgrupu P C ¢, jednoznaéné uréenou
periodickou ¢&ast grupy @; faktorové grupa G/P, az na isomorfismus jedno-
zn atné uréend, je aperiodicks.?) Smi%enou grupu G nazveme Stépitelnou, je-li

periodickd ¢ast P jejim direktnim séitancem. Kazdou periodickou grupu P
mozno jednozna¢né rozloZit na direktni soulet p-primarnich komponent

1) Viz na p¥. [1].

?) Némecky ,,direkter Rang‘‘; odtud oznadeni D-hodnost.

3) T.j. kazdy jeji nenulovy prvek mé nekoneény rad.
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Pyy: P = z P,y; P, je pti tom tvofena pravé témi prvky z G, jejichz fad je

mocninou prvoélsla p. Jedinymi direktné nerozlozitelnymi ;p-prlmarmml
grupami jsou grupy G(p*¥) (k=1,2,..., ©0); z kazdé nenulové p-primérni
“grupy G, lze takovou grupu G(p*) pro vhodné k direktn& oddslit.4)
Mnotzina prvki (g,),.;, 9. € G nazyvé se linedrné nezévislou, ]esthze neexistuje
rela.ce
kl‘gL,+k2'gt_,+---+kn'gtn=05
k; (¢ =1,2,...n) celd &sla, n libovolné pfirozené,

niZ je k; == 0 pro vhodny index s. V opadném piipadé mluvime o linedrné
zévislych prveich. Jde zfejmé o definici finitnfho charakteru, takZe mozno
mluvit o maximalni linedrné nezdvislé soustavé grupy G. VSechny tyto
maximalni linedrné nezavislé soustavy maji tutéz mohutnost, kterou nazyvame
pak hodnosti grupy G; oznadme ji r(@). Je-li r(G) = ¥,, potom se r(G@) rovns
mohutnosti faktorové grupy ¢ modulo periodickd &ast P :r(G) = m(G/P).5)

Podgrupa H se nazyva servantni v G, jestlize kazd4 rovnice

' ‘n.x=h,he¢H, n ptirozené ¢islo ,

«felitelnd v G, mé alespon jedno feSeni v H. Podgrupa H je servantni v & pravé
tehdy, jestlize v kazdé zbytkové t¥idé g ¢ G/H existuje prvek g e g, pro néjz
O(g) = O(g). Z teorie servantnich grup pak snadno vyplyvé postadujici pod-
minka pro to, aby smiSend Abelova grupa byla $tépitelna:

Jestlize periodickd &ast P smiSené grupy G je direktnim soudtem dplné
grupy a grupy, jejiz prvky maji ohranidené ¥ady, je grupa G Stépitelna.®)

2. Definice D-hodnosti

Definice 1. Rikdme, ‘ Ze mnotina (g, Jar -+ -5 Gn) nenulovych proki Abelovy
grupy G je D-nezdvisld,?) jestlize z kadé relace

f(gl»gz, ’g'n)—‘kl gl+k2 92+ +k g'n_o )k cel'é’z’sla(i=ﬂl,2,...,n),

plyne k;.9; =0 (t=1,2,...,n). Nekonebnou mnoZinu nenulovyjch proks (g,),.;,
9. € G nazgvame D-nezdvislou, jestlife md tuto vlastnost ka#dd jeji koneénd pod-
mnozZina. Mnofinu nenuloviich. prokd nazyjvdme D-zdvislou, neni-li D-nezdvisld.®)

4) Viz na pt. [1].
5) Symbolem m(M) budeme v celé praci znadit mohutnost mno%iny M.

§) Dé se ovSem dokézat, Ze tato podminka je i nutné pro to, aby kazdé smiSend grupa
@, majici periodickou &4st isomorfni grupd P, byla §t8pitelna. Viz [1].

7) Resp. prvky ¢, gss ---s 9ns 95 + 0,2 = 1, 2, ..., » jsou navzdjem D-nezdvislé.
. %) Symbolem f(gy, ga; -+, §n) budeme nada.le ozna.eova.t linedrni kombinaci prvku
grupy G s celymi koeflclenty Budeme fikat, %e (g1, Jas c+e» Jn) =Ky - g1 + ko . 9o + ... +
+ k, . g, je trividlni, jestlize k;.9;, =0 (1 = 1,2, ..., n).

) V zfejmém smyslu mluvime o prvku D-z4vislém na dané mno%ing prvku a pod.
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Je z¥ejmé, Ze pro aperiodické grupy pojem linedrnf nezavislosti a D-nezi-
vislosti splyva. Finitni charakter definice 1 davé ihned mozZnost uZiti Zornova
lemmatu, tak¥e stejnym zptsobem, jakym postupujeme v pripadd studia
obydejné linedrni nezavislosti, zjistime existenci maximalni D-nezavislé sou- -
stavy nenulovych prvka grupy G ).

Pozndmka 1. Mohutnost této maximilni D-nezdvislé soustavy (kritce
D-soustavy) grupy G neni viak, jako tomu je v pfipadé maximdlni linedrné
nezavislé soustavy, obecné invariantem grupy G. UvazZujme na p¥. cyklickou
grﬁpu E = {g}, pfi ¢emZ O(g) = PPy --- Pn, ® = 2 libovolné piirozené, p,,
Das - .-5 Pp NAVZajem riznd prvodisla. Uvédomime-li si, Ze grupa E je direktnim
soudtem priméarnich cyklickych grup, vytvofenych generdtory p,p; ... Pi-; -
cPipy P9 (2 =1,2,..,m),t.].

E = zll {PP2 - PiaPisy oo P -9},
piesvéddéime se snadno, Ze mnoziny

€ = (Do Pn- 9> PiPs - Pn-Gsoes PP -+ PraPit+oe Pn - G

PPz - Pr—1 - Prir -+ Pn-9+ P12+ DiPrraee-Pn-9+ ...+ PP Pr-y - g9) 5
k=12,...,n,
jsou D-soustavy grupy B, pfi ¢emZm(&,) =k, k= 1,2,...,n.

Z poznamky 1 vidime nutnost omezeni svych dal§ich Gvah na p-primarni
grupy. Budiz G,) p-primérni Abelova grupa, &, jeji D-soustava.

Definice 2. Mohutnost D-soustavy &, nenulové p-primdrnt grupy G na-
zveme D-hodnosti T, (G,) této grupy: r,(Gy)) = m(B,). Je-li G, nulovd, po-
loZme I'D(G(,)) =0.

Diive nez dokiZeme opravnénost této definice, t. j. nezdvislost D-hodnosti
na volb& D-soustavy grupy G,), uvedme ndsledujici lemmata.

Lemma 1. Budif @ = (g,),, D-soustava grupy G, a necht 0(g,) = p* pro
tel. Budif & = (g)). g, kdeg, =n, p%"%.g,1 <1, <k, (n, p) =1. Potom
je &’ D-soustava grupy G,).

Dikaz. Predeviim ukaZzme, Ze mnoZina prvkia &' je D-maximdalni v G,).1?)
Budiz g € G(,); jelikoz @ je D-soustava grupy Gi,), mame

Oxk.g=k .9, +ks-9,+...+ks.9g,-

10) Ptipustime v definici 1 té% mno¥iny, které mohou obsahovat nulovy prvek, pfe-
svédéime se snadno o tom, e pfidénim nulového prvku k mnoZing€ nem&ni se jeji viast-
nost byti D-zévislou &i D-nezdvislou; to nés opraviiuje k tomuto omezeni na nenulové

prvky.

1) T. j. kaZdy nenulovy prvek z G\, je D-zévisly na mno%ing &’. Na rozdil od D-ma-
ximalni mnoZiny grupy G rozumime maximéalni mno%inou grupy G mnoZinu nenulovych
prvki, na ni% je linedrnd zévisly kazdy prvek této grupy. Pfi tom, jak sisnadno rozmysli-
me, mnoZina M miZe byt v G maximalni, ale nemusi byt D-maximalni.
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Oznaéime-li

O(ki'gt¢)=pe" 7:‘_“1:2:---,7"; p* = max ¥,

i=12..,n

mame
p%—lk g = p“’—llﬁ - 9., +_pe°—1k2 - 9., T s ew = peo—lk'ﬂ S/

Pii ¢em? v disledku D-nezévislosti G je p* 'k.g + 0. Je jasné, e pro vhodné
r:je p* 'k, . g, = ripk“_l -9, (=12, ..., n), takie midme

O+nmn,...n,p%%.g=F. g, +ka.g,+...+kn.g, .
Zbyvé dokézat D-nezévislost G'; za tim tdelem vySetiujme vztah
my g, +my.g, + ... + My . g, =0, m/ . 9., # 0 pro vhodny index 1.
To znamens viak, Ze

ml.glx—]-mg.glz—}—...+m.,,.g,n=0,
kde

’ k, -1 .
mi=mn, p"* " (t=12..,n),

& m;. g, % 0 pro vhodny index 4, coz je ve sporu s D-nezévislosti soustavy &
a cely dikaz je hotov.

Pozndmka 2. Tvrzeni lemmatu 1 nelze oviem obecné pienést na libovol-
nou grupu G a jeji D-soustavu &. Stadi uvasit piiklad cyklické grupy E
z poznémky 1: (g) je D-soustava, aviak (p,p, ... P,_y - g) D-soustava neni. Presto
viak lze stejnym postupem jako v dikaze lemmatu 1 snadno dokézat nasle-
dujief zobecnéni tohoto lemmatu pro libovolnou grupu & a specidlni D-soustavy,
JjejichZ vyznam uvidime v 3:

Budit @ = (g,),;, D-soustava grupy @ takovd, Ze pro kady prvek g, je bud
O(9.) = o mebo 0(g,) = p*, p, vhodné prooislo, k, = 1 piirozené (v e I).
Oznatme & mnofinu prirozenjch ndsobki n, . g, = 9. + 0 (te I). Potom &' je
D-soustava grupy G. ‘ '

Na druhé strang pro libovolnou D-soustavu @ této grupy @ plati, Ze p¥islu$ns
mnozina &, i v p¥ipads, e nepoZadujeme g, == 0 (c¢ I) a rozumime @’ mno#inu
vSech nenulovych prvki ¢/, je bud prézdna nebo D-nezavisl.

Obdobnym zptisobem jako lemma 1 lze dokazat t6% obracené tvrzeni: .

Necht & = (g)),.; je D-soustava grupy G a nechi proky g, e G, spliuji
rovnic n, . g, = g’ pro ¢ e I. Potom @ — (9.).er 7€ D-soustave grupy G,.

Pozndmka 3. Py vySettovéani mohutnosti D-soustav grupy G, stadi se
tedy omezit na takové soustavy, které se sklidaji z prvkd, jejichz ¥id je p.
To je patrné ihned z lemmatu 1, nebot poloZime-li n, = I, = 1 pro viechna
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te I, vidime, Ze od libovolné D-soustavy & = (g,),; grupy G, piejdeme
k D-soustavé G&° = (¢7),.,, P ¢emZ O(g)) = p pro te I a m(G) = m(G°).
Mimo to je bezprosttedn® vidét, Ze &° je D-soustava dolni vrstvy G, grupy
Gip-1?)

Lemma 2. Necht g e G,), O(g) = p. Potom g je linedrni kombinacti proki
Gis Gor «-s Gns Ji € Gipy, O(g:) = p (0 = 1,2, ..., n) prdvé tehdy, je-li g na téchto
procich D-zdvisly. :

Dikaz. Je-li pfedné prvek g e G' linedrni kombinaci prvki g, gs, ... g
je té% trivialné na téchto prveich D-zavisly. BudiZnaopak 0 % k.9 = f(g;, 9 - --
.evs gn)- JelikoZ O(g) = p, je (k, p) = 1, a tedy existuji celd &isla 7, s, Ze rk +
+ sp = 1, odkud mame

g=r. f(gp Gas -5 Gn) = ' (G1s 925 -5 Gn) »
coZ jsme méli dokazat.
V dasledku lemmatu 2 mé smysl nésledujici definice ekvivalence dvou
mnozin prvka z G, (nebot je zarudena kromé symetriénosti a reflexivity téz
transitivita tohoto pojmu):

Definice 3. Dvé mnofiny U a B prokd grupy G, nazveme D-ekvivalentni,
jestliZe kazdy prvek z U je D-zdvisly na mnoZiné B a naopak.

Lemma 3. Necht U = (ay, @, ..., a,), O(a;) =p (i =1,2,...,7) je D-nezd-
visld mnoZina proki grupy Gupya B = (b, by, ..., 0,), 0b;)=p(=1,2,...,8)
mmno¥ina proki grupy G, takovd, %e a; je D-zdvisly na B (1=1,2,...,7).
Potom r < s a mnofina B je D-ekvivalentni s mnofinou (ay, @, ..., @, b,.1,
by.s...b,), kdebd, 1, b, ..., b, je s — r vhodnyjch prvki z B.

Diukaz. Jelikoz podle lemmatu 2 a, = f(by, by, .-, b,), je nutn& podle tého
lemmatu pro vhodny index 4 b; = f'(ay, by, bay - -+, bi_y, bitys +--» b5), & tedy B
je D-ekvivalentni s (a,, b;, by, ..., bi_ys biyq, ..., bg). Celé tvrzeni potom doké-
Zeme snadno dplnou indukei podle poétu prvki soustavy U, vyuzivajice p¥i
tom stdle lemmatu 2.

Pomoci lemmatu 2 dokazZeme jest& nasledujici

Lemma 4. BudieZ 8° = (9u)yess 09s) = P (x € A) a8 §° = (by)p.5, Olhg) =
= p (B € B) dvé D-soustavy grupy Gi,), jejichz mohutnosti m(G°) = u, m(H°) =
= v jsou nekonecné. Potom u = .

Dikaz. Predpoklddejme, Ze u < v. Jelikoz H° je D-soustava grupy Gy,
méme podle lemmatu 2

o = Fulh2, B2, .. B2), e A )
V téchto relacich vystupuje oviem nejvyse ¥, . u = p riznych prvka soustavy

12) Snadno se dé ukézat té% naopak, ¥e ka#dé D-soustava G° dolni vrstvy G°(, grupy
G(5) je D-soustavou grupy G(,).
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H°. JelikoZ » > p, existuje prvek hy € H°, ktery nevystﬁpuje v Zadné z relaci
(1). Jelikoz ale ~ '

o, = [0 G - Gex) = TGP, G, oo B D, L B ),
1

dostavame spor s D-nezavislosti soustavy H°.

Nynf uz mizeme ukizat oprdvnénost definice 2, a to ndsledujici vétou.

Véta 1. D-hodnost p-primdrnt grupy G, definovand pomoct definice 2, je
mwariantem grupy G,).

Prvni dikaz. Budiz G, == 0. Budtez & a § dvé D-soustavy grupy G(,;
pii tom necht m(®) = p, m(H) = ¢. Podle lemmatu 1 a poznamky 2 mozno
prejit k D-soustavam &°, §°, jejichz kazdy prvek je ¥ddu p a m(G°) = o,
m(°) = o. Jsou-li p i ¢ nekoneéns kardindlni é&isla, dostdvame invarianci
D-hodnosti, t. j. rovnost o = o, z lemmatu 4, je-li alespori jedno z &isel g, o
koneéné, dostiviame tuto rovnost z lemmatu 3. Tim je dukaz véty 1 hotov.

Druhy dikaz. Necht G, + 0. Od libovolnych D-soustav & a § piejdeme
pomoci lemmatu 1 a poznadmky 2 k D-soustavam &° a §°, jejichz prvky maji
fad p a je m(G) = m(G°), m(H) = m(H°). G° a H° jsou oviem D-soustavy
dolni vrstvy G, grupy G, Uvédomime-li si, Ze G, je vlastnd vektorovym
prostorem nad prvotélesem charakteristiky p, pfi éemz, jak se snadno presvéd-
éime, pojmy D-nezévislosti a D-hodnosti grupy splyvaji s pojmy linedrnf
nez4vislosti a dimense vektorového prostoru, ihned z teorie vektorovych pros-
tort obdrzime m(G°) = m(H°). Tim je invariance D-hodnosti r,(G,)) p-pri-
marni grupy 6, dokdzana. '

Budi? nyni @ libovolns Abelova grupa, P jeji periodicks &ast, P = >’ P,
p

direktni rozklad této periodické &asti P na p-primdrni komponenty.
Definice 4. D-hodnosti r,(G) grupy G nazveme soutet hodnosti x(G) této grupy
a D-hodnosti p-komponent jeji periodické Cdsti (ve smyslu seitdni mohutnostt):

15(6) = 1(6) + Srp(Py).

Z tvodnich poznamek ihned vyplyvd, Ze D-hodnost ry(G) je invariantem
grupy G. Je-li grupa G aperiodicks, je ziejmé r,(GF) = r(G); je-li G periodicks,
nenulové, potom, zatim co r(@) = 0, je vidy r,(F) > 0 a jestlize & je navic
direktnim souttem nerozloZitelnych Abelovych grup, udava r,(&) mohutnost
mnoZiny direktnich séitanci. Ponékud obecnéji:

Je-li smiSend grupa @ stépitelnd, @ = P + A, pii éemz i:ji periodické ¢ast P
je direktnim souétem nerozloZitelnych grup a aperiodicky séitanec 4 je direktné
aplné rozloZitelny (t. j. je direktnim soustem grup D-hodnosti 1), rovna se jeji
D-hodnost mohutnosti mnoZiny viech direktnich séftanci v direktnim rozkla-
du grupy P a 4 na zminéné nerozlozZitelné podgrupy.*?)

13) Pro tuto vlastnost nazyvime pravé definovanou hodnost Abelovy grupy direktni
hodnost.
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* 3. Né&které viastnosti D-hodnosti

Uvédoméme si nejprve tvrzeni obsazené v tomto lemmatu:

Lemma 5. Neckt G je Abelova grupa, P jeji periodickd &dst s rozkladem
P= %’ Py na p-primdrni komponenty P,. Necht ddle Gy = (9.0)ieez0
je maximdlni nezdvisld soustava grupy G a Guy= (9,,)pe1, P-SOUstava
grupy P, pro vdechna prvobisla p.1%) Potom mmofinové sjednoceni & soustav

By a G, (pro viechna prvodisla p) je D-soustava grupy G.

Dikaz. Je predevdim jasné, ze ® je D-maximilni v grupé G; nebot, je-1i
g € G libovolny prvek nekoneéného ¥adu, potom je D-zavisly na G, je-li g
koneéného tadu, je mozné jednoznaéné vyjadieni

9 =9y, T 9p, T --- + s, > g,,ieP(,,‘), 0(9,,‘) =pf(i=12,..n)),
takze
PEDS . a0 = P3PS P, £ O,
odkud je patrnd D-zévislost na mnozing .
Abychom dokézali D-nezévislost mnoZiny @, vySetfujme mezi libovolnymi
prvky z @ relaci

f(O)(gz(o),ls gl(o,,z: ey gz(o),‘no) + f(pt)(gtip‘),ls gz(pl),zy “eey 94(,1),n,) +
+ e f(mk) (gt(pk,,la gl(pk)ﬂ: R gl.(’b),ﬂk) =0.
Vhodnym vynésobenim tohoto vztahu dostdvdme postupné
f(o)(gz(,).l’ Geg2s = g‘“”".) =0, f(?,)(gl("),l’ gl(p‘),ﬁ’ EAs gl(m.n,) =0,...

s %10y f(p,,) (gt,n,,la gt(pk),2s “eey gzwb),n,,) =0,

odkud v disledku D-nezivislosti soustav ®), G, .., Gy plyne D-ne-
z4vislost mnoziny G. ‘

- Mohutnost D-soustavy & grupy G, popsané lemmatem 5, je tedy rovna
D-bodnosti této grupy. Vztah mezi mohutnostmi libovolnych D-soustav
a D-hodnosti grupy @ vySetfime vétou 4. Lemma 5 nis opraviiuje k nésledujict
definici:

Definice 5. D-soustavu & grupy G nazveme kamonickou D-soustavou, jestlize
#dd kazdého proku g e & je nekonetny mebo je mocninou prvotisla. Kanonickou
D-soustavu, jejiz kaZdy prvek konetného Fddw md Fdd prvobiselny, nazveme
redukovanou. :

Nésledujici vySetfovani kanonickych D-soustav ukéZe jejich dileZitost.

. 1) Rozumi se, samozfejmé, pro ta prvotisla p, pro n& je P, nenulové.
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Lemma 6. BudiZ & kanonickd D-soustava grupy G. Necht G, je p-primdrni
komponenta periodické Cdsti P grupy @, G, == 0. Potom mmnofinovy primik
B, = & n G, je kanonickd D-soustava p-primdrni grupy G).

Dikaz. Predné je z D-maximality D-soustavy & ziejmé, Zze prinik @) =
= @ n G, je neprazdny; D-nezivislost mnoZiny &, je trividlni. Jde o to,
zjistit, Ze &, je D-maximalni v G,). BudiZ tedy 0 + g € G(,); potom v disledku
D-maximality D-soustavy & v grupé @ je .
O%+k.g= fl(gg.p)’ g(zp): sy g%p)) I+ fz(hv by, .5 b)), ggp) € @(:n) (t=12..,n)

hie — G,»%) =1,2,...,n),
t. j.
o9 =p"G=12,...,n)a
O(h;) = oo nebo (O(h,),p) =1 (G =1,2,...,m).

Avsak snadno vidime, %e neni moZné, aby linedrni kombinace fy(%y, ks, ..., by)
byla netrividlni. Lemma 6 je dokdzano.

Z poznamky 2 je téZ jasné, jakym zplusobem mbZeme od kanonickych
D-soustav piejit k D-soustavam redukovanym.

Lemma 7. Budif & D-soustava grupy @, % C & mnofina véech prokd nekonel-
ného tddu z &. Potom je U maximdlnt linedrné nezdvisld soustava grupy G
a, je tedy :
m(%) = r(G). @)

Diikaz. Linedrni nezévislost prvki z U je trividlni. Presvédéime se o maxi-
malité této mnozZiny; pro libovolny prvek 0 + g e G je :

0 * k g = fl(gl’ G2y « - gn) + fz(hl’ h2’ "';hm): gi¢€ Q[’ hie @ - QI
(t=12..,n;7=12,...,m).
Jelikoz O(h;) < o0 (j = 1, 2, ..., m), je potom pro vhodné piirozené ¢ zfejmé
tk . g = f1(915 Go» - --» Gn),2%) & tedy je téZ (2).

Plati nyni nasledujici tvrzeni:

Véta 2. Mohutnost kanonické D-soustavy & menulové grupy G se rovnd D-
hodnosti této grupy.

Dikaz. To je bezprostiednim disledkem lemmatu 6 a lemmatu 7. Nebot,
necht & = % U P, kde A (resp. P) je mnozina prvka nekonetného (resp.
konetného) ¥4du D-soustavy . Potom podle lemmatu 7 plati (2); ddle mdme
podle lemmatu 6 a véty 1

m(P n G(p)) = rD(G(p)), a tedy m(P) = ZrD(G(ﬂ)) .
- P
Tim je véta 2 dokazéna. -

15) M — N oznaduje mno¥inovy rozdil mnoZin M a N. .
16) 1% (G1s G +- -5 Gn)s be - 6% f1(G1s Gas - -5 9pp) mZe byt ovEem trividlni. JetéZ zfejmé, Ze
{2) platiiv ptipads, ze U = 0.
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Poznamka 4. JestliZe mohutnost D-soustavy & grupy @ je rovna D-hod-
nosti této grupy, nemusi byt D-soustava @ je§té kanonicka:

Budiz II = (py, s ---» Dx> ---) Nekoneénd soustava raznych prvoéisel, r, s
cel &isla takova, Ze rp, + sp, = 1. Grupa @ budiz direktnim soudtem cyklic-

kych grup G(p:) = {9} Tadu p,: G= .21’ G(pr). Ziejmé G = (s.9; — 7 .92, Js) -+ -

«eer Ok - --) je D-soustava, m(®) = r,(G) a pfi tom & neni kanonicks D-soustava,
nebot O(s . g, — 7 . g) = D1

Ukézeme vsak, Ze toto nemuze nastat v piipadé, kdy D-hodnost grupy &
je koneéna. Nejprve viak dokazme lemma, které popisuje, jak mozno pfejit.
od libovolné D-soustavy grupy G ke kanonické D-soustavé této grupy.

Lemma 8. BudiZ & D-soustava grupy G. KaZdy prvek g ¢ & koneéného Fddu,
je£ ment mocninou prvobisla, t. j.
O@g) =n = pyps...0%, 1=e(i=1,2,...,k), k= 2 ptirozena ¢isla, (3)
nahradme k proky

1= D3PS - DG, G2 =1DIDg - DG, G = PIP - D7 -G (4)
a oznabme vzniklow mnoZinu &'. Potom &' je kanonickd D-soustava grupy G-

Duakaz. Je zfejmé, 7e kazdy prvek mnoZiny &’ mé bud ¥d4d nekonedny
nebo ¥4d rovny mocniné nékterého prvoéisla. Dile @’ je D-maximalni v grupé
G; k tomu si stadi uvédomit, Ze pro prvek ge &, sphiujici podminky (3), je
g = f(91> 925 ---» Gr), g: tvaru (4), ¢ = 1, 2, ..., k. DokédZeme jesté D-nezévislost.
mnoziny &’. Necht pro g; ¢ &’ plati vztah

IO * 1. gi = fl(gl’ 9o -« o5 Jic1s Jitrs -5 gk) + fz(hp hz, ssdy hm) ’

kde prvky g, g, ..., §x maji vyznam uvedeny ve znéni lemmatu. JelikoZ
(0(g:), O(g;))=1 pro j +14, j=1,2,...,k, existuje pfirozené ¢&islo I, Ze
0 %+ tl.g; = fo(hy, by ... by); ale g,, jakoZ i prvky hy, hy, ..., h,, jsou p¥iroze-
nymi nasobky jistych prvka z D-soustavy & a tedy podle poznamky 2 méame:
tvrzeni lemmatu 8 ovéieno, nebot fy(%,, ks, ..., h,) je nutné trividlni. ]

Véta 3. Je-lv D-hodnost t,(G) nenulové grupy G komeénd, potom kanonické
D-soustavy grupy G jsou prdvé D-nezdvislé mnoiny prokd této grupy, jejichZ
mohutnost je rp,(G).

Dikaz. Prvni éast tvrzeni je obsazena ve vété 2. Mame-li naopak D-nezé~
vislou mnozinu & prvka grupy @, m(®) = ry(G), kterd neni kanonickou
D-soustavou, doplnime ji na mnozinu D-maximélni v grupé G a zpisobem
popsanym v lemmatu 8 pfejdeme ke kanonické D-soustavé; ihned dostédvime:
spor s vétou 2.

Dusledkem lemmatu 8 je téZ nésledujici véta.
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Véta 4. Mohutnost libovolné D-soustavy @ grupy G je rovna nejvyse D-hodnosts
této grupy: m(®) < rp(G); je-li pri tom rp(GF) = ¥, je dokonce m(B) = ry(G).

Dikaz. Podle lemmatu 8 miZeme od libovolné D-soustavy & ptejit ke ka-
nonické D-soustavé @', pii éemz m(®) < m(@’). Podle véty 2 madme m(G) <
= m(@') =rp(G). Jestlize G je konednd, je téz &' a tedy i D-hodnost r,(G)
grupy G konetné. Je-li r;(G) nekonetns, je v dusledku toho nutné m(®) = x,.
ProtozZe ale podle lemmatu 8 je

rp(@) = m(@) = ¥ . m(6) = m(6),
je celd véta 4 dokazéana.

Tvrzeni lemmatu 5 a véty 4 vede ihned k vysledku, z n8hoZ je bezprostiedns
patrnd invariance pojmu D-hodnosti Abelovy grupy a pomoci n&hoZ téz
vidime, jak moZno D-hodnost Abelovy grupy definovat pifimo, nezivisle na
rozkladu grupy G.

Véta 5. BudiZ M = (B,) ;.4 systém vdech D-soustav nenulové grupy G; oznalme
m(®,) = A; pro d € A. Potom mnoZina kardindlnich isel A = (As)sc4 md maxi-
malni prvek 2, a je s = r5(G). Pfitom je mnozina A jednoprvkovd, A = (r,(@)),
tehdy a jen tehdy, jestlife v systému M existuje alespor jedna D-soustava &,
nekonetné mohutnosts, nebo jestlize periodickd &dst grupy @ je p-primdrni &
nulovd.r")

Dikaz. Z véty 4 vyplyva pro vechna kardinalni é&isla A,(6 € 4) nerovnost
As = 15(@), z lemmatu 5 pak existence &isla 4,, pro néZ je i, = rp(G). Je-li
®,;, D-soustava z M, jejiZ mohutnost je nekonednd, potom z véty 4 plyne,
Zze A = (rp(G)). Stejné je tomu tak podle lemmatu 7 a véty 1 v piipadé, kdy
periodicks ¢ast grupy G je nulové & p-primérni.

Jestlize A = (rp(G)) je naopak jednoprvkova a neni-li r,(G) nekoneénd, ani
G aperiodickd, je nutné periodickd Sast grupy G p-primarni. Jinak by totiZ
existoval prvek g ¢ @ kone¥ného tddu n = py'ps* n’, p; navzijem rizni prvo-
disla, e; = 1, n’ piirozend &isla (¢ = 1, 2) a déle D-soustava & grupy G, obsa-
hujici tento prvek g. JelikoZ je pii tom m(®) < co, méme podle lemmatu 8
m(®) < r,(G), coz je spor s pfedpokladem o mnozing A.

Nyni dokazeme jednoduchy vztah mezi D-hodnosti grupy G a jeji podgrupy
H a mezi D-hodnost{ direktniho soudtu G = >’ @, a D-hodnostmi direktnich

eel
stitanch G, (¢ e I).

Véta 6. Pro podgrupu H C G platt rp(H) <rp(Q), pro direkini soulet
G =36, fe xp(6) = 3 15(6.).

el
Dikaz. Prvni ¢ist je trividlni, nebot kaZdou kanonickou D-soustavu
podgrupy H muZeme doplnit na D-soustavu grupy G.!f) Podobn& dokdZeme

17) T. j. G je aperiodické.
18) Dokonce, jak je snadné se presvédiit, na kanonickou D-soustavu grupy @.
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snadno i druhé tvrzeni. Stadi si jen uvédomit, Ze mnoZinové sjednoceni kano-
nickych D-soustav &, grup @, (: € I) je kanonickou D-soustavou grupy G.
Ovsem znédmy vztah mezi hodnosti grupy @ a jeji podgrupy H ¢ G
r(@) = r(H) + r(G/H)

obecn& nelze na D-hodnost pFenést. To ukazuje jednoduchy piiklad aditivni
grupy racionélnich &sel R a jeji podgrupy {1} c R. Je totiZ rp(R) = rp({1}) =
=1, ale r(R/{1}) = ¥,, nebot R/{1} je direktni soudet Priiferovych grup
G(p™) vzhledem ke vSem prvodislim p. Rovnost

rp(@) = rp(H) + rp(G/H) ()
dokonce obecng neplati ani pro p-primérni grupu @. Nebot, neni-li p-priméarni
grupa G konené D-hodnosti direktnim soudtem cyklickych grup ¥adu p,
t. j. existuje-li g € G, O(g) > p, potom za podgrupu H staéi volit dolni vrstvu
G° grupy @; je totiz podle poznimky 3 r,(G) = rp(G°) a jelikoz G/G° * 0,
je tp(G/G°) > 0, neboli neplati (5).

Véta 7. Pro libovolnou podgrupu H grupy G plati vztah:

' rp(6) = 1p(H) + rD(G_/H) . (6)

Dikaz. Budiz § kanonickéd D-soustava grupy H; dopliime ji na kanonickou
D-soustavu & grupy G. Zbytkovou ti{du faktorové grupy G mod H, ve které
lezi prvek g, oznaéme g a mnozinu takto vzniklych t¥id pro vSechny prvky
ge® — § potom oznadme F. DokiZeme, Ze § je D-nezavisla v G/H. Necht
tedy existuje netrividlni linedrni kombinace f,(g;, gay ---»gn) = 0, gs€ & (6 =
=1,2,...,7n). Potom odtud dostdvame vztah

f1(915 92s s Gn) =, §:eG—H 1=1,2,...,m), heH.
Je-li b =0, je f1(91, Jas ---» gn) & tedy 1 f1(9y, Gas - - -, gn) trividlni. Je tedy A == 0,
t. j. '
' 0% k.h=fshy hoy oc0r b)), Bse H (1=1,2,...,m),
odkud 0 = fy(hy, hos -, b)) = f1(G1s Gas ---» gn); to je spor s D-nezdvislosti
D-soustavy ®. Jelikoz podle véty 4 je r,(G/H) = m(F) = m(G — H), dosta-
vame ihned (6).

Vysetiime nyni, jaké podminky musi spliiovat grupa G a jeji podgrupa
H c G, aby platila rovnost (5). K tomu ddelu dokazme nejprve nasledujici
lemmata a véty, které jsou dileZité i samy o sobé.

* Lemma 9. BudiZ G' Abelova grupa; necht G; (s =1, 2, ..., k) je podgrupa grupy

G téch proki g e G, pro néE je O(9) = p?, ] < 4, p prvodislo.r®) Jestlize plati
m(Gy) = X (resp. m(Gy) > 7 pro kardindlni islo v = %)), pak téZ pro kaZdy
indexr 1 =1,2,...,k — 1 plati m(@;) = ¥, (resp. m(G,) > 7).20)

1) T.j.pt.g=0.Jetedy G, 2Gj_;2...2G,.

%) Stejnym zplisobem dokéZeme implikaci: Jestlize o je nekone¥né regularm ka,r-
dinslni &islo, a je m(Gy) = o, potom m(@;) = o pro kazdy indexs = 1, 2, ... k — 1.
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Dikaz. Dikaz provedeme tiplnou indukei; ukaZeme, ze z nerovnosti m(G;) =
= X, plyne ihned nerovnost m(G;_,) =% (¢ =%k k —1,...,2). Necht je
naopak m(G,_;) < ¥,. Potom existuje prvek g, , e G,_,, Ze mnoZina Fefeni
rovnice

P-T=Giq ()
v grupé G; ma mohutnost g;_, = ¥,. Jinak totiz dostavame proti predpokladu
m(G;) < m(Gi_,) . % = X,. Oviem, je-li g; YeSeni rovnice (7), potom kazdé
jiné fefeni této rovnice mé tvar ¢; + ¢, ¢, € G;. Tedy m(G,) = ¥,, ale protoze
G;_, 2 G, dostavame m(G;_,) = m(G,) = ¥,, coZ je spor s pfedpokladem.
Druhé tvrzeni s ostrou nerovnosti dokazeme snadno stejnym zptsobem.

Lemma 10. Budiz M mnofina véech redent rovnice
n.x=¢y, 0=x=g,e@, n prirozené ¢islo, (8)

v grupé G. Potom je budto M = @, nebo plati:
je-li Tp(G) = ¥, je m(M) < rp(G),*)
je-li Tp(Q) < ¥, je téZ m(M) < ¥
Dikaz. Necht existuje ¥efeni rovnice (8); oznaéme je g', t. j. n.9g = g,.
Viechna ostatni fefeni rovnice (8) v grupé @ jsou pak pravé prvky tvaru
g=9 +h he@ n.h=0. Oznaéme G podgrupu grupy G viech prvki
h e @, pronézn.h = 0. Je tedy ziejmé m(G™) = m(IM).
DokaZzme nejdiive prvni éast tvrzeni; piedpokladejme, Ze toto tvrzeni
neplati, t. j.
m(MW) > 1p(@), & m(E®) > ry(6) . (9)
Budiz
Gm = S'6D , © (10)
»

rozklad grupy G™ na p-primirni komponenty, jichz je zfejmé koneény podet,
a @™ redukovand kanonickd D-soustava grupy G™. UkdzZeme nejprve, Ze za
predpokladu (9) plati m(B™) = m(G™), t. j. rp(G™) = m(G™). Piedpokli-
dejme tedy, Ze nase tvrzeni neplati, t. j. Ze '

m(G™) < m(G™) . v(ll)

JelikoZ podle lemmatu 6 redukovans D-soustava G™ je sjednocenim reduko-
vanych D-soustav @gg jednotlivych p-primarnich komponent Gf;) v rozkladu
(10) a jelikoz z predpokladu m(G™) > r,(G) = X, plyne existence prvoéisla
Po, Pro néz m(Gép))) = m(G™), je potom pro toto prvodislo p, nutné

m(GE) < m(GG)), m(GE)) >1p(6) = % - (12)

) Je-li G aperiodickd, M =+ @, je oviem m(M) = 1. Jestlize G = G(0) + E:I’GL(p),
G(o) = {g}, m(I) = pu =2 ¥ a jelin = p, gy = n . g, je potom m(M) = r;(F) = p.
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P¥i tom, protoze ifady prvku z G)) jsou omezeny, pro vhodné prlrozene k
(volme % nejmensi mo#né) a libovolny prvek g e GE:Z)‘ je O(g) < pe. Uvazujme
nyni koneénou klesajici posloupnost podgrup

G(?)—GEDG;C_ID .2G;2G, +0,
kde G; je podgrupa grupy G{3, t&ch prvki g, pro jejichz ¥ad plati vztah
Og)=pGi=kk—1,..,21).2)
Pii tom si uvddom&me, Ze redukovand D-soustava @) p,-primérni kompo-
nenty Gg,,) grupy G™ je té% redukovanou D-soustavou kazdé podgrupy

G:i=k—1,k—2,...,2,1). JelikoZ plati (12), dostdvame podle lemmatu 9
ihned m(@,) > ry(GF) = ¥,. Odtud vidime, Ze

: : m(G)) = ¥ %) (13)
Kdyby totiz platilo m(G3))) < %, bylo by téz m(G,) < xo, nebot kazdy prvek
g, € Gy je podle lemmatu 2 linedrni kombinaci prvka z @5 oy & viech moZnych
takovych linedrnich kombinaci je zfejmé koneény poéet JelikoZ podle (12)
a (13) m(G3)) > m(G3)) = ¥, dostdvime opétnym pouzitim druhé &isti
lemmatu 9 m(G,) > m(@(,, ))- S druhé strany vSak kazdy prvek podgrupy G,
je linedrni kombinaci prvki z D-soustavy @), a tedy podle (13)

m(G) =m (@8;2)) - Ry = m(@§;:)) .
Tim jsme v8ak odvodili z pfedpokladu (11) spor, takZe za predpokladu (9) je
skutedné r,(G™) = m(G™) = m(G™). Z této rovnosti a ze vztahu (9) dostéd-
vime rn(G™) = m(G™) > r,(F), @™ C @, coz je ve sporu s vétou 6. Tedy
nebyl spravny ani predpoklad (9) a je skutedné m(IM) < r,(G).

Druhé tvrzeni dokdZeme téZ pouzitim lemmatu 9. Necht za pfedpokladu,
Ze rp(G) < ¥, plati m(M) = ¥, t. j. m(G™) = ¥,. Potom nutné v koneéném
direktnim rozkladu (10) podgrupy G pro vhodné prvodislo p, je

m(GE)) = %

Ponechajice oznadeni z prvni ¢4sti dikazu, dostdvame odtud podle prvni
gasti lemmatu 9 m(@,) = §,. Potom oviem, protoze kazdy prvek grupy G, je
linedrn{ kombinaci prvkd z G, mime m(G3)) = »,; protoze G{7) C G, je
podle véty 6 r,(G(7)) = r,(6), a tedy

rp(G) = rp(G3)) = m(8R) = %,
coZ je spor s predpokladem lemmatu 10. Celé lemma 10 je dokdzéno.
V&ta 8. Je-li r,(Q) = %, resp. je-li m(GQ) > %,2*) potom je rp(F) = m(G).
Dikaz. Necht nejprve r,(@) > X,. Jeliko? pro kazdy prvek 0 = g e G plati
0 Fxa=Fk.9=[00 09 9n), g:cG(E=12..,m)),
22) Dokonce v¥ech prvkit g € G, pro n&% plati, e p%y .g =0 (¢ = k, k — 1,...,2, 1).

23) Nerovnost mo#no samozfejmé zlepsit: m( @Egz)) > rp(G) 2 xo-

326



kde @ je D-soustava grupy @, a jelikoZ podle lemmatu 10 je mohutnost mnoZiny
M, Fefeni rovnice (8) v grupé G pro kazdé piirozené n nejvyse rovna D-hod-
nosti grupy @, snadno zjistime, Ze

m(6) < m(M) . % . m(B) . ¥ < () . m(B) = r,(6) .
S druhé strany plati trividlné m(G@) = rp(@), éimZz mime dikaz prvniho
tvrzeni hotov.
Abychom dokézali druhé tvrzeni, ukiZeme, %e nerovnost r,(G) = ¥, je
disledkem nerovnosti m(G) > §,. Pfedpoklddejme za tim tdelem opak, t. j.

(@) < %. (14)

Z lemmatu 10 dostavame, Ze pro kazdé » ma rovnice (8) pouze konedné fefeni,?3)
a tedy je-li & D-soustava grupy G, je m(@) < ¥; . m(®) . ¥, = ¥,, nebot
m(G) < ry(G) podle véty 4. Tim jsme odvodili z piedpokladu (14) spor s ne-
rovnosti m(@) > ¥;; celd véta 8 je dokdzéna.

Véta 9. Je-li rp(G) = 8, (nebo m(G) > ¥,),* potom pro libovolnou podgrupu
H c G plati rovnost (5). :

Dukaz. Podle véty 7 plati nerovnost (6). Je déle ziejmé m(G) = m(H),
m(@) = m(G/H). Jelikoz podle véty 8 je rp(d) = m(G) = m(H) + m(G/H),
a trividlng m(H) = rp(H), m(G/H) = r,(G/H), dostavame r,(G) = rp(H) +
~+ r,(G/H); véta 9 je dokazéana.

Abychom popsali téz ptipad, kdy plati (5) pro grupy, jejichz D-hodnost je
konelné, zavedme pojem slabé servanini podgrupy v dané grupé.

Definice 6. Podgrupu H grupy G nazveme slabé servanini v G, jestlize kazdd
zbytkovd t¥ida grupy G[H Fddw prvoiselného obsahuje prvek téhof Fddwu.28)

Véta 10. Je-li (@) < %y, potom pro jeji podgrupu H C G plati rovnost (5)
prdvé tehdy, je-li H slabé servantni v G.

Dikaz. JelikoZ pro pfipady-G = 0 nebo H = 0 jsou implikace v obou smé-
rech trividlni, pfedpokladejme H = 0.

Necht podgrupa H je slabé servantni v G. Budiz § = (k,, ks, ..., h,) reduko-

vané D-soustava grupy H (podle véty 6 a véty 4 je konetnd) a & =(g,).4

24) Je-li @ periodické grupa, jeji% prvky maji ohranidené ¥ady, potom z dikazu véty 8
vidime, ¥e k platnosti r,(@) = m(@) stadi pfedpokladat m(G) = ¥,. P¥iklad grup G(p®),
G( ) viak ukazuje, ¥e v pripad$ obecné periodické &i aperiodické grupy nutno piedpokla-
dat ostrou nerovnost.

25) Zde jsme se viak mohli obejit bez druhé &isti lemmatu 10, nebot k nafemu ticelu
stadi tvrzeni, %e ka?d4 tato rovnice mé nejvyse spodetnd feseni, coZ plyne ihned z prvni

0
désti lemmatu 10: utvorime totiZ grupu G = G + X’ G(p), r,(Gy) = ¥, a déle je vie
i-1

zfejmé.

26) Ekvivalentni je definice: Podgrupu H grupy G nazveme slab$ servantni v G,
jestlife ka¥dé rovnice p . ¢ = h, 0 % h € H, p libovolné prvogislo, kteréd mé feSeni v grupé
@, m$ té% YeSeni v H. Je-li G aperiodicks grupa, potom ovSem pojem slab& servantni
a servantni podgrupy splyva. - :
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redukovand D-soustava grupy G/H. Podle p¥edpokladu existuji prvky g,¢ G -
takové, Ze

gtégL’ 0(gt)= 0(§¢): tel .?) (15)
Oznaéme &' = (g,),;. DokaZeme, Ze mnozina & = & u § je D-nezavisli.
VySetfujme linedrni kombinaci
ky by +ky b+ ...+ k. b+ .9, +.g, +... g, =0;
potom je b, .g, + 1.9, + ... +4.9,=0¢8lil,.g, =0, i=12,..,88

tedy podle (15) };.9;,=0,2=1, 2, ...,s. Potomoviem k,; . h; = 0,7 =1, 2, ...
..., 7. Dostdvame tudiZ nerovnost
rp(G) = m(B) = m(H) + m(G) = r,(H) + rp(G/H))
a jelikoz podle véty 7 plati (6), je skuteéné (5).
Necht naopak plati rovnost (5). Budtez § = (ky, ko, ..., ), & = (hy, by, ...
vees Bpy G4, G, - - -, 95) redukované D-soustavy podgrupy H a grupy &, t.j.  c G.

Oznadéme zbytkovou t¥idu faktorové grupy G/H, v niZz leZi prvek g¢;, symbolem
gsjeg: + 06 =1,2,...,s). Pf tom z¥ejmé& pro kazdy index i plati: N

je-li O(g:) = p, je 0(51) = p, je-li O(gz) = o0, je 0(51) = 0.
Stejnym zplsobem jako v ditkaze véty 7 dokiZeme, e mnozina & = (g,, ga» - - -
..., gs) je D-nezavisld. JelikoZ plati (5), je tedy ® redukovans D-soustava
grupy G/H. ‘

Budiz nyni g € G/H, O(g) = p, kde p je prvoidislo. Pak je podle lemmatu 6
a lemmatu 2 g=f(9,, g, ..., g,)- Odtud pro geg dostdvame g = F(gy, Gas - - -
wegs) +h, heH, 8li g—heg, g —h=f(gy, 7o ---»gs)- P tom oviem
O(f(s» Gar -+ §)) = O(f(gys 9o ---» 9,)), nebot © je D-nezévisld mnotina a
O(g;) =0(g:), t=1,2,...,s. Tedy O(g — h) = 0(g), g — h e g, ¢imz je celd
véta 10 dokazana.

Z véty 9 a véty 10 ihned vyplyva nésledujici tvrzeni.

Korolar 1. Je-li H servanini podgrupou v Abelové grupé G (nebo je-li specidiné
direktnim sCitancem této grupy),??) potom plati rovnost (5).

Poznémka 5. Uvedeme jednoduchy ptiklad, ukazujici, %e z platnosti (5)
neplyne jesté, ze podgrupa H je servantni v G. Ziroven nim tento piiklad
ukéze, Ze pojem slabé servantni se nekryje s pojmem servanini podgrupy v dané
grupé. Budiz @ = G(©) + G(p), G(0) = {g,}, G(P) = {g:}, H={p .91 + 92}
Je ziejmé, ze H neni servantni v G, nebot rovnice p2 .z = p?.g, mé Fefeni
g, € G, nems viak Yefeni v podgrupé H.) Snadno ale zjistime, Ze faktorova

#) Je-li O(g,) = p,, plyne toto tvrzeni z predpokladu slabé servantnosti podgrupy
H v @, je-li0(g,) = oo, je tvrzeni trividlni.

23) Odtud 6% vidime, %o & je kone¥ns.
) Toto plyne uZ oviem z véty 6.
30) VSechna FeSeni majitvarg, + k.g,(k=1,2,...p — 1, p)..
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grupa G/H je isomorfni cyklické grup& ¥adu p2, vytvoiené zbytkovou t¥{dou
g1, v niZ lezi generator g, grupy G(o0). Tedy r,(G) = 2, rp(H) = 1, r,(G/H) =1
a vztah (5) plati.

4. Zavéreéné poznamky

Obsahem tohoto posledniho odstavce jsou dvé véty o Abelovych grupich
koneéné D-hodnosti a pozndmka k Priiferové pojmu hodnosti Abelovy grupy.
Zatim co jsme v predchazejicich ivahach nepouZivali Zadnych hlubsich vy-
sledku teorie Abelovych grup, odvoldme se nyni na nékterd tvrzeni pfipomenuté
v piipravném odstavei 1.

Na rozdil od aperiodickych grup koneéné D-hodnosti (které, jak zndmo,
nejsou obecné direktné rozlozitelné na podgrupy D-hodnosti 1) plati toto
tvrzeni:

Véta 11. Periodickd grupa G koneéné D-hodnosti n je direkitnim souétem m
grup D-hodnostt 1, t. j. primdrnich cyklickych grup a grup typu p® (vzhledem
k riznym prvofistam p).3)

Dikaz. Predné ihned vidime, Ze periodické grupy D-hodnosti 1 jsou prévé
primarni cyklické grupy a grupy typu p®. Jelikoz grupu G mizeme direktnd
rozlozit na p-primdrni komponenty, jejichz D-hodnost je také koneénd, stadi
vétu dokézat za predpokladu, Ze G je p-primdrni. Dikaz provedeme tplnou
indukei. Je-li » = 1, je tvrzeni véty trividlni; pfedpoklddejme, Ze pro p-pri-
maérni grupy D-hodnosti » — 1 = 1 tvrzeni plati. JelikoZ z grupy G' mtzZeme
vidy direktné oddélit cyklického séitance nebo grupu typu p*®, méme G =
=G + G,, tp(G,) = 1. Potom podle véty 6 je rp(@')=n—1, a tedy

n-1 n

=>"G;, rp(@)=1 (1=12,..,0—1), odkud @=3'@,; rp(G)=1
i=1 i=1

(=12, n), q. e. d.

Z vety 11 dostavame ihned nésledujici dtsledek.

Korolar 2. Redukované periodické Abelovy grupy koneéné D-hodnosti jsou
pravé koneéné Abelovy grupy.

Véta 12. Smisend Abelova grupa G koneéné D-hodnosti je Stépitelnd.

Dukaz. V disledku r,(G) < 8, mé téZ periodicka ¢ast P grupy G koned-
nou D-hodnost a je tedy podle véty 11 koneénym direktnim soudtem cyklic-
kych grup a grup G(p®). Prvky koneéného direktniho souétu cyklickych grup
maji vak ohranitené ¥ady, takZe P je direktnim séitancem G. Véta 12 je do-
kéazéna.

Pozndmka 6. H. PRUFER (viz [2]) definuje pojem hodnosti Abelovy grupy
@G takto (oznaéme ji rp(G)):

31) 7 dikazu této vty je patrno, Ze stadi pfedpoklddat, aby kazdé p-primérni kompo-
nenta grupy & méla koneénou D-hodnost.
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Je-li G nenulovd, koneénd a je-li & soustava generdiori této grupy o nejmendim
poltu prvka, potom rp(G) = m(G). Je-li G nekoneénd, oznalme & = (I'),,
systém vdech konelnych podmnoZin prvki grupy G; necht &, ve I je soustava
generdtori o nejmensim poCtu proké podgrupy grupy G, vytvorené proky z I' (e I).
Oznaéme m(G,) = n,. Existuje-li v mnofiné pfirozenych &isel (n,),, maxi-
mdlni proek n,, potom rp(G) = n,; neexistuje-li takovy prvek (t. j. tato mnoZina
je neokranifend), je rp(G) = 0. Pro nulovou grupu G je rp(@) = 0.

Snadno se piesvédéime, Ze pro p-primérni Abelovy grupy splyvé pojem
D-hodnosti s Priiferovou definici hodnosti Abelovy grupy v tom smyshu, Ze
libovolné nekonetné D-hodnosti odpovida Priiferova hodnost co. Piedpokla-
dejme nejprve za tim tdéelem, Ze p-primarni grupa G, je koneéna. Potom je
G(,» koneénym direktnim soudtem p-primérnich cyklickych grup a vidime ihned,
Ze

rp(G) = rp(Gry) - (16)

Predpokladejme déle, Ze rp(G,)) < ¥. Budiz I' libovolnd koneénd mnoZina
prvki z G, a G, konetnd podgrupa grupy G,, vytvofend prvky z této
mnoziny; tedy r,(G(,) = rp(G,). Jelikok G, je konetns, dostdvime
rP(G'(,,)) = rD(G(,,)) =rp(Gp)). S drubé strany viak pro koneénou dolni vrstvu
G(,,) grupy G, je podle pfedchozi divahy a pozndmky 3 rP(G(,,)) = rp( (,,)) =
= rp(Gy)), takZe skuteéné plati (16).

Je-li nakonec r,(G,)) = X, potom dolni vrstva G, je direktnim souétem
nekoneéné mnoha cyklickych grup G(p), takze ihned dostdvime rp(Gy,) = o0.

Stejnymi tvahami, vyuZivajice zndmé véty o rozkladu Abelovy grupy
s konednym podtem generadtorl na direktni soudet cyklickych podgrup, se
snadno presvédéime, Ze plati, je-li grupa @ aperiodické,

rp(@) = 1p(G), (17)
a Ze pro libovolnou Abelovu grupu G plati
rp(@) = 1p(G) ; (18)

pii tom oba vztahy (17) a (18) chdpeme v pfipadg, je-li rp(G) = oo, ve zfejmém
smyslu. Piiklad koneéné cyklické grupy E z pozndmky 1 pak ukazuje, Ze vztah
(18) mezi Priiferovou hodnosti a D-hodnosti Abelovy grupy muZe byt ostrou
nerovnosti; je totiz ziejmé rp(E) = 1, rp(E) = n, n = 2.

LITERATURA
[1] A. I'. Kypow: Teopus rpynm, 2-oe usx., Mocksa 1953.
[2] H. Priifer: Untersuchungen iiber die Zerlegbarkeit der abziéhlbaren primiren Abel-
schen Gruppen, Math. Zeitschrift 17 (1923), 35—61.
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PesmomMme

D-PAHT' ABEJIEBON I'PVIIIIHI

BIIACTUMIJI JJIAB (Vlastimil Dlab), Ilpara.
(ITocrynuno B pegakmuio 9/IV 1956 1.)

ABTOp Ha3HIBaeT B CTaThe MHOKECTBO SJIEMEHTOB (g,),., abGeleBoi Trpymmsl

G D-nesasucumbim, €CIN A3 BCAKOIO0 COOTHOINEHHNA
ky.g9, +ky.9, +--. +kn.g9,=0,
k; — meinrnie 9mciIa, 7 — OPOM3BOJIBHOE HATYPAIbHOe YHCIIO, BHTEKAeT k;. 9., =
=0 (:=1,2,...,n). OueEnTEEE XapaKrep OIpeflelleHAA obecmeumBaeT
CYIIeCTBOBAHUE MAKCUMALbHOU auneiino D-nesasucumoii cucmemst (OTIHIHEIX
OT HYJs 37IeMeHTOB); OJHAKO, € MOIIHOCTH B O0IeM CciIydae He SABIIAETCSA HH-
BapmaETOM rpynnsl G (3amevanue 1). Ho ecnm sxe Gy, ABIsAeTcA HeHYIEBOH
p-OpEMAapHOX TPYOIOH, TO BCe MAaKCAMAJbHEIE JIHHEeHHO J[-HesaBECHMELe
cEcTeMH (KOpOTKO D-CHCTeMB) IMe0T OFHY U Ty ke MomEOocTh (Teopema 1),
KoTOpyI0 HasoBeM D-pameom rp(G(,) rpymmer G, maa Gy = 0 momommm
rp(G)) = 0. D-panr r,(G) obmeii HeHyIeBoi aGeseBoi rpynnsl G ompeneamm
ypaBHeHZEM
(@) = @) + 3 5P

npudeMm P = 3'P(, ABaAeTcA NPAMBIM pPasioKeHEEeM IePHOXHISCKOH JacTHm
P

rpynnsl G Ha p-OpEMapHble KOMIOHEHTH, a r(() o3HadaeT paHr (B OOBIKHO-
BeHHOM cMbIcie) rpynnsl G. Ecam rpynna G sBisgercsa HeHyIeBOH, TO, 09eBHIHO,
r5(G) > 0, ecnm @ — rpynma Ge3s KpydeHms, TO I'p(G) = r(G).

3 Bcex D-crmereM rpynnsl G 0co6oe MeCTO 3aHAMATOT KaHoHudeckue D-cucme-
Mpl, T. €. Takue D-CECTeMEL, KasK /b 03 5JIEMEeHTOB KOTOPAIX ABIAETCH JIeMEHTOM
nam 6ecKOHEOTHOr0 HOPANKA MM IOPANKA, PABHOTO CTeNeHHE IPOCTOTO JHCMA.
Ecmm @ — wamomEmueckas D-cmcrema rpynnsl G, To

m(@) = ry(@) ;%) (1)

ecnm ke rp(G) KOHedeH W eclm KakKoe-HHOymp [-HesaBHCEMOe MHOMKECTBO
& snementos rpynns G ynosnersopsier ypaprermio (1), 7o & ecTs KaEOHmMYeC-
xasg D-cucrema rpynnsl G (Teopema 2 m Teopema 3). lanee, cmpasemimsa
TAKKe

Teopema 5. IIycte M = (B,)s.4 — cosorynnocms ecex D-cucmem Hery.iesol
e2pynnut @; obosnwauum m(G,) = A; 0an 6 e A. Toeda mHodMcecmso kapOurasb-
nox wucen A = (8,)5.4 codepocum Hauboavwul asemenm Ly u Ay = rp(G).
ITpumom mroomcecmso A codepacum moavko 0dur snemenm rp(G) mozda u moavko

1) CamBomoMm m(M) oGosHayeHa MOMHOCTH MHO;kecTBa M.
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mozda, ecau ¢ cucmeme M cywecmeyem zomw o0Ha Oeckomeunas D-cucmema
G5, uau ecau once nepuoauuecnaﬂ‘uacmb epynnst G asasemcs p-NPUMApPHOL
UAY HY A0

Teopema 6. Jas nodepynnet H C G cnpasedauso rp(H) =< rp(G), Oas npamois
cymmsr @ = >’ @, umeem mecmo rp(@) = (@)

tel el

Basxuoe 3nadenue mmeer YTBEpPKAeHHe JemMMbl 10, mpH HOMOIIM KOTOPOH
IOKa3kIBaeTcA Teopema 8.

Jlemma 10. IIycmy M — MHOICECMBO 6CET PewleHUT YPASHEHUS N . T = o,
0 =+ g, € G, n — HamypasbHOe wucao, 6 epynne G. Tozda uau M = @ uau cnpased-
AUBLL YMBEPHCOCHUL:

Ecau rp(G) = 8y, mo m(M) = rp(G); ecau rH(@) < Xy, mo m(IM) < K.

Teopema 8. Ecau rp(G) = ¥, (zau m(GF) > 8,), mo ry(G) = m(G).

B Teopeme 7, B Teopeme 9 m B TeopeMe 10 mccIeAyIOTCA YCIOBHA, OPH KOTO-
puEX pua noprpynnsl H C G mMeeT MecTO COOTHOIMEHHE

rp(G) = rp(H) +rp(G/H) . 2)
C 9701 mebI0 BBOMUTCA MOHATHE ¢1a00 CepBaHTHON IOATD YIIIBL
IMoprpynny A rpynns G HaswBaeMm caabo cepsanmuoil ¢ @, ecnm HKarKIBLA

Knacc ¢axrop-rpynnsl G/H, TOpAXOK KOTOPOTO paBeH IPOCTOMY YHCIY,
COJIeP’KHUT 3TEMEHT TOTO Ke NOpsANKaA.

Teopema 9. Ecau rj)(G) = 8, (uaz m(G) > 8,), mo 0aa wwboii nodzpynnut
H C @ cnpagedaugo coommowernue (2).

Teopema 10. Jus epynnw @, rp(Q) < ¥y, u ee nodepynnst H C G umeem mecmo
pasencmso (2) moeda u moavko mozda, ecau H sensemea caabo cepeanmmuoii ¢ G.

Haxonen, B Teopemax 11 m 12 roBopurcs 0 IepHOAHIECKUX W CMeITAHHBIX
rpynonax, EMenInux KoHewHHH D-paHT; cpaBumBaercd D-pagHT ¢ onpedeseHuem
panza rp(G) abemnesoit rpynuoi G, danwvim I progepom. B ciyaae p-mpmmapHOA
IpyOnsl B B cilydae Ipymusl Ge3 kpyderuma Beerfa Ip(G) = rp(@); B obmem
MOJKHO TOJBKO YTBEp:KIATh, 9T0 Ip(F) < 1rp(R). (Samenanue 6.)

Zusammenfassung
D-RANG EINER ABELSCHEN GRUPPE

VLASTIMIL DLAB, Prag.
(Eingegangen am 9. April 1956.)

Der Autor nennt in der Arbeit eine Menge (g,),.; von Elementen der abel-
schen Gruppe G D-unabhiingig, wenn jede Beziehung

ky.g,+ky.g,+...+k.g, =0
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bei ganzen k; und beliebigem natiirlichem » k;.g, =0 fiir alle i =1,2,...,n
nach sich zieht. Der finite Charakter der Definition garantiert die Existenz
eines maximalen D-unabhdngigen Systems (von Null verschiedener Elemente),
dessen Méchtigkeit aber im Allgemeinen kein Invariant der Gruppe @ ist (Be-
merkung 1). In einer nichttrivialen p-primiren Gruppe G, haben aber alle
maximalen D-unabhéngigen Systeme (kurz D-Systeme) dieselbe Méachtigkeit
(Satz 1), die wir den D-Rang rp(G(,) der Gruppe G, nennen; fiir G, = 0
definieren wir r,(G,)) = 0. Den D-Rang r (@) der allgemeinen abelschen Gruppe
G definieren wir durch die Beziehung

(@) =1(G) + Z"‘D(P(n)) 5
?
hier ist P = 3'P, die direkte Zerlegung der maximalen periodischen Unter-
Vg

gruppe in p-primdre Komponenten und r(G) der Rang der Gruppe (im
gewohnlichen Sinne). Wenn die Gruppe G nichttrivial, d. h. von der Null-
gruppe verschieden, ist, so ist offenbar rD(G) > 0, ist die Gruppe @ torsionsfrei,
s0 ist rp(G) = 1(G).

Unter den D-Systemen der Gruppe G sind besonders wichtig die kanonischen
D-Systeme, d. h. diejenigen D-Systeme, deren jedes Element entweder eine
unendliche oder eine Primzahlpotenzordnung hat. Wenn @& ein kanonisches
D-System der Gruppe & bedeutet, dann gilt die Gleichheit

m(@) = rp(@) 1); (1)

im Falle, daB r,(@) endlich ist und irgend eine D-unabhingige Menge & der
Gleichheit (1) geniigt, ist & ein kanonisches D-System der Gruppe G (Satz 2
und Satz 3). Weiterhin gilt:

Satz 5. M = (Gy)s.4 ser das System aller D-Systeme einer nichitrivialen
Gruppe @; bezeichnen wir m(®;) = A; fiir jedes 6 € A. Dann hat die Menge A =
= (A4)sca der Kardinalzahlen s ein groptes Element A, und es ist rp(G) = Ay,
Hierbei enthilt die Menge A gerade ein einziges Element rp(G), wenn und nur
wenn im System M wenigstens ein unendliches D-System ©;_ existiert, oder wenn
die maximale periodische Untergruppe der Gruppe G p-primdr oder trivial ist.

Satz 6. Es ist fur die Untergruppe H C G rp(H) < rD(G) und fir die direkte
Summe G ="' G, ry(@) = ZrD(G ).

el
Die Aussage, die im Hllfssatz 10 enthalten ist, ist besonders wichtig; mit
ihrer Hilfe ist dann der Satz 8 bewiesen.

Hilfssatz 10. M ses die Menge aller Losungen x € G der Gleichung n . x = g,

wo n natirlich und 0 + g, e G ist. Dann ist entweder M = P oder es ist fiir r(G) =
= 8 m(M) < rp(Q) und fir rp(GF) < ¥, ebenfalls m(M) < ¥,

1) m(9M) ist die Michtigkeit der Menge M.
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Satz 8. Falls (@) = ¥, (bzw. m(G) > %) 8¢, so ist rp(G) = m(G).
Die Sitze 7, 9 und 10 untersuchen, unter welchen Bedingungen fiir die
Untergruppe H C G die Beziehung

rp(@) = rp(H) + rp(G/H) (2)
richtig ist. Zu diesem Zweck fithren wir den Begriff der schwachen Ser-
vanzuntergruppe ein:

Die Untergruppe H der Gruppe G nennen wir eine schwache Servanzunier-

gruppe in @, wenn jede Restklasse der Faktorgruppe G/H von Primzahlordnung
ein Element dérselben Ordnung enthilt.

Satz 9. Falls r,(G) = ¥, (bzw. m(G) > &) ist, dann gilt fir jede beliebige
Untergruppe H C G die Beziehung (2).

Satz 10. Falls r,(G) < ¥, ist, dann gilt fir shre Untergruppe H C G die Gleich-
heit (2) dann und nur dann, wenn H eine schwache Servanzuntergruppe in G ist.

Am Ende werden in den Sétzen 11 und 12 die periodischen und gemischten
Gruppen von endlichem D-Range untersucht, und es ist der D-Rang mit der
Pruferschen Definition des Ranges rp(@) der abelschen Gruppe G verglichen.
Fiir p-primére und torsionsfreie Gruppen ist immer rp(G) = rp(G); im Allge-
meinen gilt allerdings nur die Beziehung rp(@) < r,(G). (Bemerkung 6.)
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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

POZNAMKA K OTAZCE RESITELNOSTI
JISTE SOUSTAVY NEROVNOSTI KLADNYMI CISLY

ALENA CERVENA, Praha.
(Doslo dne 27. &ervna 1956.) DT:512.18

V élénku jsou metodou tplné indukce dokdzdny nutné a postaduji-
cf podminky existence kladného feSeni jistého specidlnfho systému line-
érnich nerovnosti.

S. N. CerNIEOV Vv praci vyslé na jate roku 1956 [1] udal nutné a dostadujict
podminky pro existenci takového FeSeni obecného systému linedrnich nerov-
nosti, jehoz nékteré anebo vSechny komponenty jsou kladné (nezdporné),
resp. zaporné (nekladné). Podminky uvedené v jeho praci jsou znaéné sloZité
(jak lze otekédvati pii obecné formulaci problému).

Ukolem tohoto &lanku jest zodpovéd&t specidlni otdzku, jakym podmin-
kam museji vyhovovat kladné konstanty Cy, ¢, k = 1, 2, ..., n, aby soustava
nerovnosti

05Chp + 05015 + «o. + #,0, < 2,045,

00,051 + 03005 + oo + 0,000 < x,C,y
..................... (1)
06,001 + %5Cns + « oo + p_1Crny < 32Chn

meéla feSeni o« xy, ..., %y, kde a; > 0 prot = 1,2, ..., n.

Ni%e uvedend v&ta neplyne bezprosttednd z odpovidajici véty Cernikovovy
a také metoda obou praci jest rizna.

Véta. Nutnd a dostatujict podminka k tomu, aby soustava nerovnosti (1), kde
vdechny konstanty Cg, jsou kladné, méla Fedent o, xs, ..., &y, kde ;> 0 pro s =
= 1,2,...,n, jest tato:

a) Soubin C1,C,, ... C,, md nejvétsi hodnotu ze vdech soucini typu Cy; Oy, ...
e Gy, kde 1y, 1, ..., 1, je néjakd permutace Cisel 1, 2, ..., n.

b) Determinant soustavy, kterou dostaneme ze soustavy (1) prevedenim vdech
Elend na pravé strany nerovnosti, jest vét$i neZ nula, t. j.
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Cyy —Cha oo —Chn |
_‘021 022 oo — Oy

il —Chyonr G

(O vzajemném vztahu podminek a) a b) bude ¥eé na konei élanku.)
Dukaz provedeme tplnou indukei.
Pro n = 2 mame TeSit soustavu

%0yp < 0,0y, 0,05 < 05, . (3)

Predpoklédejme, Ze soustavé nerovnosti (3) vyhovuji kladna &sla «,, «,. Pak l

Xo Cy ; X2 Cy Oy Cu .
2 <t ale také £ > —=. Odtud plyne =2 < —* neboli
21 Cs &3 Ca L Oy Chs

05,012 < 0105y, 01105 — 05,01, > 0, (4)
éim% jest dokdzana nutnost podminek a) i b).
Spliiuji-li naopak kladné konstanty Cj, ¢, k= 1, 2 nerovnost (4), pak

021 C,11"
< M
022 012

~a miZzeme zvolit éislo k > 0 tak, aby platilo On <k< % Polo-
2

C'2 012

zime-li v8ak k = ? s kladnymi hodnotami «,, «,, dostdvame YeSeni soustavy
2
(3), které mé pozadované vlastnosti.

Tim jest dokézana i dostaditelnost vyslovené podminky v pripadé n = 2.

Predpoklidejme tedy, Ze jest nafe véta spravnd pro n — 1 a dokazme ji
pro n. (Indukéniho predpokladu bude pouZito aZ pfi dikazu podm nky b),
podminka a) se dokaze nepfimym diikazem bez pouZiti indukce.)

Podminka a) jest nutna z tohoto divodu:
Predpokladejme, Ze podminka splnéna neni, t. zn., Ze existuje takova permu-
tace iy, 1y, ..., 0, Cisel 1, 2, ..., m, Ze

011’,.021:, e Cm',, = 0,05 ... Opp

a Ze soustavé nerovnosti (1) vyhovuje soustava kladnych &isel «;, &, ..., Gn.
Tim spiSe by musely byt splnény nerovnosti

01510(1'1 é 0110(1 "
Ozi,‘xi, = Cpotry,

Onin‘xi” é Ovmo‘n ¢

(5)

Jednotlivé nerovnosti v soustavé (5) jsou pro i; + k disledkem odpovida-
jicich nerovnosti ze soustavy (1), pro ¢, = k pak se redukuji na trividlni rov-
nost. Zaroven jest jasné, Ze v soustavé (5) musi alespoii ve 2 p¥ipadech, neni-li
%y, Uy, ..., i, hlavni permutace, platit ostrd nerovnost.
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Ponévadz v soustavé nerovnosti (5) se pracuje vesmés s kladnymi veli¢inami,

dostali bychom po vyndsobeni
C1:Cas, - Crixspiy oo 0ty < 03045 ... Cppoiytig ... 04y,

co? jest spor, nebot O, Oy ven Oy == 010y v Ol .

DokaZme nyni za predpokladu, Ze jest splnéna podminka a), nutnost
podminky b).

Necht jest splnéna soustava nerovnosti (1) (kladnymi hodnotami x,, «,, ...
«.., &,). Pak z prvni a posledni nerovnosti této soustavy vyplyva

00100 +0,Cps + ... 40y i <o, < 0,013 — %3019 — 003 —...— %, Oln—l
Orm " Oln .

(6)
neboli
0‘1(01110111 - Cuonn) + 0‘2(01:2011; + Olzcnn) + see + “n—l(onn—lol'n. +
+ Cln—lo’n'ﬂ) < O ]
&ili
0"2(011.20111 + 01201"1.) +
T+ owes + “u—1(0nn-101n + 011;-10-‘;17:) < 0‘1(01101”1 == Omoln) .
Analogicky, vyloutime-li vidy «, z 2. a n-té atd. aZ (n — 1)-té a zéroven
n-té nerovnosti soustavy (1), dochézime tak k soustavé n — 1 nerovnosti
typu
0‘2012 + 0‘30:,13 AT o ‘xn—loin—l < 0‘10;1 )
.......................... )
0‘10;_11 T+ e A “n_20;_1n‘2 < “n—107’s_1' n-1> i
kde Cj = CyCpp + CinCrx Pro i £ k & Cy = CiiCun — CinCus -
Viechny konstanty O, jsou v désledku podminky a) kladné a soustava
(7) mé podle udinéného predpokladu FeSeni o, xty, - .-, Xn_y, Kde ; > 0. Podle
indukéntho pfedpokladu vyhovu]l tedy konstanty Cix, kde 4, k=1,2,.
., — 4, podmince b), t
| (Ollann - Olnonl) - (O] 201m + Cln ne)' (Gln—loﬂn e Olnon‘n—l) .
‘ - (0210'rm + oz'nonl) (02207m - Oznonz)' (CZn—l nn + CZn nn—l) > 0. (8)

J (CresiCnn +CrinCrt) e ee et (Cr1nC Cr1nCrns)
Posledni determinant jest mo¥no zapsat ve tvaru
(Ouofm - Olnonl) """"" - (Olﬁ—lonn ~+ Olno'rm—-l) 0
1 - (02107111. 7+ Cznonl) -------- - (C2n—10nn 4= Oznorm—l) 0
D =0— ........................................................... e
) i — (Ohi3Cuin + CrzgnChy) 5 1.4 L3y Cla Ouz5uCnn-1) 0

- O'nl — 0112] si'e - Onﬁ—l + Crm.
i ©
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Nyni budeme postupné od ¢-tych fadka (¢ =1, 2,...,n — 1) determinantu
ve vzorci (9) od&itat fadek n-ty, ndsobeny konstantou C,,. Po této Gpraveé

Ononn - Clzonn """ - Ol’n—lo'nn - Olnonn
1 - 0210nn Ozzorm ------ - Czn—lonn - Oannn
i Cnn - Oﬂ—llonn """"""""" - C‘n—l’n—lOnn - On—annn al
—Cpyy  —0Cpp --.... Clan=i + Cpn
i 011 - 012 ..... - Cln l
— (2| = O Caeenn Con | > 0
| — Gy —Chy ... C,.,

Pong&vadz (C,,)" 2> 0, divd ndm posledni vztah podminku b) v piipadé sou-
stavy » nerovnosti uvazovaného typu.

Dostaditelnost podminek v nasi vété se dokdZe zpétnym pochodem
opét tplnou indukei:

Zapidme podminku b) v ptipadé » nerovnosti. P¥islusny determinant naso-
bime kladnou konstantou (C,,,)"~2azpétnou Gpravou se dostaneme az k determi-
nantu (8), ktery je rovnéz > 0.V tomto determinantu konstanty Cj, = CixChrs +
+ (1 — 28) CinCoi jsou kladné (pro ¢ =+ k je to zfejmé, pro ¢ = k jest to
v dtsledku podminky a)). Podle indukéniho pfedpokladu méa tedy soustava.
(7) Yeseni kladnymi &isly &, oy, ..., Gpoy-

Zpétnou upravou nerovnosti v soustavé (7) dochazime k nerovnostem
typu

03001 4 %3Cpg + ... + 0tq_1Cpny
C'n'n

< ;055 — 0,0y — oo — 05 105y — 03310555 — oo — 0y 30jny

o . (10)

kdej=1,2,...,n — 1. (Viz (6) v pfipadé j = 1.)

C i jsou konstanty, za «; si myslime dosazeno né&jaké kladné FeSeni soustavy
(7). Vzorec (10) ndm potom p¥edstavuje soustavu n — 1 nerovnosti mezi éisly,,
pii demZ na levych strandch téchto nerovnosti jest vidy totéz kladné &islo,
které jest zfejmé mensi nmez minimum pravych stran, které oznalime m,.
V disledku toho mtZzeme najit kladné &islo «,, vyhovujici nerovnosti

1 n-1

C izl‘xiomi < X < My
nn t=

a toto &islo «, muZeme potom vloZit mezi levou a pravou stranu libovolné

nerovnosti ze soustavy (10). Soustava kladnych &sel «,, «,, ..., &, pak zifejmé&

vyhovuje soustavé nerovnosti (1). Tim jest dokonden dilkaz uvedené véty.
Zévérem jest moino p¥ipojit né8kolik poznimek.

<
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Pozndmka 1. Predpoklad, Ze v determinantu (2) jsou kladné konstanty
pravé v hlavni dhlopiiéee, jest pro vétu podstatny, jak jest snadno vidét
na pifkladech.

V piipadé n = 2 vyhovuje dané podmince soustava

Cpoy — Cias >0, — Cyx; + Cpex; >0, C; > 0.
Soustava

— Cpoy + Crpoy >0, COyxy —Crps > 0,

kde Cy > 0 pro i, k = 1, 2, mé Yefeni kladnymi é&isly «,, «, tehdy a jen tehdy,
—Cn  Cp

021 — Va2
stava Oy, + Craxy > 0, Cyp — Copx; > 0, Oy > 0, méa YeSeni kladnymi
Cnn Oy I
021.‘—022 o

'Poznéamka 2. Podminkém véty bude vyhovéno na p¥. vidy tehdy, bude-li
C;
Ci=n—1
platit ostrd nerovnost. MiZeme totiz nahlédnout p¥imo, Ze potom soustava
(1) bude mit Yefeni uvazovaného typu. Véta viak déva podminku reSitelnosti
v plné obecnosti.

jestlize < 0, jak se snadno presvédéime. Konetnd na pt. sou-

&isly «,, oy pii libovolné hodnoté

= pro j = i, pi¥i demZ pfi pevném ¢ alespoii pro jedno j bude

Pro n = 3 m4 na p¥. podminka b) tvar

01102303 + C1505,035 + C15C03C4 + C1505,Cp + C130,505 <
< 011022033

neboli po déleni souéinem C,C,,C43 > 0,

9_%.93_2 0_12021+012_.C;_23,0_31+9E__2.%+
Oy O Cy1 Cys Cyy " Cyy Cg O Oy Oy

Q
Q

1 3

=

Q) Q3

8

<l.

Q

1

=

‘ i o 1
V krajnim piipadé % = %pro ¢ = j se nerovnost zméni v rovnost 3. T +
1
+ 2 . § == ]. .

Pro n = 4 md podminka b) tvar

011022034043 + 011023032044 + 011023034042 + 011024032043 + 011025.033042 +
+ 012021033044 + 012023031044 + 012028084041 + 012024031048 + 012024088041 +
+ 013021032044 + C'1361210341‘(’14.2 + 013022031044 + 018022084041 + 013024032041 +
+ 01403 C35045 + €140 CiClus + 1402200015 + C1aC0:00001 + CraCis .-

. 031042 < 011022033044 + 012021034043 + 018024081042 + 014023032041 =
(1)
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Po déleni vyrazem C,;C,,C;33C,, a dosazeni krajni hodnoty g—”- = :—;-pro EX)

o 1 1 1 1
dostavameﬁ.g—}—s.ﬁ—f-ﬁ.ﬁ_1—]—3.5.

Pozndmka 3: Po rozepsini podminky b) pro piipad » = 3 v poznimce 2
vidime, Ze v tomto pfipad$ podminka a) jest disledkem podminky b), aviak
nikoliv naopak. V pfipadé n = 2 vyplyva dokonce podminka a) z podminky
b) a naopak podminka b) z podminky a). Pro n = 4 jsou viak jiz podminky
a) a b) navzajem nezévislé. Polozime-li na p¥. v (11) C,, = C, = O3y = Oy =
= 10 a ostatni konstanty = 1, pak jest zfejmé podminka b) splnéna, ale neni
splnéna podminka a).
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Peszowme

3AMETHKA K BOIIPOCY PEMAEMOCTH ONMPEIEJEHHON
CHUCTEMBI HEPABEHCTB ITPU ITOMOIIU IMOJIOUTEJBbHBIX
YNCEJI

AJIEHA YEPBEHA (Alena Cervens), IIpara.
(ITocTymmmo B pemaxumo 27/VI 1956 r.)

I'naBHOM 3amadvell CTaThbH ABIAETCA JOKA3aTEIBCTBO CIETYIOIEH TeOpeMBI:

Heobxodumsim u Qocmamounsim ycaosuem 04s mozo, umobs, cucmema Hepa-
6eHeM8 :

%101 — 03010 — 43Ch3 — ... — 2,01 >0,
— 005 +0gCap — 03005 — ... — 3,05, >0,
— 010p; — 0Cy — %3Cng — «.. +5,Cpn >0,
20e ece Koncmarmul C ;. NONOMHCUMEALHBL, MO2AA UMEMD PEULEHUE (X1, Kg, - « oy Oipy
20e x; >0 0aa i =1, 2, ..., n, agasemcs ciedyiowee:
-a) Ipoussederue Cyy Cyy ... C,, umeem naubosvulee 3Ha¥eHUe U3 6CET
npouseederut muna Cy; Cy; ... Cyy , 20€ iy, iy, ..., i, A648eMCA KAKOW-MO
nepecmanogkoil wucea 1,2, ..., n. /

(i 0) Onpedeaumenrs paccmampusaemoti cucmenst 6oavue HyAS.
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B mpmMmevaEMAX K NpHBeleHHOH TeopeMe YKas3HBaeTCA HA TO, 9TO IpPeHe-
6 peseHENe IPEANOCHIIKOM, 9T0 Bee KOHCT. Oy IBIAITCA MOJOKATEIbEEIME, IPH-
BOJHT K TOMY, 9TO TeopeMa IepecTaeT OHTh mpaBmiIbHOH. [lamee ycraHaBmm-
Baercd B3aEMHAsg 3aBHCEMOCTh ycuoBmix a) m 6). Hdua » = 2 Britekaer ms
ycioBud a) ycloBue 6) m Ha060poT; Al % = 3 BEHITEKaeT U3 YcI0BAA 0) yCIoBEe
a), Ho 6) He ABIAETCA CJIEICTBHEM a); I n = 4 00a yCIIOBUA SIBIAIOTCA B3a-
MMHO He3aBHCHMEIMH.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DIE LOSUNGSFRAGE
EINES SPEZIELLEN SYSTEMS VON UNGLEICHUNGEN
DURCH POSITIVE ZAHLEN

ALENA CERVENA, Praha.
(Eingelangt am 27. Juni 1956.)

Eigentliches Ziel der vorgelegten Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes: |
Notwendige und hinreichende Bedingung dazu, dass etn System von Ungleichungen

06,017 — 05010 — 2Ci3 — ... — 0,01 >0,
—0,Cg + %305 — 430 — ... — 06yCop >0,
—06,00; — 065Cnp — 0503 — oo + 0,Cop >0,
wo alle Konstanten C;, positiv sind, eine Losung o,, &y, ..., o, besitzt, wo o; > 0

fari=1,2,..., n, ist die folgende:

a) Das Produkt C,,C,, ... C,, besitzt dem grissten Wert zwischen allen Pro-
dulkten von dem Typ Cy; Cy, ... Cpi, w0 1y, 1y .., 1, eine Permutation der Zahlen
1,2,...,n ust. '

b) Das Determinant des genannten Systems von Ungleichungen ist griosser
als Null.

In Bemerkungen zum zitierten Satz zeigt man, dass man durch die Ver-
nachlissigung der Voraussetzung dariiber, dass alle Konstanten O positiv
sind, zu einem nicht mehr richtigen Satz gelangt. Weiter wird die gegenseitige
Abhingigheit der Bedingungen a) und b) untersucht. Fiir n = 2 ist die Bedin-
gung a) Folge von b) und umgekehrt; fiir » = 3 ist a) Folge von b), aber nicht
mehr b) Folge von a), fiir » > 4 sind die beiden Bedingungen gegenseitig un-
abhéngig.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

POZNAMKA K OTAZCE O OSCILACNICH VLASTNOSTECH RESENI
DIFERENCIALNT ROVNICE y” + A(x)y = 0

MILOS RAB, BRNO.
(Doslo dne 30. dervence 1956.) . ’ " DT:517.941.91
Autor zostiuje zndmé kriterium, aby rovnice y” + A(z) y = 0 byla

neoscilatoricks resp. oscilatorickd, a zobecihuje neddvno publikované
vysledky L. D. NIKOLENEKA.

. 1. E. GacLiarpO ukézal [1], Ze postadujici podminka k tomu, aby integraly
d]ferenclalm rovnice

¥+ A(x) y=20 (1)

oscilovaly v mtervalu (@0, + oo) jest, aby funkce B(x) Ax) — byla

4x2 ‘
nezaporns a mtegral f zB(x) dz — + o0 prot— 4 0.

L. D. NxoLENEO odvodil [2] nisledujici nutnou podminku pro oseilaci

integrald diferencidlni rovnice (1), ,,blizkou™ k Gagliardové postacujici pod-
mince:

) T :
fxlanax{A(x)—‘i—lxé,O}dx—»—}-oo pro ¢ = + o . 2)

Gagliardova postadujici podminka je vS8ak zvlastnim pFipadem obecné]su
véty, kterou odvodil jiz pied tim M. ZrAmarn [3].

Oznaéime-li log, z = z, log, = log log,_, #; Ly(x) = 2, Ly,(x) = L,_,() .
.log, z; Su(x) = > [Li(2)]7%, jest Zlamalova postatujici podminka pro oscilaci

integralt diferenciélni rovnice (1), aby

4
[L,(x) {A(x) = } S,,(x)} dze - 4+ prot— +o0. (3)
Podminku tuto odvodil Zlamal jako korolar véty, které v dalsim také uZijeme:
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a) Jestlize integrdl f % diverguje a jestliZe existuje kladnd funkce o(t) majict

spojitou pront derivaci takovd, Ze

j-% w?(t)dt < 4 o0, (4)
Jo) ft)dt - + 00 pro x—> + 0, (5)
pak diferencidlni rovnice (Q(x) y')’ + f(x) y = 0 jest oscilatorickd.

Obé podminky (2) a (3) se daji zobecnit.
Ukazeme, Ze postadujici podminka k tomu, aby integrdly diferencidlni
rovnice (1) oscilovaly, jest, aby
11

f Lnﬁ(sﬂ {A(x) - Ti"sn(w)} dz - 40 pro t—> o0, (6)

logiiz x

a nutnd podminka

. .
J L, . (x) Max {A(m) — %Sn(x) , 0} dz - + o0 prot— + 0, (7)

pro n celé nezaporné a ¢ > 0.
V piipad$, Zze A(z) sphiuje podminku
A@)— L8

JLp(@) dz < + 0, (8)

lze udat pro integraly diferencidlni rovnice (1) asymptotické vzoree. DokizZeme,
Ze existuje takovy fundamentalni systém y, (), y,(x) diferencidlni rovnice (1),
Ze

11(@) ~VLa(@) s ya(@) ~ Lu@) 10guss @ -
2. Dokézeme nyni postaditelnost podminky (6) k oscilaci integralt diferen-
cidlni rovnice (1). ‘ .
Transformujme diferencidlni rovnici (1) substituci

s ~ e
§ = “(x) ’ y(x Vm ’

kde o(x) znadi libovolnou funkei, kterd mé v intervalu (z,, 4 c0) spojitou
tieti derivaci a «'(z) > 0.
Po snadném podtu obdrzime diferencidlni rovnici pro u

S R@u=0, ®
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kde
' A ()
«'3(x)

Zvolime-li specieln& «(x) = log, .z, jest

R(x) = V(x) + Vx) =— i) 3 e (10)

R@) = I2(@) {A(x) - }&(x)} .

Dukaz. Pfednsg jest o'(x) = 1( i , takzZe stadi ukazat, ze V(z) = ——L"‘(x) .
S, (x), &ili (podle (10)), Ze
1., 1, 1 A
— 7 L2 @) + 5 Li(@) La(2) = — 7 La(2) Sa(@) - (11)

Ditkaz provedeme tplnou indukef.
Pro n = 1(11) zfejmé plati. P¥edpoklddejme nyni platnost (11) pro » — 1
a dokazme pla,tnost pro n. Pondvad? L.(z) = (L,_,(x) log, )’ = L,_,(x) -

dog,z +1, Li(x)= L, () log,z + 7= "‘1( ) dostavame pb dosazeni do levé

-Ln-l( )
strany (11):

— L) + 3 Liw) L(@) = — 3 [Li (@) log, o + 1 +

+§L,,<x)[ o) 0B = + XD = logt el 3 Lonie) Liu@) — pLitate)| -
1

= logh e | — 8uae) Ihae)| — 7 = — FT0) Sue) — =

»hlv-

= — iLﬁ(ag) [Sﬂ_l(x) == ﬁ] = — — L) S,(x), ec. b. d.

ObdrzZeli jsme tedy tento vysledek:

Diferencidlnt rovnice (1) se transformuje substituct

s=«xx), y= Vu_(s)" kde o(z) =log 412 (12)
v diferencidlnt rovnici
a4 L2(zx) {A(x) — %Sn(x)} u=0. (13)

Polozme nyni ve vété (a) w(s) = s(log s)™2¢ (¢ > 0), @(s) =1 a aplikujme
ji na diferencidlni rovmcl (13). Ponévadz w'(s) = (logs)™—¢ — (1 + ¢) .
. (log 8)—2—‘, jest
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ds <

fw'2<s> 4 f (log 5)*~* — 2(1 + &) (log 5)*2+ (1 +-)* (log s) =+~

($) s (log s)~1—¢

ds
1—{—3)2[8_(1W< + oo .

Také podminka (5) je splnéna vzhledem k predpokladu (6), nebot

i 4

[w(s) f(s) ds = [log,., z(loglog, . )~1~¢ Li(x) {A (®) — "S (x)} d(log,; z) =

n+1 x) 1
flog;j;;x { T4 S (x)} de.,

kde t’ je dino vztahem ¢ = log, .,t'. Integraly diferencidlni rovnice (13), a tedy
téZ (1) osciluji v intervalu (z,, 4 c0) a postaditelnost podminky (6) je dokazana.

Nez pristoupime k vySetieni integralt diferencidlni rovnice (1) v pifipadé
neoscilatorickém, pfipomenime vétu [4], [5]:

Jestlize [z | f(x)| dx < + o0, md diferencidlni rovnice y" + f(z) y = 0 takovy
fundamentdlni systém, Ze y, ~ 1, y, ~ x.
Aplikujeme-li tuto vétu na diferencidlni rovnici (13), obdrzime: jestlize

st () (x)—-—Sﬁ(x ds——fL,,+1(x ]A(x ——S ()|dr < + 0,

mé diferencidlni rovnice (13) fundamentalni systém u, ~1, u, ~s, a tedy
diferencidlni rovnice (1) vzhledem k (12) fundamentélni systém

Y~ VLn 23) ’ e VLn(z) 10g7l+1 Zz,
takze je ziejmé neoscilatoricka.
Abychom dokézali podminku (7), nutnou pro oscilaci, poloime B(x) =
= Max {A (), %Sn(x)} . Jestlize

an+1(x)

B(x) — %Sn(x) de = [Ly.,(x) Max {A(x) = iSu(x) ) 0} dz < 40
dle (8), jest diferenci4lni rovnice y” + B(z) y = 0 neoscilatoricka, a tedy tim
spiSe neosciluje diferencidlni rovnice (1). Nutnost podminky (7) pro oscilaci
integrala diferencidlni rovnice (1) jest tim dokazéna.

Pozndmka pti korektu¥e. Podminku (7) nutnou pro oscilaci jntegrali
diferencidlni rovnice (1) odvodil soudasné Nikolenko v praci ,,06 ogaom moc-
TATOYHOM YCJIOBMH HeKojeGaTenbHOCTH pemenuil ypasHeHmA ¥ + f(x)y = 0,”
HJAH CCCP 110 (1956) 929—931.
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Pezmome

BAMETKA K BOIIPOCAM O KOJEBJIOMWUXCA PEMEHUAX
TN OOEPEHIMAJIBHOTO YPABHEHUA 3" + A(x)y = 0

MMJIOOI PAB (Milo§ Rab), Bpso.
(ITocrynunno B pegakuuio 30/VII 1956 r.)

JI. . Hukonerxo [2] yrkasax Heo6Xommmoe yCIOBHe [jisi TOTO, YTOOBL
pemenns JuHeiHOTO NudPdepeHNUANBHOT0 ypaBHEHHA 2-0r0 HOpPAIKa

Yy +A@)y=0 (1
OHIN KOJIeOMIONMUMECH, KOTOPOe OH CYUTAN ,,J0CTATOYHO GIM3KAM‘ HOCTATOY-

HOMY ycnopmio 9. I'aramap ma. 3to HeoGX0amMOe YCIOBHE, PAJOM ¢ TOCTa-
TOYHEIM yciaosmeM ['armmappma [1]:

i
4;220, fxB(z)dx - + co mpm t - + 0,

B(z) = A(x) —
clleqyomee:
- 1
fxlana,x{A(x) ~ O}dx= + 0.

B macrosameit paGore o6a ycmosus obobmarnTcsa. HorassiBaeTcs, 94To AOCTa-
TOYHEIM YCJIOBHEM I TOTO, 4ro0sl pemeHua AEPPepeHIIATLHOTO YpaBHEHUS
(1) OeIm KomeOaIOIUMUCH, ABIAETCA PACXOAEMOCTh HHTerpalia

t

L +1(%) . 1
f logit; « {A(x).. ZS"(”‘)} dz mpu £ — 4 o0,

rie n — Lejoe HeorpmmarenbHoe dmesro u & > 0. (Onpemenenue ¢yHKImMA
L,(x) = S,(x) cmoTpm B craTse.)
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HeoGxogmmoe ycoBme ciexyiomee:

13
pr+1(x) Max{A(x) — {—’lt-Sn(x), 0} dr —- + o0 nmpm f{—+ —+ 0.

Ipm ycnosmm [ L, ,(x) ’A(x) —i— n(x)‘ dx << 4 co BEIBOJATCA IJA perme-
gud pEddepeHnmanbpEOro ypasEeHmA (1) acmmmroTudeckme (opmymsr. [Ho-
KashlBaeTCsA, IT0 CYIECTBYeT Takasd QyHIaMeHTAalbHAS CHCTEMA Y; M Y, peme-
it judpdepernransroro ypaBreHud (1), 410 ¥y(%) ~ VLﬂ(x), Yo(x) ~ VLn(a:) .
.log, ., 2. o

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG ZU DER FRAGE UBER DIE OSZILLATORISCHEN
EIGENSCHAFTEN DER LOSUNGEN DER DIFFERENTIAL-
GLEICHUNG 3’ + A(z)y = 0

MILOS RAB, Brno
(Bingelangt 30. VII. 1956.)

L. D. NigorLENKO [2] hat eine notwendige Bedingung fiir die Oszillation
der Losungen der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
Yy +A@)y=0 (1)

abgeleitet, die er als ,naheliegend“ der hinreichenden Bedingung von E.
GaeLiarDO [1] betrachtete. Seine notwendige Bedingung, neben der hinrei-
chenden Bedingung von Gagliardo [1]:

t
B(x)=A(x)~$ZO, [zB(x)dz - + o0 fir t— 4+ o0,

ist folgende:
L
4z’

In der vorliegenden Arbeit werden beide Bedingungen verallgemeinert.
Es wird bewiesen, dass die hinreichende Bedingung fiir die Oszillation der
Losungen der Differentialgleichung (1) die Divergenz des Integrals

fx lanax{A(x) O}d:c = 4+ 0.

t
f ) {A(x) — i—s,,(x)} de firt — 4 oo

10g1z+2 z

ist, wo ¢ > 0 und » eine nichtnegative ganze Zahl ist. (Die Definition der
Funktionen L,(x) und 8,(x) findet man in der Arbeit.)
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Die notwendige Bedingung ist:

t

an+1(m) Max {A(x) - % Sa(x) , 0} dx - + o0 fiir ¢— 4 0.

‘Unter der Voraussetzung [L,.,(x) ‘A(x) — iS,Ax)‘ dx < 4+ o '

werden fiir die Losungen der Differentialgleichung (1) die asymptotischen
Formeln abgeleitet. Es wird bewiesen, dass ein solches Fundamentalsystem
Y, und y, der Differentialgleichung (1) existiert, dass y,(x) ~Vm >
Ys(2) ~ [ Lo(®) - log,., gilt . :
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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 82 (1957) , Praha

POZNAMKA 0 KONVEXNIM MNOHOUHELNIKU

JIRI SEDLACEK, Praha.

(Doslo dne 30. dervence 1956.) DT:518.192

Tato pozndmka navazuje na oteviené otézky z autorovy price
,»O soustavéch thloptidek v konvexnim n-thelniku‘‘, Casopis pro pésto-
véni matematiky, 81 (1956), 157—161.

Zékladni pojmy a symbolika jsou zavedeny v citovaném autorové &lanku.
Dile pro strudnost oznaéme card N poéet prvkii (koneéné) mnoziny N. Cislem
v celém ¢lanku rozumime celé &islo.

Otézka odhadu &fsla card Sg” miZe byt tiplné zodpovézena jen po zjisténi,
pro kterd k, n existuje soustava S§". PYedpoklddime-li v¥ak, Ze k je &islo
,»pomérné malé‘ vzhledem k #, je existence soustavy'zaruéena, a muZeme
prlstoup1t k odhadu pro card S, coZ se provddi v tomto pi{spévku.

Existuje-li v konvexnim n-tihelniku soustava Si”, miZeme pomoci Sg”
definovat rozklad R{” daného n-tihelnika na maximalni-souvislé oblasti.
Snadno se nahlédne, %e prvky z R{” jsou konvexni mnohouhelnikyl) Podet
r-tihelnikdl v rozkladu R{" oznaéme o,.

Lemma 1. Je-li k = 1 a existuje-ls Sy°, pak card RS = n. |

Diukaz. Pii n = 4 je tvrzeni ziejmé. Pfedpokladejme, Ze existuje nejmensi
4slo n > 4 takové, Ze pro jisté k = 1 existuje S¢” a plati card R{" < n.
Odtud plyne existence (konvexniho) r-thelnika v rozkladu R{, ktery mé
aspoii dvé strany 4,4, a 4,4, (1 = v < w < n) spoleéné s danym n-tGhel-
nikem. Je-li » + 1 < w, existuje Ghlopfitka 4,4, noh ¢ S‘”) (spor s definici
sousta.vy 8. Je-liv 4 1 = w, pak musi byt A,4,,,, € S, tedy 44,4,4,,., €

eR{", takie v (n — 1)-Ghelntku 4,4,...4,4,,, ... 4, exmtu]e soustava
80P =8 ~ {4,4,.,} a jiuréeny rozklad R$- H R = {A4,4,4,,,}
sphiiuje podminku card Ry < n — 1, coz ]e spor s muumalitou Sisla n.

1) Podet stran kaZdého z nich je nerwj'§e n pfin lichém a nejvySe n — 1 pfin sudém
viz [llkaspceruii-encos-Aanom: VaGpanabie 3aja9n X TEOPEMEI SIeMEHTAPHON MATEMATURHE,
yactb 2, MockBa 1952 (sagaua 6).
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Véta 1. Je-li n.= 2k + 2 = 4, pak ke kaZdému ce{n —k— 1;n +k — 3)
existuje soustava Sy tak, Ze card 85 = c.

Dikaz. Pron = 4 an = 5 je tvrzeni zfejmé. Budiz n > 5 a piedpokladejme,
Zze v kazdém konvexnim n'-thelniku (n' < n) ke kazdym ¢, &’ sphiujicim
vztahy

n =2 +2=4, 0 -k —-1ZcELn +F —3

existuje soustava 8§’ tak, Ze card S{° = ¢’. Uvazujme n-thelnik 4,4, ... 4,
a necht n=2k+2=24, n—k—1<c<n+k—3. Pro k=1 je
¢ = n — 2 a tvrzeni je ziejmé. Necht tedy déleje £ = 2,t.j.n = 2k 4+ 2 = 6.

a) Je-lic = n — k — 1, sestrojime soustavu S” majici card S = ¢ takto:

Je-li » = 2k + 2, vedeme tdhlopiitku A4;.,4, a dile k dhloptitek A;4,_;
(1 = ¢ < k); dostdvame tak Sy”. Je-li n > 2k + 2, sestrojime v uvaZovaném
n-ahelniku tdhlopfitku A, Ay.,. Ve vzniklém konvexnim (2k -+ 2)-Ghelniku
sestrojime soustavu k-tého stupné o k + 1 prvcich zpiisébem prve popsanym
a ve zbyvajicim konvexnim (n — 2k)-Ghelnfku soustavu nultého stupné.
Vznikne tak v uva’ovaném n-thelniku soustava Sy» takové, Zze card Sy =

=14+ (k+1)+ ((n— 2k) —3) =c?).

b) Je-li ¢ = n — k, pak soustavu Si sestrojime tak, e v soustavé S
sestrojené sub a) misto uhlopiiéky 4, A,,, zavedeme dv® Ghloptidky 4,454,
a AyAdo s

c) Je-li konetnd ce{n —k+1; n+k—3), pak n — 2= 2(k — 1) +
+224 M—2)—(k—1)—1=<c—3<(n—2) + (k— 1) — 3. Podle
indukéniho pfedpokladu mame v konvexnim (n — 2)-Ghelnfku 4,4, ... A,
zarudenou existenci soustavy Sy 3, pro nfZ card Sy'3» = ¢ — 3. Pfipojime
tedy jeste uhloprléky 4.4, ,, AIA,,_1 a A, ,A,, ¢m% je Zddanad konstrukce
provedena.

Véta 2. Existuje-li soustava S (kde k = 1), pak
n—k—1=ZcardS8<n-+%k—3.
Dikaz. Soustavu S” spolu se stranami daného n-tihelnika Ize povaZovat

za rovinny graf o n + k uzlech a h hranich (kde h = n -+ 2k + card Sg").
Polozime-li ¢ = card Ry, plati podle Eulerovy véty 32)

c=h—(n-+k +1=Fk+1+ card S .
Podle lemmatu 1 je tedy card S"‘) =n — k— 1. Abychom ur¢ili ]eét.é horni
odhad, uvaZme, Ze 2h——n+26,2n+3o odtud card S{¥ < n +k— 3.

2) Snadno v8ak nahlédneme, %e vztah card SP —n—k—1 necharakterisuje jen
soustavy, v nichZ v8echny prusediky leZi na téZe thlopiitce (srovnej déle v&tu 3).

3) Viz D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936, str.
196.
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Véta 3. Necht existuje soustava 8 (k = 1); pak plati card S = n 4- & — 3
prdvé tehdy, neleZi-lv Zddné dva priseliky soustavy na téze uhlopFilee.

Dukaz. Necht z4dné dva prisetiky soustavy Si” neleii na téZe whlo-
piidce. Odstratime k dhloptidek z S§” tak, Ze z kazdych dvou thlopiiek pro-
chézejicich jistym jejim prisedfkem ponechime pouze jednu. Vznikne tak
S, tedy card S§ =k + card SV = n + &k — 3.

Necht obricené card 8{” = n + k — 3. Pak viechny prvky z R{" jsou

trojihelniky, nebot z opaku plyne 2k = n + > 7o, > n + 30 &ili card 8§V <
r=3

< mn + k — 3 (spor). Necht nyni na jisté uhlopiiéce lezi asponl dva rtzné pri-
setiky X, Y. Lze predpoklédat, Ze uvniti dsetky XY neleZi uz zadny priasedik.
Tato tisedka je stranou ve dvou trojthelnicich XYZ, XYZ' obsaZenych v R
(body Z, Z’ jsou rtzné). Protoze X lezi pravé na dvou thloptidkach, piimky
X7 a XZ' jsou totozné (spoletné oznadeni p,) a podobné i ptimky YZ a YZ’
(spoledné oznadeni p,). ProtoZe X lezi na py a ¥ na p,, jsou py, p, dvé rizné
piimky. Bod Z leii soudasné na obou piimkach p,, p, a totéz plati o bodu Z’.
Tedy Z, Z’ jsou totozné (spor).

Pezmome

SAMETKA O BBIIIVKJIOM MHOTOYTIOJIbHUKE

UPHN CEIOJIAYER (Jifi ‘Sedlé,éek), ITpara.
(Ioctynuno B pegaxnuio 30/VII 1956 r.)

B 5T0if 3aMeTKe aBTOp 3aHEMAaeTcA peMeHMEeM BOIPOCOB,” KOTODHE OCTalHCh
OTKPHITHME B ero pabote ,,0 cmcreMax muaroHasei B BEIIYKIOM N-yTOIbHAKe
Casopis pro péstovdni matematiky, 81 (1956), 157—161.

Ilycrs HAKaK#e TP AMATOHANM BEIIYKIIOTO 7-YTOJABHEKA (n > 3) He HMEIT
o0mell TouKM mepecedeEMsa. MHOKeCTBO AWATOHAJeH, OIpPEeNeIA0MHX B TOY-
HocTH k TOUeK mepecedeHHA AWAroHAJeH, mpmdeM NpubGaBIeHMeM KaKOH-THGO
JanbHelmed AMATOHANM 9YHCIO TOYEK IepecedeHHs YBelmdmTcA, 00603HAIAM
vepes S{. Tlycrs cumBo card Sy o3HawaeT MCIO dITEMEHTOB MEOKecTBa S .
B cratse mpoBopmTea onenka gmena card Sy B caydae, Korna k ,,CpaBEETENLHO
Mayo‘’ MO OTHOIIEHWIO K 7; NOKA3aHHEI CIeAyIoIlAe TeOPEeMEL

1. Ecaun = 2k + 2 = 4 u ¢ — yenoe, 4uca0, PACOLONCERHOE 8 UHMEDSale
n—k—1;n + k — 3), mo cywecmeyem Sy max, wmo card Sz = c.

2. Ecau cywecmeyem S (20e k = 1), mo

n—k—1<cardS® <n+k—3.
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Pasencmeo card 8y = n + k — 3 cnpasedauso moeda u moavko moeda, Kazda
Hukakue 0ge mouku nepeceuerus u3 Sy’ He aemcam Ha Mol mce OUAZOHALL.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DAS KONVEXE POLYGON

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Eingelangt am 30. VII. 1956.)

Diese Bemerkung befasst sich mit offenen Fragen der Arbeit des Verfassers
,,O soustavich thloptitek v konvexnim nm-tihelniku“ (Uber Systeme der
Diagonalen im konvexen n-Eck), Casopis pro péstovini matematiky, 81
{(1956), 157—161.

Wir betrachten nur so ein konvexes n-Eck, dessen keine drei Diagonalen
einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. Wir bezeichnen mit S;” so eine Menge
der Diagonalen im n-Eck, die folgende zwei Eigenschaften hat: 1. S;"' enthalt
gerade &k Schnittpunkte der Diagonalen; 2. durch Hinzufiigen jeder weiteren
Diagonalen des n-Ecks zu 87" entstehen mindestens ¥ -+ 1 Schnittpunkte.
Es sei card S;” die Elementanzahl der Menge S{”. In unserem Beitrag wird
die Abschitzung von card Sy” unter der Voraussetzung durchgefiihrt, dass &

eine ,,verhéltnisméssig kleine* Zahl in Bezug auf » ist. Es werden diese Sitze
bewiesen:

1. Wenn n = 2k + 2 = 4 und c eine weitere ganze Zahl aus dem Interval
{n —k —1; n 4 k — 3) ist, dann existiert S" so, dass card S;” = c ist.

2. Wenn Sy¥ (far k = 1) existiert, dann ist
n—k—1=ZcardS8"<n+k—3.

Die Gleichung card 8¢ = n + k — 3 gilt dann und nur dann, wenn keine
zwei Schnitipunkte von S¢ auf der gleichen Diagonalen liegen.
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Casopis pro pé&stovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

O JEDNE VLASTNOSTI CELOCISELNYCH NEZAPORNYCH RESENT
k
ROVNICE > r,=n
t=1

KAREL CULIK, Brno.
(Doslo dne 29. srpna 1956.) DT:519.1

ReSenim rovnice

k
Try=mn, (1)
i-1

kde k, » jsou dané pfirozend &isla, rozumime systém {r; }f_l celyeh a ne-
zépornych é&isel r;, 1 = 1, 2, ..., k, ktery vyhovuje rovniei (1). Vidy lze
predpoklddat, Ze feSeni {7,}i_; spliiuje podminku
rNErRE... S, (2)

O otézce po poétureseni rovnice (1) bylo v matematické literatute dasto
pojedndno (viz E. NETTO: Lehrbuch der Kombinatorik, 2. vyd., 1927,
str. 118 a nédsl.). V tomto pfispévku jsou vySetfovdny otdzky jiného
druhu a to:

k
Pro kterd fefen{ {r;}¥_; rovnice (1) nabyvé vyraz = (ri) ,kdec = 0je
i=1\C

dansé celé &éislo, miniméini hodnoty a jaké je'tato minimélni hodnota? 1)

Odpovéd na tuto otdzku je déna vétou 2, v niZ je vyuZito t. zv.
hlavniho Feeni rovnice (1).

Reteni {h,}:_, rovnice (1) nazjvime hlavnim Fedenim, jestlize je defino-

véno takbor By — [%] 0 1 A g [’%’“] o § <4 = F, ke j =

=k [n + k] — n.2) Pak plati

k
V&ta 1. a) Pro kaZdé Fedeni {r;}_y rovnice (1), které splituje nerovnosti (2),
plati : .
n<h<h<n. 3)
1) Podngtem k témto tvaham byla prace On a problem of K. Zarankiewicz, Collog.
Math. 3 (1954), str. 54 a 57, od T. K6vARI, V. T. SOSE a P. TURANA.
%) Symbol [z] znadi Gaussovu funket, t. j. nejvétsi celé &islo ¢, pro néZ platic < z.
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b) Redent {r;s_,, které splivuje podminku (2), je hlavnim feSenim tehdy a jen
tehdy, kdys

p—r <2, _ (4)

Dikaz. a) Kdyby bylo r, = &, + 1, bylo by podle (2) také n = Zr,

i=1

=k L —IL— ] > n, cot je spor, a podobn& se dojde ke sporu z piedpokladu

r, < hy. — b) Nutnost podminky (4) je zfejma. Je-li tedy naopak {r;}i,
feSenim rovnice (1), které spliiuje (4) a (2), pak bud r, = r, a tedy podle (3)
musi byt r; = h; pro kazdé ¢, 1 <¢ < k, nebo r, + 1 = r,, takze podle (3)
musi byt r, <h, =k =r.=1r + L Kdyby bylo ry < by, tedy také b, =

=l =1, =r;, + 1, muselo by byt Zr < Zh,, a podobné kdyby bylo

r,=hy =h, <r,=ry + 1, muselo by byt glri >‘zl-h,-, coz je v obou

piipadech spor. Zbyva tedy, Ze plati r, =h, < h, =1, =r, + 1, odkud
plyne r; = h; pro viechna i, 1 =i < k.

Lemma 1. Necht 7, p, ¢ jsou celd Cisla, ktera splitujt nerovnosti r =0, ¢ = 0
a 2r = p = 0. Pak plati

f)=() <)

Dukaz. Lze pfedpoklddat, e p < r a tvrzeni dokizat indukci vzhledem
k ¢. Pro ¢ = 0,1 je tvrzeni zfejmé spravné a pfedpoklddejme, Ze je spravné
také pro ¢'— 1 = 1, aviak nikoli pro ¢, t. j., Ze plati nerovnosti

o T L N ot T 4 o e o B

Oznadime-li pro struénost 4 = 2 r B=( P Jac = a4 piejdou
c— 1) c—1 c—1)

obé nerovnostidotvari A < B +C a Bp_‘c’+1 _{_02""1’6—04-1 =

<A—c—+1.pr'ed okladic — 1 =1 a p < r viak plyne B < C a tedy
- P Py

ta.kéB <Bp +0o- pta,kzeplatl—(r—c ' 1)<B_i-0(r—c+1)§
§?(p—c—l—l)+?(27—p—c+l)<?(r—c+1), coZ je spor.

3) Jsou-li m, n celd &isla, klademe podle obvyklych definic ( ) =0pron < 0 a pro
m < n, aviak (0) = lprom = 0 a také 0! = 1.
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Lemma 2. Necht r, p, ¢ jsou celd ¢isla, kterd spliiuji nerovnosti r = 0, ¢ = 0
a2+ 1=p=0. Pak plati

r r+1 P 2r—p+1

< e SR o
(=0 (=) @
Dikaz. Lze predpoklédat, e p < r a tvrzeni dokézat indukei vzhledem
k¢, Pro ¢ = 0, 1 je tvrzeni ziejmé spravné a také pro ¢ = 2, jak plyne ze sprév-

né nerovnosti 0 < (r — p)? + r — p. Predpokladejme, Ze (6) plati proc — 1 >
= 2, ale neplati pro ¢, t. j. Ze plati nerovnosti

2o )= 2+ (L0 -

[+ =<l =00,

Je-li ¢ > r, je druhd nerovnost nespravné, coz je spor. Je-li ¢ = r, zavedme

rr—1)...(r — ¢+ 3) B=( P ) a C=(2r—p+l)

oznateni A =

(c — 1)! c—1 c—1
pii demz 4 mé vidy smysl, nebot ¢ = 3, takZze ob& nerovnosti lze prepsat do

tvarh A@r —c+3)<B+C a %(p—c+1)+g(2r—p-'-c+2)<
<A-é(2r—c+2)(r—-c+2).Avéa,kplatiB<A(r—c+2),neboﬁ(cf1)<
<(c_rl),@takéB§ C a proto i (B — O) (r — p) =< 0. Odtud plyne nerov-
nost B + (B—C) (r — p) < A(r — ¢ +2), kterou lze prepsat do tvaru
B(r +1) — A(r — ¢ + 2) < Bp + C(r — p), takie koneéné plati

%(2r—c+2)(r——c—|—2)=%(2r—c+3)(r—c+2)—-%(r—c+2)§
<B+(:'—A

r—ctD<S(—etn+2p+ L0 -k

+8¢—ctn<t@r—ct+2 c—o+,

CcOZ je spor.
Véta 2. Hlavni Fedent {h;}r_, rovnice (1) splituje merovnost
k k 3 g
h; r.
i| < i (7)
,Zl(c) B igl (c)

pro kaZdé tedent {r;}5_, rovnice (1) a pro ka#dé celé &islo ¢ = 0. Ddle platt

30-po ) E) )

4
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Ditkaz. Ke ka?dému YeSeni {7{”};_, rovnice (1), které spliiuje podminku
(2), lze konstruovat postupn® posloupnost fefeni {r{’};_;, 1=0,1,2,...,
takto: je-li 7 + i sudé, polozime sV = s = 3(r” + »{), a je-li ¥ 4
+ 79 liché, polozime s = 3(r® + #¥ — 1), s = 3(rY 4+ r + 1). V obou
piipadech dile klademe s{” = 7" pro 1 < ¢ < k. Systém &isel s{",7 = 1,2, ...
..., k, je zfejmd Ye¥enim rovnice (1) a uréuje (po vhodném uspoiddéni) jediné
YeSeni {r{"}%_, rovnice (1), které spliuje také podminku (2), atd. Snadno
se vidi, %e kazdé dva prvky této posloupnosti {r}s_;, {r{"}F 4, kde u < v,
spltiuji podminku 7’ — r{? < 7 — ¥ a Ze po dostatetnd velkém, ale
konetném podtu kroki m musi platit ry™ — 7{™ < 2, takZe podle véty 1 je
7{™ = h; pro viechna i = 1, 2, ..., k a od tohoto indexu poéinaje je posloup-
nost stacionarni. Z popsané konstrukece fefeni posloupnosti a z lemmat 1. a 2.
vSak ihned plyne, Ze pro u < v plati

2(7)=2(7) ®
S\e] Tia\e ]’
éimz je véta dokazana. ‘
Dusledek. Necht t, 0 < t < n, je dané celé islo a necht systém {s;}i—, (k > 1)

je Fedenim rovmice (1), které je definovdno takto: s, =1t, 8;., = by, 1 =1 < Kk,
k-1

kde {h;};=1 je hlavnim fedenim rovnice > p; = n — t. Pak plati
i=1

% (=20

i=i\e/ T ica\e _

pro ka¥dé celé ¢ = 0 a pro ka¥dé FeSeni {r;}i_, rovnice (1), kieré spliiuje podminkw
7; =t pro vhodny index 1,1 <1 < k.

Poznamka 1. Véty 2 Ize vyuzit k fe¥eni zobecn&ného problému K. ZA-
RANKIEWICZE, ktery lze formulovat nasledujicim zptsobem.

Necht M je mnoZina viech matic 4)(n) typu k/I vytvotenych z n &isel rov-
nych jedné a z kI — n &isel rovnych nule. Rekneme, Ze matice A;(n) e M ma
vlastnost z(b, ¢), jestlize existuje jeji podmatice P(b . c), t. j. podmatice typu
b/c (vznikl4 vypusténim vhodnych ¥4dkd a sloupci z matice dané) vytvofend
ze samych jednidek. M4 se uréit miniméalni &slo n, pro né% plati (pfi danych
b,c, k, I, 1=b=<k 1=<cZl), ze kazdd matice A{‘(n) e M mé vlastnost
2(b, ¢). Toto minimalni &islo se oznaduje Z, .(k, I). :

Plat{ toto tvrzeni: znadi-li r; polet jednitek v i-tém ¥adku matice Af(n) €

€ M a plati-li nerovnost
k
s l
21(c) > =8 (c) ?

m4 matice A/ (n) vlastnost z(b, c)%).

4) Viz lemma 2 ¢ &lanku K. Curfga: Pozndmka k problému K. Zarankiewicze, Prace

g{génské zékladny CSAV, XXVII7 (1955), kde je také uvedena obecns formulace pro-
[ému.
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Mé-li nyni matice A}(n) € M v i-tém ¥adku h; jednitek, kde {%;}5_; je hlavni
k
feleni rovnice (1),'t. j. > k; = n, a plati-li pro r; = k;, 1 <4 < k, hotejif ne-
i=1

rovnost, mé tato matice podle uvedeného tvrzeni vlastnost z(b, ¢) a z véty 2.
ihned plyne, Ze kazdé matice A}(n) e M (at je jejich n jednidek a %kl — n nul
rozmisténo jakkoliv) mé vlastnost z(b, ¢) ¢ili Z, (k,I) = n. Vzhledem k (8)
tedy plati

n n
SN\ O

a také obdobné tvrzeni, které z (*) dostaneme, vyménime-li mezi sebou &isla
b,cak,l (t. j. uvazujeme o sloupcich misto o ¥adcich matice).
Na ptiklad pti ditkazu tvrzeni (7.2) v praci L. c. sub 1), Ze Z,,(p* + p, p?) =
=pp+1)+1, (p=1), je tieba celé stranky k diékazu nerovnosti
Zyo(P* + p, p*) = p*(p + 1) + 1. Tato nerovnost plyne okamzité z (*) pro

Pp+1)+ 1L, k=9 +p l=p%b=c=2, neboﬁ(b—l)( p2 <

E]) . o (]
R » ,
ORI TNC

Poznidmka 2. Véta 2 dovoluje vyslovit domnénku o fefeni jedné tlohy
od P. TurANA®): Je ddno » prvka 1, 2, ..., n a je pfedepsano celé ¢islo A, 3 <
h <n. M4 se urtit systém 4 dvojic (3,7), 1 =1 <j < n, ktery mé vlastnost:
«) pro kazdou h-tici (by, 99, -0y 23), 1 = 4y < 9 < ... < 1, < m, plati, Ze obsa-
huje alespon jednu dvojici systemu A4; ﬂ) systemA obsahuje nejmensf mozny
potet dvojic.

Konstruujme systém A takto: Necht {%;};_; je hlavni Fefeni rovnice (1),
v niZ poloZime k = h — 1 a ¢ = 2. Rozdélme nyni danych » prvka do k¥ =
=h — 1 skupin tak, Ze ka?dd skupina obsahuje pravé A;,:=1,2,...,k,
prvki a systém A defmu]eme jako sj ednoeem systemu viech dvojic uréenych
kazdou skupinou.

Z Dirichletova Schubfachprinzipu ihned plyne, Ze takto konstruovany systém
A m3 vlastnost &) a z véty 2 plyne jeho minimalita vzhledem k jisté specialni
mnoziné systémi s vlastnosti «). Minimalita tohoto systému vzhledem k mno-
Ziné viech systémib s vlastnosti «) zistdvd nedokadzdna. Predpoklddany mini-
malni podet dvojic systému 4 je ddn vyrazem (8), ktery po piisluSném dosa-

. [_ﬁ_]_H
' n . h—'1
zeni je roven n[h—l] —(h—l)( 9 :

%) Jde o tilohu &. 268 v Elemente der Mathematik XI/2 (1956).
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Pesowme

OB OJJHOM CBOMCTBE ILEJOYUCJAEHHBIX
k
HEOTPULATEJIbHBIX PEMEHUN YPABHEHUA > r,=mn
i=1

KAPEJI YYJIUK (Karel Culik), Bpuo.
(Mocrymuno B pemakmuio 29/VIII 1956 r.)

k
ITon pemeruem {r;}+_, ypasrenns (1) > r; = n, rae k, n — HaHHBIe BATypaib-
i=1
HBle 9HCIa, IOXPa3yMeBAeTCA CHCTeMa IeJblX ¥ HeOTPHIATEeNBHBIX YHCENI
riyt =12, ..., k, yroBaerBopsomuXx ypaBreHuio (1). Pemenne {h:}i_, ypaBEe-

n . -
HEA (1) Ha3EIBAGTCA 24A6HbLM peuleHuem, eCln h; = [E] mal<i< g, b=

= [% _It k] paj <i<krmej=k [n iz k] — n. CopaBennmBa Teopema:

k
I'maBrOe pemenwme {4;);_, ypaBHeHms (1) yaoBierBopseT HepaBeHCTBY

2(c)=2()

IVIA BCeX pemieHmit {r;};_; u A1A mo6oro memoro gmena ¢ > 0.

9ra Teopema IoJe3Ha NpM HAXOKNEHMW YHCEN, OLIpeNelseMbX 0600meH oI
opo6nemoin K. 3apamresmua (cp. K. Yynmk: 3Bamewanue x npobaeme
K. 3apanxesuua, Price brnénské zékladny CSAV, X XVII[7 (1955)), 1 m03BOISA-

eT BHCKAa3aTh IPEIIoIOKeHrme 0 pemenua onmoil 3amaun II. Typama (Ne 268
B Elemente der Mathematik, X7/2 (1956)).

-Zusammenfassung

UBER EINE EIGENSCHAFT DER GANZZAHLIGEN NICHT-
k
NEGATIVEN LOSUNGEN DER GLEICHUNG > r; = n
i=1

. KAREL CULIK, Brno.
(Eingelangt 29. August 1956.)

k
Unter einer Losung {r;}%_, der Gleichung (1) > 7, = n, wo k, n gegebene
i=1

natiirliche Zahlen sind, versteht man ein System ganzer und nichtnegativer
Zahlen r;, 1 = 1,2, ..., k, die die Gleichung (1) erfiillen. Eine Losung {A,}_;

358



der Gleichung (1) heisst die Hauptlésung, wenn sie folgendermassen definiert
s B [ﬁ]fﬁr 1§¢§j,hi=[n+ k]fﬁrj<i§k,woj=k [”““]—

k k k
— n. Es gilt der Satz:
Die Hauptlosung {h;};_, der Gleichung (1) erfullt die Ungleichheit

E (b < fre
i;(c) = Zl (0)
fiir alle Losungen {r;}r_, und fir beliebige ganze Zahl ¢ = 0.

Dieser Satz ist niitzlich bei der Berechnung der Zahlen, die durch das verall-
gemeinerte Problem von K. ZarRawgiewicz definiert sind (vgl. K. Cuwrix:
Pozndmka k problému K. Zarankiewicze, Price brnénské zékladny CSAV,
XXVII/7 (1955)) und erlaubt eine Vermutung iiber Losung einer Aufgabe
No. 268 in Elemente der Mathematik XI/2 (1956)) von P. TURAN.
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&asopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 82 (1957), Praha

O DVOJICI (m,n) KONFIGURACI

VACLAV HAVEL, Praha.
(Doslo dne 12. zé¥i 1956.) DT:513.84

Jde o dvé véty, majici tizkou souvislost s vicerdzmérnym zobecnénim
klasické véty Pohlkeovy-Schwarzovy. Pfitom se navazuje na vysledky
N. A. Gracoreva, N. F. CerveERUcHINA 8 F. SCHURA.

Obsahem této prace jsou dvé véty, tizce spjaté s vicerozmérnym zobec-
nénim klasické véty Pohlkeovy-Schwarzovy. Nejprve je dokazina véta
N. A. GracoLEVA (viz [1], resp. [2], str. 46). Ve v&té 1 je projedndno FeSeni
vicerozmérné analogie dlohy Guglerovy (viz [3], pozndmka pod darou na str.
165). Kone&nd véta 2 spolu se svym disledkem piedstavuje vicerozmérné
zobecnéni véty Pohlkeovy-Schwarzovy a zahrnuje v sob& klasicky vysledek
F. ScHURA (viz [6], resp. [5], str. 174—176). O nékterych k thematu se vzta-
hujicich vysledcich sovétskych geometri podéva informaci § 4 z oddilu
,,Synthetickd geometrie sborniku [4]. S algebraického hlediska vySetfuje
zobecnéni véty Pohlkeovy pro promitdni z bodu do nadroviny Ep. STIEFEL.
ve své praci [7].

Predmé&tem nagich vah bude d-rozmérny roziiteny prostor eukleidovsky
(@ = 3). Koneénou posloupnost navzajem riznych vlastnich bodd nazveme:
(m, n) konfiguraci, je-li m - 1 podet bod& posloupnosti a jestlize prvnich
n + 1 bodl posloupnosti je linedrné nezavislych; ptitom predpoklddame, Ze
2<n<m=d. Odpovidé-li i-tému bodu (m, n) konfigurace K, v linedrni
transformaci 7' ¢-ty bod (m, n) konfigurace K, pro kazdé : =1,2,...,m + 1,
pak budeme pséti TK, = K,. Dimensi bodového ttvaru rozumime o jednotku
zmenSeny maximalni podet linedrné nezdvislych bodd dtvaru. Tento pojem
dimense ponechdme i pro sféry.

Vé&ta Glagolevova. Ke kaZdé dvojici (3,3) konfiguraci K,, K, existuje ne—
vlastni bod 8 tak, Ze konfigurace K, je perspektioné polofena vzhledem ke stFedw-
perspektivity S s konfiguraci K, podobnou s K,.

Dikaz. Existuje pravé jedna afinita A daného prostoru tak, ze AK, = K-
Necht k je libovolna koule; pak A~k je kvadrika, na niZ lze najit kruZnici
k*. Pak ale téZ Ak* je kruZnice. Dile existuje prdvé jedna podobnost P da-
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ného prostoru tak, Zze Pk* je shodné s Ak*. Tedy existuje orthogonélni trans-
formace O tak, Ze je OPX = AX pro kazdé X e k*. Pak ale T'= OPA™! je
perspektivni afinita: Pro kazdé X e k™ jest T(4X)= OPX = AX, takze
viecky body kruznice Ak* jsousamodruzné vzhledem k afinité 7'; tedy rovina,
v niz le#i Ak*, je vzhledem k afinité 7' rovinou samodruznych bodia. Kon-
figurace TK, = OP(4A7'K,) = OPK, je podobné s K, Dtkaz je proveden.

Poznamenejme k tomu, Ze bod S (st¥ed perspektivni afinity 7') je zdvisly
pouze na vybéru kruznice k*. Pak A~k je budto kulovou plochou anebo ne-
rotaénim & rotaénim elipsoidem. Je-li A~k elipsoidem, pak obsahuje dva
(ptipadné splyvajici) systémy kruznic vidy v rovindch navzidjem rovnobéi-
nych; kazdy z obou systémi vede k jedinému bodu S, aviak réznym sy-
stémim odpovidaji rizné body S. Tedy celkem: Je-li A~'% kulové plocha,
pak bod 8 je uréen mnohoznaéné (probih4 vSecky body nevlastni), je-li A~
nerotaéni elipsoid, pak bod S je uréen dvojznaéné a koneéné, je-li 4~k rotadéni
elipsoid, pak bod § je uréen jednoznatné.

Véta 1. Necht K, resp. K, jsou dvé (v, n) konfzgumce leict v n-rozmérngjch
podprostorech R, resp. R,, a necht C je (d — n — 1 )-rozmémy nevlastni pod-
prostor. Pak oznaéme A afinitu, pro niZ K, = AK,; ddle oznabme a' (n— 1)-
rozmérnou absolutni sféru, lefict v R,. Pak jsow ekvivalentni tyto dvé podminky:

(X) n-rozmérny s C disjunkini vlastnt prostor X protind dtvar C.K') »
konfiguraci K, podobné s K;

(IT) pramik dtvaru C. (Aa) s (d — 1)-rozmérnou absolutni sférow obsahuje
(n — 1)-rozmérnou absolutni sféru, leZict v n-rozmérném vlastm’m 'podprostoru X
disjunktnim s C. '

Dikaz. Necht X ]e hbovolny n-rozmérny vlastni podprostor d1s3unktm
s C. Pak C jako#to centrum promitani zprost¥edkuje mezi podprostory R,, X
afinitu B,. Afinita B, A je podobnosti pravé tehdy, odpovidaji-li si v ni (n— 1)-
rozmérné absolutni sféry podprostort R,, X. Av8ak B,Aa lezi v priniku pod-
prostoru X s utvarem C . (4a). Z toho jiz plyne dikaz véty: L Y]

K pfedchozi vété udiime jesté poznamku. Jellid=m +1=n+4+1=3,
pak podle véty 3 lze Yesiti tlohu Guglerovu, zndmou z elementi deskriptivni
geometrie (Glohu Guglerovu lze takto formulovat: Na dané trojboké hranolové
ploSe najit trojihelufky podobné s trojtihelnikem danym).

Véta 2. Necht K, je (d, d) konfigurace a necht K, je (d, n) konfigurace; oznaéme
R; podprostor, linedrné vytvoreny pronimi n -+ 1 body konfigurace K; (i = 1, 2).
Pak lze sestrojit prdvé jedem (d — m — 1)-rozmérny mevlastni podprostor C
a afinitu Ay mezi R, a mezi libovolnym vlastnim podprostorem X disjunktnim
s O, tak, %e ALK, je pramétem konfigurace K, z centra promitdni C.

1) Souginem dvou bodovych tdtvari oznadujeme SJednoceni viech primek, ktere spo
Jjuji body jednoho utvaru s body utvaru druhého. A
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Dikaz. Existuje pravé jedna afinita 4 mezi R, a mezi R,, proniz AK, = K,
kde K je posloupnost prvnich # -+ 1 bod# konfigurace K, (i = 1, 2). Oznaéme 3,
nevlastni bod spojnice j-tého bodu konfigurace K, s j-tym bodem konfigurace
K, pro kazdé j=n +2, n+3,...,d + 1. Body 8; linedrné vytvateji ne-
vlastni podprostor dimense d — n — 1, z néhoz se K, promita do konfigurace °
AK,. Je-li X libovolny vlastni podprostor dimense #, disjunktni s C, pak cen-
trum promitani C zprostfedkuje mezi podprostory E,, X afinitu B, tak, Ze
B;AK, je prumétem konfigurace K, ze stiedu promitani C. PoloZime-li 4, =
= B,4, je tim dikaz véty dokonden.

Disledek. Afinita A, z véty 2 je podobnosti pravé tehdy, jestlize prinik
ttvaru C . (4a) (a je absolutni sféra o dimensi n — 1, lezicf v R,) s (d — 1)-
rozmérnou absolutni sférou obsahuje (n» — 1)-rozmérnou absolutni sféra,
lezici v X.

Dikaz vyplyva snadno uZitim véty 1.

Poznidmka (p¥i korektufe 1. 6. 1957). Pokradovinim tohoto piispévku
je autorova poznimka ,,Hlavni véta paralelni axonometrie*, podans do Caso-
pisu pro pést. matematiky. Tato pozndmka je v t&sné souvislosti s éldnkem
HerBERTA NAUMANNA ,,Uber Vektorsterne und Parallelprojektionen regu-
larer Polytope‘:, Math. Zeitschr. 67, 1957, 75—82.
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Peswome

O ITAPE (m, n) KOHOUTYPALIUN

BAIIJIAB I'ABEJ (Véclav Havel), IIpara.
(ITocrymmio B pegakmumio. 12/1X 1956 r.)

B d-mepEOM pacmEpeHHOM eBKIHIOBOM IPOCTpaHCTBe ompejeieHa (m, n)
KOHQHIypamuA KaK MTOCIef0BaTedbHOCTs M -+ 1 pasim4HEX COGCTBEHHBIX
TO9eK, U3 KOTOPHIX IepBele 7 + 1 ImHeHHO HesaBucHMEL. J[0Ka3bIBAIOTCA ClIe-
IYIOIIHe TeO PeMBl:

Al
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Has kancdoti napwr (3,3) kongueypayuii K,, K, cywecmeyem wecobcmeenras
mouxa S mak, umo kongueypayus K, pacnonodcena nepcnekmusHo OmHOCU-
menvHo yewmpa nepcnekmuswocmu S ¢ KoHgueypayueti K, nodo6noii K,.

Teopema 1. IIycmv K; ecmbv (n, n) konpueypayus, iencawjas 8 N-mepuom
nodnpocmpancmee R; (i = 1, 2) u nycmv C ecmv (d — n — 1)-meproe Hecob-
cmeenrnoe nodnpocmpancmeo. Obosnauum 4epes A agdunnoe coomsemcmeue,
npu xomopom K, = AK, u dasee 06osranum wepes a (n — 1)-mepryn abcosrom-
Hy1w0 cPepy, aemcawyro ¢ By, B marom cayuae n-meproe cobcmeenHoe Ougn-
rouxmuoe ¢ C nodnpocmparncmso X nepecexaem auneilinyin 060404KYy 06vekmog
C, K, & xongueypayuu K, no-dobnoii K, moeda u moavko mozda, ecau
nepecevenue AuHetHol obosouku 06sexmos C, Aa ¢ (d — 1)-meprol abcoarom-
Hol cepoii codepmcum (n — 1)- mepryio abcoaromuyr cdepy, semncawyn ¢ X.

Teopema 2. Iycms K, ecmv (d, d) xongpueypayus u nycmsv K, ecmv (d, n)
xouguzypayus. Obosnaxum 4epes R; nodnpocmpancmso, auneiino o6pasosarsoe
nepsoimu n + 1 mouramu rongueypayuir K; (i =1, 2). Toeda mooncHo noc-
mpoumbv 6 mounogmu 00ro (d — n — 1)-mepHoe necobecmesenmoe nodnpocmpan-
cmgo C u agunmnoe coomeemcmeue A, mencdy R, u awbum cobcmsenrwin,
dussionkmuwim ¢ C nodnpocmpancmeomn X mak, umo A, K, asasemes npoexyuei
xonguzypayuu K, usz yenmpa npoexyuii C.

Cumencrsue. Apdurnoe coorBercTBEe A ; M3 TEOPEMEI 2 YT COOTBETCTBHEM
nofgo6uA Toraa W TOIBKO TOTVIA, eciiy JuHeiHasa o6onoura o6sexra C ¢ (n — 1)-
MepHO# kBagpuKoit Aa (rme ¢ — abcomoTHAs cdepa pasMepHOCTH 7 — 1, Je-
wamasas B R, u A4 — adoumHHEOE coOTBeTCTBHE, ImepeBofAmiee HEpBHX 7 1
To9eK KoH(Qurypamumu K, B mepBHX Touex Komgurypammu K,) mepecexaercs
¢ (@ — 1)-mepHO#T a6COMIOTHOM KBAfpPHKOA B o0heKre, comep:kameM (n — 1)-
MepHYIO aGcomoTHYO cdepy moampocTpaHcTBa X.

Teopema 1 mpencraBiser cofoil pemeHme MHOTOMEPHOTO AHAJOTa 3aJauM
Tyrnepa (cu. [3], cTp. 165, cHOcka). Hakomen, TeopeMa 2 BMeCTe CO CBOEM CJIef:
CTBHEEM ABIsAeTcs MHOroMepHHM 0606menmeM Teopemsl Ilonpke-IlBapma m co-
nepsxmr peayasrat @. Hlypa (cm. [6], coors. [5], crp. 174—175).

Zusammenfassung

UBER DIE PAARE DER (m, n) KONFIGURATIONEN

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt 12. IX. 1956.)

Im d-dimensionellen erginzten euklidischen Raume sei (m, n) Konfiguration
als eine Folge von (m -+ 1) verschieden eigentlichen Punkten definiert, von
denen die ersten # - 1 linear unabhiingig sind. Man beweist folgende Séatze:
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Zw jedem Paare der (3,3) Konfigurationen K,, K, 'existiert ein solcher uneigen-
tlicher Punkt S, dass die Konfiguration K, mit einer, mit K, dhnlichen Konfi-
guration K, vom Zentrum S perspektiv ist.

Satz 1. Ser K; eine im n-dimenstonellen Unterraume R; liegende (n, n) Kon-
figuration (¢ = 1, 2) und C ein (d — n — 1)-dimensioneller uneigentlicher Unter-
raum. Mit A bezeichnen wir die Affinitdt, fur die K, = AK, gilt; mit a bezeichnen
wir die (n — 1)-dimensionelle absolute Sphire in R,. Der n-dimensionelle mit
C disjunkte Unterraum X schneidet die lineare Hillle von C, K, in einer, mit K,
dhnlicher Konfiguration K, gerade dann, wenn der Durschchnitt der linearen
Hulle von C, Aa mit der (d — 1)-dimensionellen absoluten Sphire eine (n — 1)-
demensionelle, in X liegende absolute Sphire enthilt.

Satz 2. Sei K, eine (d, d)Konfiguration und K, eine (d, n)Konfiguration. Mit
R; bezeichnen wir die lineare Hiille der ersten n -~ 1 Punkten der Konfigumtipn
K, (¢ = 1, 2). Dann kann man gerade einen (d — n — 1)-dimensionellen uneigen-
tlichen Unterraum C und die Affinitit A, zwischen R, und einem willkirlichen
etgentlichen, mit C disjunkten Unterraum X finden, so dass A K, eine Projek-
tvon von K, aus dem Zentrum C ist.

Die Folgerung. Die Affinitdt 4, aus dem Satz 2 erd eine Ahnlichkeit
gerade dann, wenn die lineare Hiille des Unterraumes ¢ mit der (n — 1)-
dimensionellen Quadrik Aa (e ist die (n — 1)-dimensionelle absolute Sphire
in R, und 4 ist die Affinitét, die die ersten n» 4 1 Punkte der Konfiguration
K, in die ersten n -+ 1 Punkte der Konfiguration K, iiberfiihrt) und die
(@ — 1)-dimensionelle absolute Sphire eine gemeinsame (n — 1) dlmensmnelle
absolute Sphére.des Unterraumes X enthalten. '

Satz 1 ist die Losung der mehrdimensionellen Analogie der Guglerschen
Aufgabe (siehe [3], Fussnote auf S. 165). Schliesslich Satz 2 zusammen mit
seiner Folgerung ist die mehrdimensionelle Verallgemeinerung des Satzes von

Pohlke -Schwarz und enthalt ein Ergebnis von F ScHUR (siehe [6] und [5]
S.174—175).
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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

ULOHY A PROBLEMY

5. Bud G oteviend mnoZina v m-rozmérném KEuklidové prostoru E,, ¢ +
+ G + E,; bud f spojitd funkce na hranici H mnozZiny G. Je-li funkce F
spojitd na G u H, harmonické na ¢ a rovna f na H, nazveme funkci F FeSenim
Dirichletovy tlohy, piislugné k funkeci f a mnoziné G. Rozhodnéte, zda plati
tato v&ta: Necht ke kazdé omezené spojité funkei na mnoziné H existuje ome-
zené Ye¥eni piislugné Dirichletovy tdlohy. Potom ke ka?dé nezidporné omezené
spojité funkei na mnoZiné H existuje nezdporné feseni piislusné Dirichletovy
tlohy.

Jan Ma#ik, Praha.

6. Rozhodndte, zda plati: Ctyrstén ABC’D je (aZ na étyrstény shodné)
]ednoznacné urden:
. a) velikostmi hran AB, BC, CD a vnit¥nich Ghlh stén*) B(40) D, D(BC) 4,
A(BD) C;

b) velikostmi hran 4B, BC, CD, DA a vnitfnich dhla stén A(BD)C,
B(4AC) D;

¢) velikostmi hran 4B, CD a vnitinich dhla stén A(BD)C, C(4AD) B,
B(AC) D, D(BC) A.

M. Fiedler, Praha.

*) Znatime 4(CD) B vnit¥ni thel stén ACD, CDB a pod.
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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 82 (1957), Praha

REFERATY

Z DEJIN NEJSTARS{ MATEMATIKY

(Vytah z referdtu o Waerdenovd préci Science Awakening*), proneseny ALBiNoU DRAT-
VOVOU v matematické obei prazské dne 10. prosince 1956.) '

Autor je algebraik a historik matematiky a astronomie. Po fad$ specidlnich studii
napsal toto souborné dilo, pou¥ivaje fenomensdlnich objevii O. NEUGEBAUERA, ktery
vydal v r. 1937 ,,Mathematische  Keilschrifttexte*, obsahujicf{ i s pfekladem vSechny
do té doby nalezené klinové texty babylonské o matematice, a posledniho objevu z r.
1943, ,,Zépis o pythagorovskych é&islech®, kterym byly potvrzeny viechny Neugebauerovy
teorie o tom, Ze v fecké matematice, povaZované dotud za geometrickou, je skryt alge-
braicky prvek a Ze se tim prokazuje zévislost Fecké matematiky na babylonské algebte.
Opiraje se o tyto objevy vyvraci Waerden tvrzeni o naprosté pavodnosti Fecké matema-
tiky, ale prév® tak autoritativng dokazuje, %e feckd matematika pfinesla prvek dotud
neznémy, totiz poZadavek, aby viechny v&ty, z nich¥ se odvozuji véty dal¥i, byly doké-
zény.

Waerden v této krésné knize vysvétluje: 1. jak TEALES a PyTHAGORAS vysli z baby-
lonské matematiky, ale dali j{ specificky fecky réz, 2. jak v pythagorské §kole i mimo ni
se rozvijela mateinatika, kterd postupné dokonaleji vyhovovala . poZadavkim presné
logiky a 3. jak dfky PraToNov¥m prételim THEAITETOVI a EUDOXOVI se matematike
zdokonalila co do elegance a presnosti, které se obdivujeme u EURLEIDA. Oviem tento
vypobet cili knihy zdaleka neukazuje bohatost materidlu a jeho zpracoviéni. Waerden
je rozeny didaktik, umi i obti¥né partie vysvétlit, mé smysl pro psychologii objevil & je
literdrné vzdélan. Uvédi na pravou miru mnohé omyly, které se prendely z dila do dila, na
p¥. 0 poméru matematiky ¥ecké k egyptské a babylonské, vysvétluje, pro Rekové Fesili
dlohy geometricky a nikoli algebraicky, upozoriiuje na dvé hlavni matematické metody
Reku, algebraickou a analytickou. V duchu dne¥niho po¥adavku, aby i védy byly ché-
- pény jako souddst déni hospodérského a politického, vysvétluje i promény v matematice .
a astronomii; ale nezist4vé jen na nich, jde hloubgji do piéin, tkvicich v samé v&ds,
resp. lidech, ktefi ji tvofi. Nejsife a nejhloubgji podal p¥i¢iny tipadku fecké matematiky
ke konci starovéku. Dosavad vidéli historikové matematiky tyto pfiiny v nezdjmu
poslednich Ptolemaiovet o védu a v nezdjmu dobyvateli Egypta, Rimand. Ti sice odvé-
%eli egyptské vychovatele, 1ékafe a umélce, nikoli viak teoretické matematiky. Reckd
matematika upadla v8ak hlavné z p¥iéin, které byly kdysi jeji pfednosti: svou nekompro-
misnosti v poZadavku naprosté logické pfesnosti, pfi ni# narazili na neznalost irracio-
nélnich &isel, déle zpiisobem zdznamu, kterému Z4ci mohli porozumét potud, pokud byl

*) B. L. van der Waerden, Science Awakening. Z holandského origindlu ,,Ontwakende
Wetenschap“ preloZil do anglidtiny Arnold Dresden. Vyslo v Groningen v Holandsku
u P. Noordhoffa r. 1954. Stran 306. Obrazy vybral H. (. Beyen, profesor archeologie
v Groningen.
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doprovézen slovnim vykladem a ukézédnim na tabuli; kdyZ vymiela generace uditelsks,
%éci uZ zdznamim nerozuméli. Je zajimavo, Ze bylo nutno vrétit se k primitivnéj$im
babylonskym metoddm, jak skuteéné pracovali Arabové.

A. Dratvovd, Praha.

0 DVOU VYSLEDCICH Z OBECNE TOPOLOGIE

(Referét o piednéSce Mirosrava KarErova prednesené v Matematické obei praZské
dne 11. dnora 1957.)

1. Nazyvéme metrickou dimensi metrického prostoru P nejmensi n takové, Ze pro
ka?dé ¢ > 0 prostor P mé oteviené pokryti fddu = n otevienymi mnoZinami praméru
< &. Oznaéime-li 4 dim P tuto dimensi, dim P topologickou dimensi, definovanou pomoci
pokryti, plati

pudim P <dim P < 2udim P.

Prvni nerovnost plyne ihned ze znémych vét. Dikaz druhé se provede takto:

Je-li déno konedné oteviené pokryti {G;}, bud G¥ mnoZina téch z ¢ P, pro n&% o(z,
P —Gy) > 3% Pro k = 1,2,... zvolime oteviené pokryti {Uﬁ} fddu Em = udim P
tak, aby U¥ mély primér < 3-%. Pro ka#dé k vybereme ta U%, jejichZ uzévér je obsazen
v nékterém G%; jejich sjednoceni oznatime V*. Bud O mnofina téch @ € P, kters lexi
v m + 1 vybranych U%; klademe B* = (V% n C%) U V%=1, Pro vybrand U klademe
Wk = Uﬁ — Bk—1, Ukéie se, Ze systém {W/’{}k,;( pokryvé P, je zjemnénim {G;} a mé ¥4d
= 2m.

2. V pracich J. SMIrNovA byl poloZen problém, zda na ka?dém §-prostoru (,,prostoru
blizkosti*) existuje maximélni uniformita. K zdpornému FeSeni staéi udat piiklad, kde
soudet dvou pfipustnych pseudometrik na d-prostoru neni pifpustnou pseudometrikou.
Bud N spobetny diskretni prostor, {, ne BN — N,z = ({,5), P = (N X N)U zc BN X
X BN.V N x N definujeme ,,blizkost*‘: 46B, kdy¥? a jen'kdyZ A (B = () (uzévéry v P).
Pro''z = (2, %,) e N X N, y = (Y1, ¥2) e N'X N "polozme ‘o;(x,y) =1 pro’ =; + y;,
0;(%, y) = 0 pro z; = y;. Pseudometriky g,, 0, maji potfebné vlastnosti.

Miroslav Katétov, Praha.

O STYKU PLOCH A KRIVEK

(Referdt o pfednéSce FranTISkA NoZISKY, konané dne 4. bfezna 1957 v Matematické
obei pra¥ské a pordadané Jednotou &eskoslovenskych matematikt a fysiki.)

Pojem styku variet je velmi dileZitym pojmem v diferencidlni geometrii. Na zdkladé
theorie styku variet 1ze dospét p¥irozenou geometrickou cestou ke geometrické interpre-
taci fady velidin, které lokélnd varietu charakterisuji. Obsahem piednésky bylo vhodné
zavedeni pojmu styku variet téZe dimense vnorenych do linedrniho n-rozmérného afin-
niho prostoru.

V afinnim linedrnim prostoru E, (n = 2) o soufadnicich o (x = 1, ; n) budteZ dény
dvé p-rozmérné variety (VX,, DX, (1 < p =< n — 1) s parametrickym popisem

WX, : 20 = Wge(Wye), ¢ =1,...,m a=1,...,p, @)g
('2)Xp car = @@y, o =1,..,na=1,...,p, D)y

pii demZ predpoklddédme
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a) bod P ¢ E, o soufadnicich 2* je spoleénym bodem variet VX, (¥X . Tomuto bodu
odpovida.j? hodnoty (¢ parametri (9% variety (X, a hodnoty (2% parametri (22
variety (9X; °

b) funkece (Vzx((V)ya), (2go((2)y8) majf spojité parcidlni derivace podle svych argumenti

fédu nejméns k(k = 1) v ndjakém okoli bodu P na varietdch (VX , (X ;
0

¢) bod P je reguldrnim bodem variet (VX (2)X .
0

(s)
Zvolme n — p konstantnich vektort v*(s = 1, ..., n — p) v E, tak, aby platilo

0
(1) (n-2)
determinant [(DBY, ..., (DBZ, v, ..., % Joge.aye + 0, (IT)
0 0 °
Y (n-p)
determinant [(®'B%, ..., (2)32, %, oeey ¥* Joigaotige £ 0,
0 0 ]

(g g &2

(1)Be — =
kde ‘L)B% = Fo B% = o

- Za téchto predpokladi je systémem rovnic

n-p (s) !
@ga(@pay — Wga(yey = F jve, a=1,...,n : (I1I)
s=130

lokdlné — v dostate¢nd malém okoli bodu P — definovéna jedno-jednoznaéné korespon-
dence 0 ;

(2),,]a = ¢a((1),]a) 10}

mezi parametry variet VX, (DX a tim té% mezi body téchto dvou variet v uvaZovaném
okolf bodu P, pii &em?Z funkce @%(Dy%) jsou spojité diferencovatelné a to nejméné do
: 0

k-tého réddu v dostatedné malém okoli bodu (7%). Systémem rovnic (III) jsou té% lokédlné
0
jednoznaéné definovdny skaldry 1 = A(‘V%®), pii ¢em¥ funkce A(V7%) (s = 1, ..., — p)
8§ 8 8

maji spojité parcidlni derivace aZ do k-tého fddu véetné (v dostatednd malém okoli bodu
(@r)).
Jestlize symboly (d4),, (dzl);, ieey (A%)g, ... predstavuji totdlni diferencidly prvého,
8 8

druhého, ..., I-tého F4du v bods ((V)72) f'ur:kci Ay8), potom styk aspont k-tého F4du variet
WX, DX v jejich spoleéném bodé‘J f definuj;me takto:
Variety VX, (DX, maji za predpoklads. shora uvedeni}ch v bodé P styk asponi k-tého
Fddu, jestlize platt °
(A)p=(dA)g=w..=(d*¥2)y =0 pro s=1,....,n —p.
s s ‘ s

To je specidlni (afinni) definice styku asponl k-tého ¥fddu dvou variet v bodé linedrniho
afinnfho prostoru E,,.

UkéZe se, Ze ta okolnost, Ze dvé variety (VX , (2)X,, maji v bod8 styk aspoii k-tého Fadu
ve smyslu hofeni definice, je nezdvisl4:

368



(s)
1. na volbé konstantnich vektori »%(s =1, ..., n — p), pokud jsou splnény pod-

(]
minky (II);

2. na volbd systéml parametr variet WX, (¥X ;

3. na volbé soutadnic v E,,.

Daji se nyni nalézt velmi jednoduché nutné a postacujici podminky pro styk aspoi
k-tého Fédu dvou variet téZe dimense v E, . D4 se velmi snadno ukdzat, Ze zndm4 (metric-
ka4) definice styku dvou reguldrnich kfivek v oby&ejném eukleidovském prostoru je ekvi-
valentni shora vyslovené afinni definici styku k¥ivek (pro p = 1) v tom smyslu, Ze maji-li
uvaZované kiivky ve spoleéném bodé styk fddu asponi k-tého ve smyslu obvyklé metrické
definice, pak maji v tomto bodé styk aspoii k-tého ¥ddu ve smyslu hofens afinni definice

styku a téZ naopak.
Frantisek NoZitka, Praha,
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Casopis pro péstovini matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

RECENSE

Karel Rychlik, Uvod do analytické theorie mnohotlent s redlnymi koeficienty.
Nakladatelstvi CSAV, Praha 1957, Str. 181, néklad 2300. Cena bro¥. 11,90 Kés.

RycrLigOVA kniha se zabyvd metodami vedoucimi k numerickému fe$eni algebraic-
kych rovnic s redlnymi koeficienty, a to odhady poétu a rozloZeni kofent redlného poly-
nomu. Nezabyvé se piimym numerickym vypoétem kofant.

Kniha je rozdélena na 11 kapitol. Krétka 1. kapitola mé tvodni réz; je tu vyloZeno
roziifeni redlnych é&isel o prvky + oo, Hornerovo schema, jeho uZit{ na linedrnf a linedrn&
lomené transformace polynomu a zavedeny Laguerrovy mnohoéleny daného polynomu.

2. kapitola s ndzvem ,,Zévory kofenti mnohodlenu* je takika celd vénovéna hornim
a dolnim odhadim redlnych (pfipadné kladnych & zdpornych) kofent daného redlného
polynomu; jen § 1 této kapitoly obsahuje odhad absolutnich hodnot vSech kofent libo-
volného komplexniho polynomu. Misto terminu odhad uZivé autor viude vyrazu zévora,.
zavedeného v JARNIROVE Diferencidlnim podtu II; rozlifuje mezi zédvorou a otevienon
zévorou. Po vyloZeni bénych odhadé redlnych, kladnych a zdpornych kokent redlného.
polynomu, které jsou udény na pf. v Kokingovi ulebnici Zdklady algebry, obraci se:
autor k odhadim pro polynomy s jednou znamdnkovou zménou, k uréeni horni zdvory
redlnych kofeni vhodnym rozkladem mnohoédlenu v soudet mnohoélent jednodussich
a ke Cauchyovu vzorci k uréeni horni zdvory kladnych kofent. Pro jiné stanoveni této
zévory uddvd autor jeSté Newtonovo a Laguerrovo pravidlo a ukazuje vyhodnost pra—
vidla Laguerrova pied Newtonovym.

3. kapitola obsahuje Bolzano-Weierstrassovu vétu pro mnohoéleny, vyslovenou i pro
neohraniéené intervaly (hodnotou f(z) v 4 co se rozumi limita f(z) v tomto bod&) a pouZiti
této véty k odhadu podtu kofent v daném intervalu. Kapitola je zakonéena vétou o se—

paraci kofenl (i neredlnych) redlného polynomu pomoci Cauchyova odhadu absolutnich.
hodnot rozdild dvojic korent.

4. kapitola je vénovéna Rolleové vété promnohoéleny a jejimu pouZiti pfi vySetfovéni
vztahl mezi redlnymi kofeny polynomu a jeho derivace. Pro neredlné kofeny dokazuje:
autor Jensenovu vétu o rozloZeni neredlnych kofend (redlného) polynomu a jeho derivace-
V této kapitole zavddi autor symbol a £ b (mod 2), znadici, e a < b a a = b (mod 2);
vyhoda tohoto zdpisu pro struéné vyjadfovdni vynikne zejména v kapitole 5 a 6.

Obsahem kapitoly 5 je véta Descartesova a jeji zpfesnéni pro mnohodleny s vesmés.
redlnymi kofeny, pro mnoho&leny bez mezer a mnohoéleny s mezerami. Autor podévé.
dva dikazy Descartesovy véty; druhy z nich je dikaz PETrOV.

6. kapitola se tykd Budan-Fourierovy véty. Autor tunejprve ufitim Descartesovy véty
odvozuje B.-F. vétu v jejim pF¥esndj§im tvaru pro mnohoéleny s vesmés redlnymi kotenys.
teprve pak p¥istupuje k diilkazu B.-F. véty pro obecny pripad. B.-F. vétu uvadi v obec--
néjsim tvaru, neZ jak se obvykle ¢ini: nepfedpokldds se, Ze bod g intervalu (2, 8>, v némZ
hledéme koteny polynomu f(z), neni kofenem f(z). Pro p¥ipad, ¥e se v posloupnosti

1(B)s F(B), ..., f™)(B) vyskytnou vmitini mezery, udévé jednoduché a uZiteéné Petrovo
zpiesnéni B.-F. véty.
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Kratkd 7. kapitola obsahuje Descartes-Jacobiovu metodu odhadu po&tu redlnych ko-
fent polynomu v daném otevieném intervalu. Autor tu uvédi, Ze metoda Descartes-
Jacobiova je u¢innéjsi neZ metoda Budan-Fourierova. Ditkazem tohoto tvrzeni se pak
zabyvé kapitola 8; dikaz je proveden pomoci linedrnich transformaef nezvét$ujicich

n
podet znaménkovych zmén, t. j. redlnych transformaci y; = X a;z; (1 <1 < m), pro
§=1

které podet znaménkovych zmén v posloupnosti (¥;, ..., ¥,,) Pro %4dné (z,, ..., z,) nep¥e-
sahuje podet znaménkovych zmén v posloupnosti (zy, ..., Z,).

Nejobsdhlejsi kapitola 9 je vénovéna Sturmové vété. Tato véta je tu dokdzéna pro
libovolny uzavieny interval a libovolnou Sturmovu posloupnost pro tento interval. Jako
piiklad je ukdzdno uZiti Sturmovy véty na Legendreovy polynomy. V dalim se autor
obraci ke konstrukei Sturmovy posloupnosti Eukleidovym algoritmem, k tplnym Stur-
movym posloupnostem a k uZiti Sturmovy véty pro polynomy s vicendsobnymi kofeny.
Kapitola je zakonéena paragrafem vénovanym Darbouxové vété o neredlnych kofenech
¢lent Sturmovy posloupnosti.

Kapitola 10 se zabyvé jinym zptsobem uréeni poétu riznych redlnych kofenti poly-
nomu v daném intervalu, spoéivajicim na Hermiteové vété, kterd ¥ikd, Ze podet viech
riznych kofenii redlného polynomu f(z) (resp. poéet redlnych riznych ko¥eni) je roven

n

hodnosti (resp. signatuie) kvadratické formy X ¢4 u—2 A%y, kde s, je soudet v-tych moc-
=1
nin kofenu f(x). :

. Vposledni 11. kapitole se autor zabyvd Hurwitzovymi polynomy, t. j. polynomy,
jejichZ v8echny kofeny maji zdporné reélné édsti. K uréeni, zda dany polynom (s komplex-
nimi koeficienty) je Hurwitzovym polynomem, jsou odvozena Schurova kriteria; pomoct
nich je pak dokézdna Hurwitzova véta, kterd ddvé jednoduchou odpovéd na otdzku
(vyskytujici se v riznych aplikacich), zda dany redlny polynom je Hurwitzovym poly-
nomenmn. . '

Vylo¥ené metody autor ilustruje na ¥ad® konkretnich prikladd; pfitom vZdy prihlizd
k praktické pouZitelnosti a ukazuje, v éem je kterd metoda vyhodnéjsi pred druhou.
K procvideni latky je pfipojeno 34 tloh rdzu teoretického i praktického s podrobnym
névodem.

Kni?ka je psdna pfesné a dostateénd podrobné; jeji srozumitelnost by viak jisté byvalo
mo¥né zvysit lep§im uspordddnim n&kterych partii (na p¥. kapitoly 8) a zejména. pozor-
néj§im provedenim korektur. Knihu miZe ¢ist kaZdy, kdo zné elementy algebry a diferen-
cidlntho podtu. Zcela postaéi znalost zdkladnich fakt z Ko¥inkovych Zdklada algebry
a Jarnikova Diferencidlniho poétu I. Vybérem 14tky i jejim zpracovénim je kniZka dobrym
pifspévkem pro na$i matematickou literaturu, zabyvajici se numerickymi metodami.

V knize bohuZel zistal znaény podet tiskovych chyb. VétSinou jsou to vSak drobnd
nedopatteni, kters si Stendf sdm snadno opravi. Upozorfiujeme tu jen na takové chyby,
které by snad mohly &tendie pii prvnim éteni zmést.

Na str. 19, ¥. 4 a 5 shora maji byt oznadeny jako vzoree (7).
r

c
Na str. 33 ve vzorei (11) mé byt Hy = 1 + e
0

Na str. 44, ¥, 17 shora: misto odkazu na odst. 14,4 m4a byt odkaz na odst. I4,3.
Na str. 47, . 10 shora: misto ,,v8echny kofeny‘ mé byt ,,vS8echny redlné koteny*.
Na str. 55, ¥. 5 shora: misto £; — &, mé byt |& — &

Na str. 118, ¥. 4 shora: misto (n 1 1) mé byt (n s 1) ¥
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Na str. 118,

<

6 shora: misto (n ; 2) mé byt (n I 2) .

Na str. 119, ¥. 7 shora: misto odkazu na odst. 4 mé byt adkaz na odst. 9.

Na str. 133, ¥. 10 shora: misto odkazu na odst. 4,1 mé byt odkédzéno na odst. 3,1.

Na str. 135, ¥. 4 zdola: misto odkazu na vétu 1 mé byt odkdzdno na vétu 2.

Na str. 151, ¥. 10 shora: misto odkazu na odst. 9,4 mé byt odkdzéno na odst. 8,4.

Na str. 170, . 11 shora: misto | + 2;{ md byt |x + z;|; podobné v ¥ddeich 15— 18 shora.

Na str. 170, ¥. 18 shora: misto ,,u = Re & a 2; &= 0 mé byt patrné jen 0 = Re .

Na str. 178 je prvek v druhém ¥ddku a druhém sloupci determinantu a,@,4; roven
10y — @y & nikoliv a;a, — @yas.

Vdclav Vilhelm, Praha.

A. I'. Bumywrur: O MHOTOMEDHBIX Bapmamuax. Serie CoBpeMeHHBIE TPOOIEMBI Mare-
Mmaramkd. Vydalo I'ocuspgar. TexHHKO-TeopeTmdeckoii amreparypsl, Moskva 1955, néklad
3000 vytiskd, 220 stran, cena rub. 5,85.

Vzhledem k dileZitosti funkei jedné proménné s omezenou variaci existuje fada praci,
v nichZ jsou dény rizné definice tohoto pojmu pro funkee vice proménnych; funkee s koned-
nou variacf v tak definovaném smyslu maji pak rtizné vlastnosti funkeis koneénou variaci
v E;. V posledni dob8 KroNROD otiskl obsdhly ¢ldnek,l) zabyvajici se funkcemi dvou pro-
ménnych, ve kterém zvld$td p¥ihlédl k pojmu variace. Definoval dvé variace, linedrni
a ploSnou, které jsou nezévislé. Tyto funkciondly zachycuji ,,jednorozmérné* resp.
,,dvojrozmérné“ vlastnosti funkef; funkce majici ob& tyto variace koneéné odpovidaji
funkefm s konednou variaci jedné proménné. Déle se v préci podotykd, %e pro funkce
v E, by podobné bylo tieba definovat » nezdvislych variaci; to Kronrod uéinil riznymi
zplisoby, avSak tyto definice postrddaji geometridnosti, t. j. nezdvislosti na soufadné
soustavé, a proto se zabyval jen piipadem n = 2.

Vituskinova kniha obsahuje theorii variaci funkef v E,; %, zékladem j je zajimavé theone
variac{ mnoZin v E,. Pfejdeme k systematickému p¥ehledu knihy.

V prvni kapitole je déna definice a zékladni vlastnosti funkei s omezenou variaci
v E, a déle jsou tu uvedeny nékteré definice a vlastnosti pro dvojrozmérny piipad.

Druhé kapitola obsahuje zékladni definice. Po tivodnich elementdrnich paragrafech
autor prechézi k definici miry u v prostoru Q7 viech (n — k)-rozmérnych rovin Bp-rC H,
a v prostoru @} vSech k-rozmérnych rovin, proché,ze;icich pevnym bodem. Je-li e c B,
pak vy(e) resp. po(e) znadi podet komponent resp. bodd mnoZiny e. k-rozmérng variace
v}(e) uzaviené mnoZiny e C E, se definuje (aZ na vhodn& volenou multiplikaéni kon-
stantu) jako [ vy(e f,—x) dpan,.2) Pro u,na mistov,se dostane t. zv. k-rozmérnd Favardova

Qng

mira, zndmé z integrélni geometrie. Ukazuje se, Ze v}(e) nezévisi na n, dé-li se e vno¥it
do E,. Dokazuje se, %e v7(e) = konst. f Vker, (e) Apgny, kde vy, je k-rozmérné variace vzhle-

dem k rovin$ 7,. Zde Ve, (e) = f vo(e n Bp-1(2)) dmk, kde B, _.(z) je kolmé na 7, & prochézi
bodem z € 7, a m¥ je obvykld Ic-rozmemé, mira. Je:li déle f spojitéd funkce na mnoZiné
e,teEy, ey={alze e, f(x) =1}, pak &islo vy(f,e) =konst . [ wg(e;N Prp+1) duon,_, X dm?*

Qng X E,
se nazyv4 variaci funkce f na mno%iné e.

1) A. C. Kporpod: O PyHKIUAX ABYX IMEPEMEHHEIX, YCIexu MaT. Hayk &, 1 (85), 1950.
%) Smysl t&chto konstrukei se snadno nahlédne pron = 2,k = 1.
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Tiet{ resp. étvrtd kapitola jsou vénovény podrobngjsimu studiu variaci mno#in resp.
funkei. Dokazuje se méfitelnost funkei v, a g, pro uzaviené e (v zdvéru knihy je dén pro-
blém o zobecnéni tohoto vysledku). Déle se ukazuje vztah linedrni variace a Hausdorf-.
fovy délky mnoZiny, je reprodukovdn MenSovuv piiklad uzaviené mno¥iny délky oo s nu-
lovou linedrni variaci a ukazuje se souvislost variaci a Favardovy miry. Koneéné se do-
kazuje, %e ke kaZdym n kladnym é&islém ay, ay, ..., a,_;, kde a, je celé, existuje uzaviens
mnoZina e tak, Ze v,(e) = a,, a poznamendvs se, Ze vy, zévisi na v,,.

Ve ¢tvrté kapitole jsou ukdzdny zédkladni vlastnosti variaci funkei, jako nezdvislost
variaci & pod. Déle se vytyduji nékteré vlastnosti n-variace, o nichZ se za pomoci vysledki
Kronroda a j. dokazuje, Ze jsou charakteristické. Koneéné se dokazuje formule

Un(fv In) = flgra‘d fl dm™ >
In

coZ je zobegnéni véty zndmé pro n = 1.
Kapitoly 1—4 tvoii tivodni ¢dst knihy, znaéné elementdrn&jsi neZ jeji pokradovani.

V pété kapitole piechdzi autor k vlastnostemn funkei s omezenou variaci. PouZity
apardt byl vypracovén Kronrodem ve vyse citovaném ¢élénku. ¢-tirovni funkce f nazveme
mnoZinu téch x, pro néz je f(x) = ¢. Stromem T, (mepeBo) spojité funkece f, definované
na n-rozmérné uzaviené krychli I,,, nazveme topologicky prostor, jehoZ prvky jsou kompo-
nenty vSech t-Grovni, pii éemZ topologie je ,,pfirozend ‘. Studium funkece f na I,, nahradime
studiem funkce f* na T'y, kde f*(I) = f(z) pro I ¢ T'y, x e I (ilelnost této definice se nahléd-
ne na piikladé monotonni funkee v I,). Pomoeci stromu funkce se jistym zptisobem de-
finuje monotonie funkce vzhledem k danému bodu O. Je-li nyni v, (f) < o0, jef = f; — f,
kde f,, f, monotonns rostou vzhledem k O. Je-1i ddle f spojité na I, a mé koneéné variace
vSech T4du, pak f mé skoro vSude totélni diferencidl. Kapitola konéi informativni po-
zndmkou o konvergenci dvojnych Fourierovych fad. ’

Vzhledem k piedchozimu je tdelné zkoumat podminky pro omezenost variaci funkce;
tomu je vénovéna Sestd kapitola. Nejprve se jednoduSe dokdZe, e funkce spliujic
Lipschitzovu podminku mé omezenou variaci v,. Celd dal§i édst kapitoly je vénovéna
ditkazu obecn&jsi véty:

Jestlize f a véechny jejt parcidini derivace a2 do #ddu n—k vyhovwji Lipschitzové podmince,
pak vi(f, I,,) je koneénd.

Dikaz zabird 55 strdnek. Autor podotykd, Ze ziskané podminky jsou minimdlni. Na
z&vér jsou uvedeny pozndmky o ohranidenosti variaci mnoZiny. . ;

V posledni sedmé kapitole jsou uvedeny dvé aplikace. Nejprve se definuji variace
v krychli a to pondkud jinak neZ difve. Nyni se dokéZe ,,metricky zékon duality:

Je-li n-td variace e C I, nulovd a ostatni jsou koneéné, pak je mozno do I, — e vepsat
n-rozmérnou krychli s hranou jisté kladné délky.

Tato sama o sobd zajimavé véta je pak aplikovdna na feSeni jednoho specidlniho pii-
padu tfindctého Hilbertova problému. HiLBerT v r. 1900 vyslovil domnénku, Ze existujf
analytické funkce t¥{ proménnych, které nejsou superposici Z4dné nésobnosti spojitych
funkef dvou proménnych (t. j. nenf na pf. f(z, ¥, 2) = @@, (Y, 2)). Autor zde dokazuje
vétu tohoto druhu o superposici diferencovatelnych funkef.

V zévéru knihy jsou uvedeny nékteré problémy, jako na p¥. rozsifeni theorie na me-
trické prostory, axiomatické zpracovéni variaci a jiné. '

Piipojme n&které dalii pozndmky. Tato kniha je vlastn® zpracovénim nového zaji-
mavého tseku theorie redlnych funkei a theorie mnoZin v eukleidovskych prostorech.
Patrnd prvnim popudem k zavedenym definicim je znémd Banachova véta o variaci
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spopte funkce (Var f = f Ho {x]t = f(=) } d¢). Nékteré konstrukce se vyskytly v integrélni

geometrn Dokézané Véty ukazuji tdelnost takové theorie; pro dal$i aplikace v analyse
je potfeba vétsiho objasnéni.

Kniha je velmi podnétnd a po prodteni se nabizeji mnohé otdzky. Na pi. se nikde ne-
vyskytne pot¥eba k-té variace pro 1 < k < n; souvisi to patrné s tim, Ze se uvazuji funkce,
t. j. zobrazeni z E, do E,. Bylo by zajimavé aplikovat podobnou theorii na obecnéjsi
zobrazeni.

Vykladu je mo¥no leccos vytykat. Je to predev§im jistd nerovnomérnost. VSeobecné
zndmé vdéci se objastiuji, avSak na nékteré specidlni vysledky se ani neodkazuje. Pro
tplné pochopeni viech detaild je t¥eba dost &irokych znalosti. N&které vécné chyby a opo-
minuti a celd fada tiskovych chyb také pusobi rusive.

Karel Kartdk, Praha.

Mieczyslaw Biernacki: Geometria rézniczkowa, I. Panstwowe wydawnictwo naukowe,
Wierszawa 1954, str. 240, cena 21,35 zl.

Po dlouhé dobé& vysla r. 1954 v Polsku udebnice diferenciédlni geometrie. Jeji prvni dil
je vénovén hlavné kfivkdm rovinnym a prostorovym. Z theorie ploch je uvedena jen
tednd rovina, obalové plochy jednoparametrové a dvouparametrové soustavy ploch
a ovSem plochy rozvinutelné.

Postup autora je obvykly; pouivéd klasickych metod osv&déenych pifi studiu
Gtvard v metrické geometrii euklidovského trojrozmérného prostoru. Utvary urduje
souradnicemi kartézskymi. V druhé poloving knihy uzivé také vektort a vektorové sym-
boliky.

' Zvlgstni péde je vénovéna ukédzkovym piikladtm v textu, které dopliuji vyklad, a pti-
kladtim ke cvideni. Na konci najde étend¥ ndvody k fefeni a vysledky vSech 279 ptikladia.

Kniha je rozdsélena do dvou vétSich celki. V prvnim jsou probirény rovinné ktivky
v eukleidovské roviné. Dosti mista je vénovéno asymptotdm a obraziim kfivek, zejména
algebraickych.

Zajimavé je pozornost autora k vété o vrcholech ovélu a k vzorei Cauchyho L =
' £
= % [ P(p)dg pro oblouk kiivky, kde P(g) je délka pramétu oblouku na pi{mku, kters
0

s osou z svir4 thel p. Divodem k tomu jist8 byla u prvni v8ty jeji obecnost, u druhé véty
okolnost, Ze byla studovéna polskymi matematiky (H. STEINHATS, S. GOLAB).

Druhd &dst zadind strudnym vykladem o vektorech a poditédni s nimi & je pfevéZnd
vénovéna prostorovym kiivkém. Obvykly obsah je doplnén teorii ploch.

Pozorného dtendie zaujme v prvni 8dsti styk rovinnych k¥ivek (§ 7, str. 55— 59), styk
Iktivky a plochy (§ 28, str. 191—196) a jeho aplikace. Podand definice styku je zfejms in-
variantni i pii afinnich transformacich a lze ji pfenést do vicerozmérnych prostora, jak to

uéinil ve své pfedndSce FRANTISEK NoZ16ka. (Pfedndfka v matematické obei prazské
dne 4. 3. 1957.)

Celkem lze knihu hodnotit jako velmi dobru udebnici pro studenty zadéteéniky a jako

knihu podnétnou k dal§im studiu pro ty, kteii dovedou &ist mezi rddky a vSimaji si
Ppozndmek.

Frantisek Vy&ichlo, Praha. .
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Andrzej Grzegorczyk: Populdrni logika. Z polStiny ptelo#il P. Materna. St. nakladatelstvi '
polit. literatury, 1957, 123 str., cena 4,36 Kés.

Nikdo dnes u nés nepochybuje o tom, %e znalost gramatiky tvori soutdst v8eobecného
vzdéléni. Je absurdni, Ze naproti tomu vyznam formélni logiky, kterd je jakousi gramati-
kou sprdvného mysleni, zlistévé stdle nedocenén. Logickd kultura mé v praméru nizkou
droven a technicky trening ve védomém formdlnim kombinovéni logickych tsudk prak-
ticky neexistuje. Disledky tohoto stavu se vyrazné projevuji, a to pfedevsim pii vyudo-
véni matematice. Schézi dasto i nejelementérnéj8i ponéti o pravidlech formélni logiky:
Na technikédch je zcela bé’ny piipad, Ze student neni schopen utvofit negaci vyroku
,»,vSechna okna v posluchédrné jsou oteviena‘‘. Tim spi§ je takovy student bezmocny tvaii
v tvdf ¢ — 0 formulacim s jejich logickou strohosti, kterd dynamiénost ndzorné pied-
stavy zaklind do statického réeni ,ke kaZzdému &°‘. SnaZime se mu pomoci, vracime se
k logické abeced$. Pak zkousime. Lze to éinit s klidnym svédomim bez piFedpokladu o nadi
pedagogické genialité ¢i bez viry v zdzraky ? Moderni matematika je bez znadéné logické kul-
tury nemo#né. N&které édsti matematiky jakoZ inékterd nové odvétvi védynadto nezbytné
vyzaduji aktivni znalost theorie logického mysleni. Je proto tfeba uvitat kazdou knihu,
kterd poméhd odstranovat uvedené nedostatky, zvlésté pak, je-li tak dobré jako knizka
polského pracovnika v logice a v theorii rekursnich funkei ANDRZEJE GRZEGORCZYEA.
Tim spi§, Ze je uréena Sirokému okruhu ¢tendit (i nematematiki) a %e pies adjektivum
s;populdrni‘‘ ve svém nédzvu seznamuje se zéklady moderni, matematické logiky. Z pte-
hledu obsahu bude patrné, v &em se 1i$f od dosud u nés vyslych publikaci o moderni (,,ma-
tematické“ resp. ,,symbolické) logice.

Celé kniZka se omezuje na vyrokovy pofet. Je rozdélena na sedm paragrafi.

§ 1 je vénovén vykladu vyznamu logického usuzovéni a vysvétleni podstaty a tikolu
logiky v u¥Sim i Sir§im smyslu. Autor identifikuje nézvy ,,soudasnd‘, ,,symbolickd* a
smatematickd* logika. Ndzev ,,matematickd logika‘‘ motivuje tim, Ze je nejvice apliko-
véna na matematické mygleni. (Domnivdm se, Ze moZné jesté spis je ndzev ,,matematickd‘
oprdvnén tim, %e moderni logika podstatné uZivd matematické methody.)

§ 2 pojednéva o vyrocich se zvld§tnim ztetelem k jejich jazykové a logické struktufe,
zv1a§té pak o vyrokovych spojkdch a slozenych vyrocich. Je to jedna z nejpéknéji napsa-
nych ¢dsti knizky pro svou Zivost a populdrnost v nejlepsim slova smyslu. Zde a na mnoha
jinych mistech je vyhodou podobnost syntaxe polstiny a &eStiny.

V § 3 je podrobnéji vymezen pfedmét logiky: Je jim studium logickych zdkont (t. j.
identicky pravdivych vyrokovych schemat) a zdvérovych pravidel. Cely paragraf je
vénovén nejdileZit8j$imu zdvérovému pravidly, t. zv. pravidlu odloudeni (autor ani prekla-
datel neuvad{ pro toto pravidlo b&¥ny nézev ,,modus ponens‘). Je zdiraznén formélni
charakter tohoto pravidla a je na ném osvétlen hlavni rys formélni logiky. Pravidlo
odloudeni je uvedeno jako empirické pravidlo a jeho hlubsi souvislost s povahou spojky
s»jestliZe ..., pak® neni diskutovéna.

§ 4 je vénovén zdkladnim logickym zdkondm a jejich vyznamu pro konkretni usuzovéni.
Jsou to zékon vyloudeného tietiho, zékon sporu (je konfrontovén s dialektickym zdkonem
existence protikladl), zékon transposice atd. Tyto zdkony autor nemotivuje jinak, neZ Ze
jsou zfejmé; pifklady, které uvadi, maji byt ilustraci tohoto faktu. Ukolem logiky je
pouze ,,poukézat na takové elementérni my¥lenkové mechanismy, pomoci nichZ miZeme
vykonévat v8echny sprévné tsudky*. (Slovo ,,viechny‘ zde oviem neni docela na misté:
Existuje rozséhlé oblast tsudki, kterych se uZivé ve véds a které maji jiny neZz formslni
charakter; pfitom nesporns jejich vyzkum patii do logiky.) V odst. 4.4, vénovaném zd-
konu transposice, se po prvé setkdme s dileZitym vykladem o tom, jak se u sloZitéjsiho
tisudku logické zékony kombinuji s pravidlem odloudeni. O nepiimych dikazech'a jejich
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souvislosti se zékonem transposice se autor explicitn® nezmifiuje. Odst. 4.5 obsahuje pii.

‘Klad t. zv. odvozeného zévérového pravidla: autor ukazuje, e zndme-li logicky zdkoy
p —[¢ — (p & ¢)] a pravidlo odloudeni, miZeme dokézat pravidlo, na zé,kifwdé néhoy
z vyroki p, ¢ lze odvodit vyrok p & g. Naopak timto dtsledkem je uvedeny 'ogicky zdkon
motivovén. Tento methodicky postup je aplikovén dasto i v odst. 4.6, vénovaném t. zy,
zédkontm implikadnich sylogismi. V tomto odstavei vrcholf vyklad toho, jak kombino.
vénim logickych zékont s pravidlem odloudenf miZeme analysovat béh intuitivntho lo.
gického usuzovéni. Cely § 4 je napsén s neobydejnym citem pro psychologii dtendie, ktery
neni zvykly na abstraktnf my&leni. Autor na p¥. neSetii mistem, aby vykladem o stylistic.
kych vpravéch vyrokt postupnd pripravil étendfe na standartni kondensovany zipis
slozitych vyroki.

§ 5 je vénovén tabulkové, extensionélni charakterisaci vyrokovyeh spojek a ospravedi.
nén{ mo¥nosti takové charakterisace. Podat takové uspokojivé ospravedinéni, zvlds
v kni¥ce neurdené vyhradnd matematikiim, je obtfZny tkol. Autorovi se to podatilo,
Mufeme otekévat, e tomu, kdo knifku prette, nebudou u# trnem v oku implikace
jako ,,jestlize na svété jiz nebudou Z4dné vélky, pak sloni Ziji v Africe*.

V § 6 autor nejprve uvddi rizné druhy symboliky, bé#né v matematické logice. (Sdm
viak ponechsvé spojkém ,,ne*, ,,a‘, ,nebo* jejich slovni tvar.) Ddle popisuje tabulko.
vou methodu ke zjisténi, zda ndjaké formule piedstavuje logicky zdkon. Uvddi k tomuto
tdelu té¥% zkrécenou methodu, kters, spodéivé v odvozeni sporu z predpokladu, Ze dand
formule neni logickym zékonem.

§ 7 je vénovén aplikacim vyrokové logiky. Autor nejprve dokazuje pro redlnd &fsla
implikaci (x + 2z =y + 2) = (x = y) (krom$ dfive uvedenych logickych prostiedki se |
ov¥em nevyhne uZit{ pravidla o moZnosti substituce za individuové proménné; uvédi ho
v poznédmce ad hoc.); pak vysvétluje princip uZitf vyrokové logiky na theorii elektric.
kych obvodi. Po vhodns volenych pifkladech nesprévnych tisudki kniZka konéf analysou
znédmého paradoxu krokodila, jej# vtipnd Egyptanka ptivede do vizkych.

O vynikajici kvalité recensované knifky neni pochyb. Je pfedeviim podivuhodné, jak
plirozend autor vede étendfe od béZnych predstav k pochopeni formdlni, kombinatorické
methody vyrokového poétu, a jakych uméfenych a pfitom zajfmavych prostiedki po-
uZivé. .

Pfipojme n&kolik drobnych poznédmek.

Autor zavédi negaci obratem ,,neni pravda, %e‘‘. To neni nejvhodngjsf, nebot pak mé
negace charakter vyroku o vyroku, na rozdil od negace, utvofené pomoef pouhého obratu
»»ne‘ (s pisluinou stilistickou pravou).

Ve cviteni 4 na str. 28 by snad bylo na mist$ uvést, jak lze i u¥itf spojek mezi pojmy
prevést na uZitf spojek mezi vyroky.

Rozlifeni dvou formulaci pravidla odloudeni (na str. 32 a 33) je patrnd p¥ilid jemné
a neodpovidé celkem neformélni diskusi tohoto pravidla v celém § 3.

Na str. 49 (¥. 2 shora) se mluvf o ,,logickém systému, ktery zde uvddime‘‘. To nenf na
mistd, nebot cely vyklad mé charakter registrace logickych zdkont a pravidel a ne vybu-
dovéni jednotného (na pi. axiomatického) systému. Ostatnd na str. 91 se mluvi o ,,systému
dvouhodnotové vyrokové logiky* v jiném smyslu.

Utitf obratu ,,jestliZe je pravda, ..., pak musf byt rovné% pravda‘ u vyroku (j) na str. 58
mé za nésledek, Ze vyrok ztrécf charakter dosazen{ do (13) a spf se stdvé jakymsi tvrzenim
© moZnosti odvozent jednoho vyroku z druhého. Podobné obraty zbavujf logické piesnosti
i vyroky na jinych mistech knifky.

y P.ravidlo odloudeni jakoZ i logické zékony jsou v §§ 3, 4 ilustrovdny pomoet vyroki,
Vv nich? &tendf spojku ,jestliZe ... pak* ptirozend chépe ve smyslu ,,byti dasledkem",
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nebot predni a zadni &len spolu obsahové souvisi. Bylo by snad na misté vratit se k témto
pﬂkla,dl'xm a konfrontovat oba vyznamy uvedené spojky s hlediska principu extensionél-
posti, na némz jsou zaloZeny tabulky spojek. RovnéZ pravidlo odloudeni se pak jevi
v novém svétle; je disledkem nového, formélnfho vyznamu spojek.

Autor poddvéd na str. 109, 110 ndvod, jak kontrolovat sprdvnost usuzovéni: U ka%dého
jednotlivého kroku je t¥eba najft logicky zékon, ktery ho ospravedliiuje. To souvisi s tim,
e v celém vykladu logiky privileguje logické zédkony pied odvozovaeimi pravidly (pre-
védi vie na pravidlo odlou¢eni). Domnivdm se, %e tento postup je téZkopadndjsi a méng
pirozeny, neZ kdybychom se opirali o vét8 podet (event. odvozenych) zévérovych pra-
videl. ;

Na str. 98 a 123 je sice zminka o logice kvantifikdtori, bohuZel v¥ak bez nejmensi vy-
gvétlivky.

Nékolik pozndmek k ¢eskému textu:

Misto ,,mezivyrokové spojky* je vhodndjsi a stadf Fkat ,,vyrokové spojky*‘.

Na str. 30 ¢teme podivnou vétu: ,,Tyto methody vypovidéme v logice dvojim zpisobem®‘.

Nastr. 32, +. 9 md byt na pt. ,,u¥'* mfsto nevhodného ,,jen*.

Na str. 36 se uZivd nevhodnd slova ,2ddny*: ,,Zddné zdkony vyrokové logiky nejsou
vyroky béiného jazyka'. :

Na téZe strdnce je vyznam skreslen uZitim slova ,,lze: ,,... za né% lze dosadit ...

Na str. 62 je nevhodnd uZito slova ,,potvrzuji*: ,, Tyto vyroky totiZ potvrzuji uréité fakta,
kterd neexistuji*‘.

Na str. 70, . 6 md byt spi¥ ,,tyto'* misto ,,dané*.

V odst. 6.5 je vhodndj&{ mluvit o ,.zkrdcené* ne¥ o ,,zkratkové* methodé. Misto terminu
,nula — jednotkové* (ktery je roziffen hlavnd v polské literatufe) je vhodnéjsi uZivat
prostd terminu ,,tabulkové* (ovéfent).

Tiskovd nedopatFeni. Nastr. 29 je cvitenf 9 uvedeno jako cvié. 5. Na str. 90 méd byt
9 misto 2n. Na str. 97 ve cvid. 1 a 2 md byt spojka ,,a‘ kursivou. Na str. 123 chyb{ strédn-
kovén{.

JiFt Bebvdf, Liberec.

V. G. Boltjanskij: Co je to derivace. PreloZil Ing. Milan Ulrich, vydalo Stétni naklada-
telstvi technické literatury, Praha 1956, 78 stran, 15 obrazk, cena 2,56 Kdés.

Knizka vysla jako 16. svazek zndmé kni#nice ,,Populérni predndfky o matematice’’,
kterd je uréena hlavné Zdikam vysich tifd vybérovych Skol. Autor se snaZi na nékolika
milo strénkdch objasnit zaddteénfkim ndkteré pojmy matematické analysy, zv1d$té
pojem derivace a diferencidln{ rovnice. Je samoztejmé, %e pii tom musf na mnoha mistech
slevit z matematické piesnosti, misto ditkazti najdeme tu vétsinou jen nézorné objasnéni.
Zavedeni pojmu derivace je motivovéno fysikdlné (rychlost volného pédu) a také s dife-
rencidlni rovnicf se dtendi seznamuje v souvislosti s fysikou (zapojeni elektrického proudu
aradioaktivni rozpad). P detbd snad trochu rusivé plisobf neobvyklé zachézeni s pojme-
novanymi ¢sly (pojmenovén{ dokonce v indexech, na pf. na str. 19).

Cesky preklad je celkem vystiZny, jen na str. 22° misto slov ,,co% znamend‘* by mélo
byt ,,dejme tomu‘* a na str. 26% misto ,,totiz" ¢ti ,vedy*.

Student, ktery si prette Boltjanského knizku, bude si oviiem muset pozdéji viechny
pojmy zpfesnit, ale pfi prvnf informaci budou pro ného cenné zvléstd poukazy na fysi-
kéln{ a technické aplikace. '

Jitt Sedlddek, Praha.
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 82 (1957), Praha

ZPRAVY

PROFESOR DR FRANTISEK RADL ZEMREL

FraNTISER RADL se narodil 10. ledna 1876 v PySelich (v okrese Fi¢anském
v prazském kraji) z obchodnické rodiny jako tieti ze sedmi déti (starsi jeho
bratr Emanuel narozeny 21. 12. 1873, zndmy biolog a filosof, byl profesorem
p¥irodovédecké fakulty Karlovy university). Studia stfedofkolskéd konal na
gymnasifch v Benefové a Domailicich. Pak
studoval matematiku a fysiku na filosofické
fakultdé deské university v Praze, pfi tems
poslouchal v prvn{ fadé predndsky profesori
F. J. StupNi6ky a F. KoLA®ka. Po dosa-
Zeni aprobace pro vyulovani matematice a
fysice na stiednich Skoldch (r. 1900) ztrivil
Rédl ptes dvacet let jako stiedoskolsky udi-
tel v Brng, Klatovech, Tabote a konetnd
v Praze. Definitivnim profesorem se stal
v roce 1904, kdy ptsobil na gymnasiu v Té-
bore. Za pobytu v Téboke piedloZil také
disertaénf préci s fysikdlné-teoretickym the-
matem ,,0 interferenci v tlustych deskdch”
a byl promovén na doktora filosofie v r. 1906.

Fr. Radl v r. 1928 Jekté za svého plisobeni v Tdbofe uvefejnil
svd prvni matematickd pojedndni a po celou
dobu své tinnosti jako stiedokolsky uditel byl také védecky &inny. Skolnf rok
1909—10 ztrdvil na studiich v Pa¥Zi na Sorbonné. Do Prahy ptisel r. 1912,
Za prvni svétové vilky v r. 1917 se habilitoval z matematiky na strojnim
a elektrotechnickém oddéleni deské vysoké Ekoly technické v Praze. Po tifleté
docentuie (r. 1920) byl povéien suplovinim pfednisek a vedenim cvicenf z ma-
tematiky na vysoké kole strojniho a elektrotechnického inZenyrstvi v Praze
za profesora F. NuSra, ktery se stal feditelem statni hvézdarny. R. 1926 byl
Rédl jmenovin fadnym profesorem matematiky na vysoké &kole strojniho
a elektrotechnického inZenyrstvi v Praze. Dékanem této Skoly byl v roce
1935—36. Roku 1946 odegel do vysluzby, pfednéfel viak a zkouSel jesté dalii
dva roky. Zemtel 30. prosince 1956 v Praze.
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Rédl uvetejnil 26 pojedndini v Rozpravich deské akademie (IL. tt.), pét

jedndni v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky, jedno pojednéni
ve Véstnfku kralovské deské spolednosti nauk a 4 pojedndni v Mathe-
matische Zeitschrift, kone¢né v poslednim roce Zivota (1956) vysla dvs Radlova
pojedndni (cyklostilovand). A% na prvni dvé pojednéni uvetejnéns v Rozpra-
véch & prvni pojednani uvetejnéné v Casopise zabyvs se Raidl ve svych pra-
cich formélni teorif diferencidlnich rovnic linedrnich obydejnych i parcidlnich.
Rédl vydal také ,,Utebnici matematiky pro vysoké udenf technické” (prvni
vyd. 1931, druhé vyd. pozménéné 1946), uréenou predeviim pro jeho poslu-
chade.

Tento souhrn Zivotopisnych dat zesnulého jakoz i bohaty vyget jeho &innosti
pedagogické i veédecké je tfeba uzaviit zhodnocenim jeho Zivotntho dila po
strénce lidské, pedagogické i védecké.

Zapomenime pii tom na nékteré trpkosti a nepifjemné udslosti, zpiisobené
bez zlé vile v naSem matematickém Zivoté pred posledni svétovou valkou
nékterymi osobitostmi zesnulého a to jak ve v&cech osobnich, tak i ve vécech
védeckych. Zapomeiime na né ne pro zésadu ,,0 mrtvych jen dobré*, ale proto,
e se nim jevi z deldfho ¢asového odstupu jako malicherné. Vyzdvihnéme to
podstatnd kladné, co ztstiva Zivotnim dflem a zésluhou profesora Rédla.

Profesor Radl nebyl rozhodné typem upjatého katedrového udence: Byl
&ovékem prostym, neli¢enym, s hojnym smyslem pro radosti pozemské. Tako-
vym byl i v poméru ke studentim. Jako prednsgejici i jako examinator byl
oblfben, jeho poZadavky byly mirné, oviem jisté minimum védomosti vyza-
doval bezpodminedné.

Ve svych predndskich a ve své udebnici pro techniky se snaZil o co nejvétii
ndzornost a o to, aby téZzky predmét studentim techniky co nejvice piibliZil
a usnadnil. M&] také pochopenf pro fysikdlné-technické aplikace matematiky
a svoji védeckou ¢innost zadal disertaéni praci z matematické fysiky.

Ovsem zpisoby a formy, jakymi matematiku na tehdejsf spojené fakulté
strojnfho a elektrotechnického inZenyrstvi vyklddal, jakoZ i jeho udebnice,
piijatelné v dobé t. zv. klasické analysy, byly pochopiteln® vystaveny kritice
8 hlediska soucasnych poZadavk na logickou ptesnost a sprévnost. Podobné
vytky byly kladeny i jeho v&deckym pracim; je proto tieba témto vytkim
vénovat aspoti tolik osvétlent, aby jejich generalisovédnim a zvelidovénim nebyla
nepomérnd snizovana cena Réadlova celoZivotniho snaZeni.

Pokud jde o Radlovu &innost vyutovacf na technice, je tteba ptripomenout
obtfZnost problému nejlepifho vyudovanf matematice na technice (problému
nepomdrné didakticky obtiznéjsfho, neZ je stejny problém na université).

I kdy? nesouhlasime s pifli§ populérnim Rédlovym Fefenim tohoto pro-
blému, musime si ptiznat, %o jsme jej sami dosud je$té nedokdzali (relativné)
definitivné vytesit.

Pokud jde o Rédlovu ¢innost védeckou, je tfeba uvaiit toto:

379



Mlady R&dl studoval matematiku na &eské université v Praze na pfelomu
stoleti, tedy v dobé, kdy profesor Studnicka, tehdejsi vedouci nd$ matematik,
na sklonku svého Zivota chronicky churavy, jiz téméi nepfednasel. Profesor
Kolatek byl fysikem, matematika mu byla pouze pomocnym nastrojem a samo
pfesné budovani matematiky jej nezajimalo. NeutéSeny stav vyudovani
matematiky na eské université té doby se kratce na to radikalné zlepsil za-
sluhou mladého profesora K. PETRA; jeho pisobeni viak jen o 8 let mladstho
Radla jiZ na université nezastihlo. A tak mlady Radl byl na université v pod-
staté bez vedeni odkdzan na vlastni vybér a studium literatury (rozumi se
pristupné cizi literatury; nase kniZni matematick4 literatura v té dobé& prak-
ticky neexistovala). Odnesl si tedy (jako jini naSi matematikové té generace
a s podobnymi nésledky) z universitnich studii bez své viny védomosti vice
méné i v zédkladnich vécech nahodilé, neuspotddané a co dopojeti zpravidla
zastaralé nebo rychle zastaravajici v dobé boutlivého rozvoje matematiky
na prelomu stoleti.

V existenénich a jinych osobnich starostech profesor Radl za své dvacetileté
éinnosti stiedoskolského uditele ani pozdéji jiz nenasel dosti podminek k tomu,
aby pevné stanul na pidé soudobého matematického mysleni.

Na druhé strané viak samostatnd matematicks invence a védecks zvidavost
Réadlova, probouzejici se sice za danych podminek pomérné zvolna, ale zato
neustéle silici, ukazovala na nadprimérny talent a pobizela Radla k vlastni
védecké praci. A je pravé uréitou tragedii Radlovy védecké snahy, Ze musel
po cely Zivot zapasit s naznaéenymi nedostatky svého matematického vzdé-
lani (Gi 1épe snad: matematické vychovy), jez si bez své viny odnesl z univer-
sitnich studii. Zd4 se, Ze hlavné v dusledku této okolnosti jeho dosti podetné
védecké price, které jisté nejsou bez plvodnich myslenek, nesou (zejména
ve svém provedeni) stopy téchto nedostatkti — a zustaly tak jednak pro svou
logicky nedokonalou, az mnohdy nejasnou formu, a jednak pro nedostatek
kontaktu se soudobymi pracemi podobné tematiky skoro nepoviimnuty;
profesor Rédl také bohuZel nemél védeckych Zaki.

K opravdovému a spravedlivému ocenéni védeckych zdsluh a pavodnosti
profesora Radla v jeho pracovnim oboru, t. j. v t. zv. formdlni (aritmeticko-
algebraické) teorii linedrnich diferencidlnich rovnic, by bylo zapotiebi udinit
myslenky téchto praci jasné srozumitelnymi primérné vzdélanému matema-
tikovi nasi doby tim, %e pojmy Rédlem mltky pfedpoklddané budou vyslovné
definovany, a pokud jsou jiz zndmé, budou oznadeny obvyklymi terminy —
a Ze budou vyslovné formulovana tvrzeni a jejich pfedpoklady. Uvazme také
to, Ze podstata mnoha Rédlem mléky pouzivanych pojmiu patii do abstraktni
algebry, ktera se teprve tvoiila v letech po prvni svétové valce. Takové osvét-
lenf Rédlovych praci by bylo nejen -cenné pro d&jiny nadi matematiky, ale
mohlo by byt snad jesté dnes i véené podnétné pres obrovsky rozvoj v teorii
linedrnich diferencidlnich operatorii (od predvalednych, dnes jiz klasickych
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praci Rrrrovica a OrEHO) k vysledktim sovétské skoly (Nasmark, Smov,
KREJIN a j.), kde se uplatiiuje hledisko funkciondlni analysy.
Védecky 1udél Radluv je vlastné smutnym tdélem nadaného samouka
 (ktery se vypracoval aZ do postaveni vysokoskolského profesora), to jest
pracovnika, ktery zil isolovan od souéasné védy nejen v tom smyslu, Ze nemél
s.nf naleZitého kontaktu prostfednictvim literatury, ale i v tom smyslu, Ze
R4dl nemél spolupracovnikd a zakl, ba nemél, pokud je ndm zndmo, ani
védeckych piatel, s nimiZz by si vymérioval myslenky. Neni nasim tkolem zde
posoudit, nakolik si zesnuly tento dél pfivodil sim a nakolik je vysledkem
okolnosti, které nemohl zménit (i kdyby si jich byl védom).
Profesor Radl mél vSak svoje studenty rad a vénoval se jim podle svych
sil a svého pojeti co nejlépe. '
Profesor Radl pies vyhrady, které musime mit k nékterym jeho védec-
kym vysledkim, udélal v matematice kus pavodni price a mél matematiku
v pravém smyslu slova rad, to jest nebyla mu néplni rutinni vydéleéné ¢in-
nosti, nybrz ji platilo tvorivé nadSeni nejlepsi stranky slozité Radlovy osob-
nosti. — A uZ to je dost, abychom zachovali prof. Rddla v dobré paméti.

2 Karel Rychlik a Ladislav Rieger, Praha.

SEZNAM POJEDNANT PROFESORA FRANTISKA RADLA
Rozpravy Ceské akademie v&d a uméni, t¥. I

16 (1907). O limitnich funkeich. 2, 7 str.
O'novém odvozeni fady Lagrangeovy. 9, 4 str.
21 (1912). Pozndmka k theorii rovnic diferencidlnich linedrnich. 11, 7 str.
22 (1913). O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich obydéejnych. 32,
10 str.; 41, 18 str.
23 (1914). O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich obyéejnych. 14,
9 str.
25 (1916). O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich obyéejnych. §9,
15 str.
26 (1917). O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich. 5, 14 str.
Pozndmka k integraci rovnic s derivacemi parcidlnimi linedrnimi o vice neZ dvou
neodvisle proménnych 15, 11 str. o
O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich. 52, 12 str.
27 (1918). O kaskddni transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich. 2, 12 str.
ZeviSeobecndni transformace Laplaceovy na jisté rovnice s derivacemi parcidlnimi
linedrni ¥4du nte. 23, 6 str.
O roziffeni kaskddni transformace na rovnice linedrni s derivacemi parcidlnimi. ¢
40, 5 str.
28 (1919). Zavedeni libovolné funkece transformaéni p¥i transformaci rovnic linedrnich
8 derivacemi parcidlnimi. 10, 5 str.
O invariantu P kaskddni transformace. 18, 5 str.
O determinantu podmitiujicim transformaci diferencidlnich rovnic linedrnich oby-
dejnych. 21, 5 str.
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(1920). O transformaci rovnic s derivacemi parcidlnimi linedrnich na zédkladé zndmych
integrala partikuldrnich. 1, 5 str.

O analogii transformace rovnic diferencidlnich linedrnich u rovnic algebraickych.
7, 5 str.

O jistych vlastnostech invariantt p¥i transformaci diferencidlnich rovnic lineédrnich
obyéejnych. 21, 5 str.

O transformaci jistych systému rovnic s derivacemi parcidlnimi linedrnich. 22, 5 str.
(1921). O novych invariantech kaskddni transformace. 7, 5 str.

O invariantech jisté rovnice s derivacemi parcidlnimi linedrni. 37, 9 str.

O jisté rovnici s derivacemi parcidlnimi linedrni bez transformaéni fady. 32, 10 str.

(1922). O rovnicich diferencidlnich linedrnich obyéejnych t¥etiho fddu s fadou trans-

formadéni oboustranné zakonéenou. 30, 9 str.
(1923). O jistém theorému tykajicim se resultanty diferencidlnich rovnic linedrnich.
25, 15 str.
(1925). O jistém obecném problému diferencidlnich rovnic linedrnich. 12, 27 str.
(1926). O d&leni mnohoélenu diferencidlniho 3. ¥4du mnohoélenem diferencidlnim
2. Fadu. 45, 16 str.

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky

(1910). O zbytku fady Taylorovy a Lagrange-Laplaceovy. 144 —146.

(1912). Pozndmka k teorii rovnic diferencidlnich linedrnich. 35—37, 154—159,
557 —561.

(1913). Pozndmka k teorii rovnic diferencidlnich linedrnich. 20— 28.

(1922). O rovnicich diferencidlnich linedrnich obyéejnych druhého #ddu s fadou trans-
formadni oboustranné zakondenou. (Sur les équations differentielles ordinaires du 2°
ordre possédant une série de transformations limitée de deux cotés). 189—197.

(1929). O periodickém déleni diferencidlntho mnoho&lenu 3h° ¥4du mnohodlenem 1ho
téddu. (Sur la division périodique d’un polynéme differentiel.) 83—91.

Vé&stnik Krilovské &eské spole€nosti nauk, tF. matematicko-pFirodovédecka

. 1927. Vlastnosti resultantu p¥i déleni mnohoélent diferenciglnich. (Sur la résultante

de deux polyndmes differentiels par raport & leur division.) 39 str.

L]
Mathematische Zeitschrift

(1930). Ueber die verallgemeinerte Division der Differentialpolynome. 441 —451.
(1935). Ueber das verallgemeinerte Mass von zwei Differentialpolynomen. 375— 386.

(1939). Ueber die Teilbarkeitbedingungen bei den gewdhnlichen Differentialpolyno-
men. 429—446. )

Ueber die Teilbarkeit des gewdhnlichen Differentialpolynomes dritter Ordnung
durch ein @hnliches zweiter Ordnung. 719—734.

Cyklostylovana pojednani (1956)

Ueber die stetige Transformation der Differentialpolynome. 11 stran.
Transfromation of differential linear polynomials. 13 stran. '

Sestavil Karel Rychlik, Praha.



ZPRAVA O ZAJEZDU DO BERLINA K UCASTI NA OSLAVE 250. VYROCGT
NAROZENIN LEONHARDA EULERA

Oslava 250. vyroéi narozenin LEoNEARDA EULERA se konala dne 21. biezna 1957 dopo-
ledne v plendrni schizi Némecké akademie véd v Berliné. Pii prileZitosti této oslavy
usporddala Némeckéd akademie véd v Berlind men§i mezindrodni matematicky sjezd
vénovany prevézné thematim vztahujicim se k Eulerovu dilu a ve sméru modernim
k funkeim zeta.

Plendrni schtze byla po hudebni piedehie zahdjena mistopredsedou Némecké akademie:
véd v Berling prof. W. FRIEDRICEEM, ktery piivital piitomné delegace a hosty. Ze stéti
lidové-demokratickych byl zastoupen Sovétsky svaz étyfélennou delegaci vedenou prof.
P. S. ALExaxDROVEM, déle Polsko (prof. K. Kurarowskr) a Ceskoslovensko (prof. O.
Bortvka). Po pozdravnych projevech delegétti Polska a Ceskoslovenska pozdravil sjezd
prof. Alexandrov, ktery na svij projev navézal slavnostni pfedndsku o Leonhardu Eule-
rovi a jeho vztazich k Petrohradské akademii véd. Mimo to byla v této schiizi proslovena.
némeckymi historiky pfednédska o ¢innosti Leonharda Eulera v Berlinské akademii véd
a slavnostni pfednéska na thema: ,,Euler ve své dobé a dnes*‘.

Ve dnech 21. (odpoledne), 22. a 23. (dopoledne) bfezna se konaly pracovni schize
v rémei zminéného matematického sjezdu. Bylo prosloveno celkem 18 piednédsek, z toho
t¥i delegdty ze Sovétského svazu (B.N.Derone, A. P. JUSREVIC, A. G. POSTNIKOV).
Ceskoslovensky delegat predndSel na thema: ,,Matyss Lerch jako pokradovatel klasikil
v theorii funkce gamma‘‘. Podal pfehledny popis Lerchova dila, které se sklddé z 238
védeckych praci, a vyligil jeho zdsluhy v oboru funkce gamma, zejména objev souvislosti
mezi malmsténovskymi Fadami a funkei gamma. Z dalSich host proslovili na sjezdu
predndSky prof. BLascHrE, Bompiani, DENJOY, STo1LOV & j. PfedndSky budou vydény
tiskem. Sjezd byl zakonden 23. b¥ezna v poledne proslovem piedsedy Eulerovské komise
pfi Némecké akademii véd v Berling, prof. K. ScERODERA. Po sjezdu byl pro téastniky
usporddan spoletny zdjezd do Postupims.

Sjezd byl organisovén velmi pedlivé a s velkou pozornosti berlinskych hostiteld vaéi
cizim hosttim. Ugastnikéim p¥inesl bohaté védecké zkuSenosti a zejména nové pohledy
na %ivot a nehynoueci dilo jednoho z nejvétiich matematiki v8ech dob.

Otakar Boriwka, Brno.

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACI KANDIDATU VED

P#i Ustavu matematickych stroji CSAV obhéjili dne 14. biezna 1957 diser-
taéni préice tito kandidéti fysikdlné matematickych véd:

Ing. Zdenék Korvas préci ,,Priprava instrukénich siti podle metody diferencidlnfho
analysétoru* a Ing. Karel Kri§toufek préci , Impulsni diferenciélni analysétor<.

P¥iVysokém uleni technickém v Praze obhdjil dne 15. tinora 1957 kandidédt tech-
nickych v&d dr Milo§ Ldnsky préci ,,0 transformaci GW* a dne 29. bfezna 1957 kan-
didét technickych véd Ing dr Radim Servit préci ,,Napjatost silnosténného rotaéniho
vélee piiéné i podélné predpjatého‘.

Redakce.

PREDNASKY V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

18. 2. 1957: Vojtéch Jarnik, Viastimil Pidk a Frantidek No%itka, Matematické sjezdy
v Sofii, Vidni a Bukuresti.

[}

383.



25.
27.

18.

27. 3.

384

L
w W o N

. 1957:
. 1957:
1957:
. 1957:

1957:

. 1957:

Vidclav Metelka, O konfiguracich.
Jaroslav Hdjek, O optimélni vybérové strategii.
Frantisek NoZidka, O styku ploch a kfivek. (Viz referdt na str. 367.)
Milo$ Jelinek, O vyudovéni matematice v jinych stédtech (zpréva ze Zenevské
konference 1956). Viz &ldnky v dasopise ,,Matematika ve §kole‘, roé. VI
(1956), ¢. 9 a 10 a roé. VII (1957), 6. 2 a 3.
Jarombr Abrham, O stabilité ¥eSeni dopravniho problému linedrniho progra-
movéni.
Alois Apfelbeck, Matematickd theorie vazby torsnich a ohybovych kmith
anisotropnich tyéinek.

Redakce.
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