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Casopis pro p&stovani matematiky, rok. 82 (1957), Praha

0 GISLECH (1)

V. A. GOLUBEYV, Kuvsinovo (SSSR).
(Doslo dne 10. kvétna 1956.) DT:519.18

z+m
Autor vySetiuje vyjéddfeni funkce z" souétem funkei ( —Z ),

pfi dem# k, m, n jsou celd nezédporné éisla.

V&ta 1. Ka#dé dvojici k, n prirozenyjch &isel, pro né% je k < n, pritadme Eislo
A timfo rekureninim predpisem: .
di=43=1, (1)
Apt = kAz 4+ (n—k + 2) 47, @)
k=2,...,7n=1,2,...). Potom plati:
a) AT jsou prirozend &isla a je A7 = A, .., pro vdechna k, n.

”

. b) Je D>, Ap = n! pro ka#dé n.

E-1
¢) Pro kazdé redlné x a kaZdé n je
M=ZMF+"‘ﬂ» (3)
k=1 _ n
Dikaz. Napied dokézeme indukei, Ze pro kazdé n plati rovnosti
M=2Ag(n+r_k) r=1,...n). (4)
k=1 n

To je z¥ejmé pro n = 1. Necht nyni rovnosti (4) plati pro ngkteré p¥firozené
n; zvolme index r, 1 < r < » + 1, a piSme jedtd A7 = 47 , = 0. Potom je
vztah (2) spravny iprok =1ak = n + 1, takze

; ,,1n+1+r—k)_’ . . (n-{-—l—l—r—k):
k=z1Ak+( n+ 1 —kgl(kAk“l‘("" k +2) 4z_,) n + 1

< Jr+1+r—E Tl antr—k\ _
_glkAk( n+1 )—\—go(n—k—i—l)Ak( »t 1 )_

1) Je-li n ptirozensé a y reélné &islo, klademe ( y) _Yy—D...g—n+1l

n n!
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==iAgﬁ{”+;+"k)+@y_k+1%”+’—ﬂ)g=

“ +1 i

R e R M N &

o i‘Az(n+¢—k)k<n+1)+kr—k2+(n+1)r—(n+1)k—kf+k2=
¥=1 n CRa

Tim je proveden indukéni krok. Ze vztahu (4) ihned plyne, Ze vzorec (3) je
spravny pro = 0, ..., n, tedy pro n + 1 rznych hodnot . Vztah (3), ktery
je rovnosti mezi polynomy stupné nejvys n-tého, plati tedy pro kazdé z
viibec. Derivujeme-li ho n-krat, dostaneme tvrzeni b). Tvrzeni a) ¢tendf snadno
dokéze indukei.

Vé&ta 2. Budte xz, n prirozend &isla. Potom lze " vyjddrit jako soulet n! sCitancd

tvaru (7:) » kde m je celé, x < m < & + n. (Plyne ihned z véty 1.)

Véta 3. Ke kadému prirozenému m existuji prirozend &isla B, ..., B, tak,
%e pro v¥echna redind x plati

~ = oz +7— 1) .
2m—1 — B ) A 5

Dikaz. Uréeme ¢isla By, ..., B, tak, aby vztah (5) byl spravny proz = 1, ...
..., m. Snadno se zjisti Ze jsou tim &isla B; jednoznadné urdena a Ze jsou celd.

Y x+7 v —x—l—j—l__x—l-j—l)

Poloz_me f(x) Z B,( 1 ) Protoze( 2 —1 )— ( 2 —1 )"
je f(—z)= — f(a:) takze vztah (5) plati také pro x = — 1, ..., — m a tedy
pro viechna z viibec. Zvolme nyniindex r (1 < r < m) a utvo¥me funkei

m— z _% ? 2z, < x “F j —1

=== 3= 28 (0505 )

Z¥ejmé g(x) = Oprox = — r, ..., — 1,0, 1, ..., r; funkce g’ m4 tedy v interva-

Iu (— 7, r) aspoti 2r (réiznych) kotenii, funkee g” aspol 2r — 1 kofent, ..., funk-

ce gD aspont 2 kofeny. Protoze viak ger-1(z) = (2m — 1)...(2(m — 1) +1).
.2?m-n — B, musi byt B, > 0. Tim je vée doké,zé,no

+1+n—ﬂ‘

Pozndmka. Z (3) snadno plyne vzorec Z e z An( n+1

r=1 k=1

podobny vzorec lze odvod.lt (p¥i llchém n) ze vztahu (5).

%) Poutili jsme toho, %e -4} = 0 a Ze (n +; 1 ) = 0.
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