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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 82 (1957), Praha

0 KONECNYCH ORIENTOVANYCH GRAFECH

JIRT SEDLACEK, Praha.
(Dotlo dne 4. dubna 1956.) D 3,001

Préce mé Etyti 8dsti. Cést I obsahuje definice zdkladnich pojmi. -
Tak basi hran (orientovaného) grafu G rozumime jeho podgraf
B takovy, %e ka?d4 hrana z B piedstavuje jedinou dréhu spoju-
jici krajni uzly a leZici v B, zatim co ke ka¥dé hrand mimo B exis-
tuje dréha leZici v B a spojujici krajni uzly. V 84sti IT studujeme
base hran siti (t. j. ,,Gplnych‘ orientovanych grafu). Podné&t
k tivahdm v této S4sti dala prace L. REperm [3]. Cést III je véno-
véna dobfe orientovanym grafim (t. j. graftum, v nich% z kazdého
uzlu miZeme dojit po dréze do ka¥dého daliiho). Ukazuje se sou-
vislost s algebraickym pojmem nerozloZitelné matice a odhad po&tu
cyklt dob¥e orientovaného grafu dévé v&te 11. Cést IV si v¥im4
acyklickych grafa (t. j. graft, v nichZ neexistuje Z#4dny cyklus).

l. Zakladni pojmy

Orientovanym grafem G rozumime koneénou mnozinu I7/G} prvky, jimz
Fikdme wzly, v niZ je definovana binarni relace R, ktera je irreflexivni, t. j.
pro ka%dé z plati z non Rz. Dvojici uzld z, y, pro néz plati xRy, nazveme hia-
nou xy s poldteénim uzlem x a koncovym uzlem y. Uzly z, y jsou pak sousedns.
Hrany zy a yx jsou opaéné orientované. Mnozinu hran orientovaného grafu
G oznadime K{G}. Nemize-li vzniknout nedorozuméni, piSeme misto = ¢ II{ G}
jen z e G, misto 2y € K{G} jen 7y ¢ G. Je-li R symetricks relace, mluvime o ne-
orientovaném grafu G. Neorientovany graf je tedy zvlastnim p¥ipadem oriento-
vaného grafu, proto v pfipadech, kdy nemuZe dojit k nedorozuméni, ¥kdme
misto ,,orientovany* graf pouze ,,graf*.

Uzly grafu miZeme geometricky znazornit jako body v E,;, hrany jako
oblouky spojujici uzly ale nemajici spoleénych vnitfnich bodd, pfi demz Sipkou
vyznadujeme, ktery uzel hrany je potitedni a ktery konecovy. U neoriento-
vaného grafu misto hran zy a yz mluvime o hran& ay, kterou geometricky vy-
znadujeme jedinym obloukem. Neklademe-li na relaci E pozadavek irreflexi-
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vity (dili p¥ipoustime-li, aby uzel byl spojen sdm se sebou smyékou), mluvime
o grafu v Sirdim smyslu.

Jsou-li @, a @, dva grafy takové, Ze soutasnd plati IT{G,} C II{G,}, K{G1} C
C K{G,}, tikéme, Ze G, je podgrafem grafu G,. Neplati-li ddle soudasnd I1{G;} =
= II{Q,}, K{G\} = K{Qy}, je @, vlastnim podgrafem grafu G,.

Stupném uzlu u rozumime podet hran, pro n&% je w poditeénim nebo kon-
covym uzlem. Uzel nultého stupnd se nazyvé isolovany, uzel 1. stupné je
koncovy, uzel 2. stupnd je nerozvétvovaci, kazdy uzel aspoil 3. stupné pak roz-
vétvovact. Podet nerozvétvovacich uzld grafu G oznadime »(@).

Rekndme, %e dva grafy G, a @G, jsou si rovny &ili maji stejnou strukturu,
existuje-li prosté zobrazeni f mnoziny IT{G,} na II{G,} takové, ze zy e Gy <>
<> f(2) f(y) € Gy

V grafu-G zavedme misto hrany uo novy uzel x a hrany uz, 2v. Reknéme, Ze
takto sestrojeny graf G’ vznikl z grafu @ pilenim hrany uwv. Grafy G, a G,
jsou homeomorfni, kdy% bud maji stejnou strukturu nebo kdyz piilenim né-
kterych hran lze je pfevést na grafy téze struktury.

Jsou-li u, v dva rtzné uzly grafu @, nazveme drahou D prostou (koneénou)
posloupnost uzlii g, Uy, Ug, . ., ux takovou, Ze uy = u, u, = vazeprol <i =k
je u,_u, e K{G}. Rikdme pak, %e D spojuje svij podtetnt uzel u s koncovym
uzlem v; existenci takové drahy zapisujeme u — v. Uzel dréhy, ktery neni ani
podateéni, ani koncovy, nazyva se vnitini. Zavadime i drdhy bez hran tim, Ze
pro kazdy uzel w klademe u — u. Podgraf C grafu G' se nazyvé cesta, je-li to
bud dréha nebo vznikne-li z ngho draha tim, Ze n&které jeho hrany nahradime
opalné orientovanymi (cesta'C mé koncové uzly u, v, coz piSeme u ~ v; pro
kazdy uzel w klademe u ~ u). Graf @ je souvisly, jestlize pro kazdou dvojici
uzli z, y je  ~ y. Souvisly graf K o n uzlech se nazyvd n-thelnik (n8kdy téz
kruZnice), je-li »(K) = n. Souvisly graf s alespodi dvéma uzly, neobsahujici
Zadnou kruZnici, se nazyva strom. ¢

Graf @ je dobfe orientovanyt), kdy% pro kazdou dvojici uzli u, v plati v — v.
Dobfte orientovany graf je tedy souvisly. Dob¥fe orientovany n-thelnik se na-
zyvé cyklus. Nahradime-li v eyklu o n uzlech (» > 2) hranu zy hranou ye,
vznikne skorocyklus nad yx (Rédei [3] zvolil ndzev Fastzyklus). Podgraf W
grafu G se nazyva dvojdrdha, je-li homeomorfni se skorocyklem a wvnitini
uzly jedné z drah tvoficich W jsou nerozvétvovaei v G (této drize pak ¥i-
kime oblouk grafu G).

1) RoBBINS[4]r. 1939 dokézal v&tu: Nutné a dostadujici podminka k tomu, aby byldany
(konedny) souvisly graf G dobfe orientovany nebo aby se dal zm&nou orientace n8kterych
hran pFevést v dobfe orientovany graf, zni: KaZdé hrana grafu G le#i vn&jaké kruZnici.

Analogickou v8tu pro nekoneéné grafy dokézal r. 1941 L. EcYED. Jeho madarsky psané
price s ndmeckym resumsé neni u nés dosaZitelna. (Mat. fis. Lap. 48, str. 505—509.)
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Podgraf B grafu G se nazyva base hran grafu @, mé-li tyto vlastnosti:

1. Je bez skorocyklu.

2. Je-li B vlastni podgraf C a C podgraf @, existuje v C skorocyklus nad
jistou hranou zy ¢« K{C} — K{B}.

D4 se dokazat, ze kazdy graf obsahuje aspoii jednu basi hran ([1], str. 100)
a Ze existuji orientované grafy, v nichz lze udat vice nez jednu basi hran ([1],
str. 92).

Obr. la. Obr. 1b.

Pi#iklad 1. Je zfejmé, Ze base hran grafu G je dobfe orientovany graf prave
tehdy, je-li G dob¥e orientovany graf.

Most (souvislého grafu) je hrana, po jejimz odstran&ni se porusi souvislost.
Na p¥. tedy koncové hrana je most.2)

Uzel a grafu G se nazyva artikulace, vychizeji-li z ného dvé hrany, které
soudasnd nelezi v téze kruZnici grafu. Neni-li a artikulaci grafu @, nazveme
jej reguldrnim uzlem grafu G. Graf, jehoz vSechny uzly jsou regularni, je ne-
separabilni, jinak je separabilni.?)

Cldnkem grafu G rozumime jeho neseparabilni podgraf, ktery neni vlastnim
podgrafem v 74dném neseparabilnim podgrafu grafu G. Clének grafu se na-
zyv4 koncovy, je-li pravé jeden jeho uzel artikulaci daného grafu. Vlastnosti
artikulaci a &ldnkt je moZno studovat prostfednictvim theorie stromi. Je-li
totiz ddn souvisly graf @, definujme novy graf H takto:*) Mnozinu IZ{ H} tvori
jednak artikulace grafu @ (uzly 1. typu), jednak uzly 2. typu, z nichz kazdy
nahrazuje jeden &ldnek grafu G. Hrany definujme takto: Je-li a artikulace
grafu @ lezici v jeho &ldncich Gy, G,, ..., G, a jsou-li gy, ¢,, ..., g, piisluéné
uzly z H, zavedme hrany ag; (1 < i < r). D4 se dokézat, e H je strom.

%) Konsg [1] nepodité koncové hrany mezi mosty.
3) Nézvy ,,neseparabilni* a ,,separabilni‘‘ uvadi H. Whitney [5].

4) V knize [1], str. 230, je konstrukece grafu H popséna nespré,vné nebot p¥i postupu
tam uvedeném nemusi byt H strom.
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Pt¥iklad 2. Souvisly separabilni graf @ mé asponi dva koncové &linky.
Sestrojime-li totiz vyse popsanym zptsobem strom H, odpovidaji si koncovy
¢lanek grafu G a koncovy uzel stromu H. D.Ko6x16 viak dokazuje ([1], str. 49),
ze kazdy strom mé aspoii dva koncové uzly.

Pozndmka 1. H. Warrney dokizal ([5], véta 11), ze kazdy neseparabilni
podgraf grafu @ je zcela obsaZen v jednom ¢ldnku grafu G.

Rovinnym grafem rozumime graf, ktery se dé znézornit v E,. KURATOWSKI
dokézal r. 1930, Ze (neorientovany) graf je rovinny pravé tehdy, neni-li Z4dny
jeho podgraf homeomorfni s nékterym z grafii na obr. 1.

Il. Base hran sité

Sit je graf o alespoii dvou uzlech, ktery s kaidymi dvéma svymi uzly %, v
obsahuje hranu %». V této kapitole budeme studovat base hran sité. P¥{kladem
takové base je cyklus prochizejici v¥emi uzly sit8. Konig (str. 102—103)
ukazuje, Ze tento priklad je v siti base hran o nejmensim poétu hran. Pro
struénost ¥ikame dile v této kapitole misto ,,base hran sité jenom ,,base®.5)

Véta 1. Souvisly graf je dobie orientovany prdvé tehdy, kdyz kazdd jeho hrana
je v néjakém cyklu.

Dikaz. Budiz G dob¥e orientovany graf a zy jeho hrana. Plati y — =,
tedy zy lezi v cyklu. At nyni G je souvisly a ka#d4 jeho hrana leZi v ngjakém
cyklu. Zvolme dva rtizné uzly u, v grafu @. Plati u ~ v; ke kazdé cesté spoju-
jiei w a v piifadme &slo p znamenajici poéet hran této cesty, které musime
nahradit opadnd orientovanymi, aby tato cesta byla drahou s poditeénim
uzlem u a koncovym v. Vyhledejme nyni cestu C,,, s nejmensim p. UkézZeme,
#e zde p = 0. V opatném p¥ipadé af z je jedna z hran, jejich# orientaci jsme
ménili. Z existence cyklu nad zy plyne spor s tim, e C,, mé nejmensi p.
Plati tedy u — v a @ je dobfe orientovany graf.

Véta 2. Souvisly graf G je bast prdwé tehdy, kdy? kaZdy jeho Eldnek je dobie
orientovany graf bez skorocykld.

Dtkaz. a) Je-li kazdy &ldnek souvislého grafu G dob¥e orientovany, je
G dobfe orientovany (plyne z véty 1.). Necht nyni @ je dob¥e orientovany
graf. Nad hranou zy, zvolenou v jeho &lanku 7', existuje cyklus Z. Protoze
Z je mneseparabilni podgraf, plyne z poznémky 1, %e Z lezi cely v 7. Tento
¢lanek je tedy dob¥e orientovany (podle véty 1).

b) Je-li @ bez skorocykli, je t6% kazdy &ldnek bez skorocykli. Necht nyni
je kazdy &lanek bez skorocykli. Pak v G nemiZe existovat skorocyklus, nebot
podle pozndmky 1 by cely lezel v n&kterém &ldnku.

%) MuiZeme tedy také ¥ici, e base B je dob¥e orientovany graf, v n¥m% vynechanim
kterékoliv hrany se porusi dobré orientovanost.
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Poznidmka 2. Protoze dobfe orientovany graf nemé isolované ani koneové
uzly, kazd4 artikulace base je uzel aspoil 4. stupng.

Lemma 1. BudiZ H dobfe orientovany vlastni podgraf base B. Pak neexistuje
hrana wy e B melefict v H, pro mif by bylo x €« H, y e« H; ddle neexistuji uzly
u e B, vy, v, ¢ H tak, fe uv; e B, uv, non e H ani tak, %e v ¢ B, vjunon € H (i =
21, 2).

Dtkaz Nechf existuje hrana zy uvedenych vlastnosti. V H je z—y,
tedy v B existuje skorocyklus nad zy, co# je spor. Podobn¥ se dokaze i dalsi
Sast tvrzeni. '

Lemma 1 nas vede (pii danych B a H) ke konstrukei nového grafu B(H).
Uzly grafu B(H) jsou jednak uzly z B nepat¥ici k H, jednak novy uzel & Mno-
Zinu hran grafu B(H) tvoii v8echny hrany z B nepatiici k H a s uzlem £ jsou
spojeny ty uzly z B(H), které jsou v B spojeny s nékterym uzlem z H (zachové
seiorientace).t) Graf B(H) nazveme kontrakct grafu G podle H.

Lemma 2. Kontrakce B(H) je opét base.

Dukaz. Zvolme dva razné uzly u, v z B(H); chceme dokéazat w — v. Je-li
w = &, pFistupme k basi B a v ni zvolme uzel z ¢ H. V B plati # — v a na p¥i-
slu¥né draze necht x, je posledni uzel lezici v H. Cist piivodni dréhy mezi 2,
a v le#i v B(H), tedy zde £ — v. Podobné z pfedpokladu v = £ plyne u — &.
Necht tedy » + & #+ ». Pfistupme k basi B, kde plati » — v. Neobsahuje-li
pfislugnd draha 7adny uzel z H, pak také v B(H) plati v — v. Obsahuje-li
vSak tato driha uzel y e H, pak na ni vyhleddme prvni uzel této vlastnosti
(ozna¥ime jej y,) a posledni uzel této vlastnosti (oznadime y,). Cést phvodni
dréhy mezi u a y;, jakoZ i ¢ast mezi y, a v ukazuji, Ze v B(H) je u — v. Je tedy
B(H) dobfte orientovany graf. _

Kdyby v B(H) existoval skorocyklus S, pak S nutné obsahuje uzel & (jinak
by existoval skorocyklus uz v B). P¥ejdeme-li v8ak k basi B, pak hrany skoro-
cyklu S by mély s H spoleéné uzly ¢, t,. Neni mozné ¢, = ¢, a v ptipadé ¢; =+ i,
plyne z dobré orientovanosti podgrafu H existence skorocyklu v B. Kontrakce
B(H) tedy neobsahuje Zadny skorocyklus.

Véta 3. Neseparabilni base o n uzlech (n = 3) neobsahuje Zddny dvojiuhelnik.

Diikaz. Necht existuje neseparabilni base B s dvojihelnikem uw, vi;
odstrangnim t&chto dvou hran at vznikne graf B’. V B’ neni u — v. Graf
B’ obsahuje kromé u, v jesté dalsi uzly; tak oznadme w uzel sousedni k nékte-
rému z uzlit u, v (na p¥. necht ww e B'). Hrany uv, ww le#i v jisté kruznici
grafu B, jinak by u byla artikulace grafu B. V B’ tedy je u ~ v. Zménou
orientace nékterych hran grafu B’ (lezicich na cestd C) se dé tedy dosdéhnout
toho, Ze v novém grafu je u — v. Oznadme p_, nejmensi pocet hran z B’,

6) Tato konstrukce tedy (ndzornd feSeno) znamend, Ze nechdme splynout H v jediny
uzel. V dalsim oznatujeme pismenem & uzel ,,vznikly pifi kontrakei*.
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které musime nahradit opaéné orientovanymi, aby v novém grafu B” platilo
% —>v. Je p,,, > 0. Zvolme v B’ hranu z¥ ¢ C, u niz bylo nutno mé&nit orien-
taci, aby vznikl graf B”. Budiz Z cyklus obsahujici hranu zy.

Odstranénim hrany zy se C rozpadne na dvé cesty (mezi w a y je C;, mezi
x a v je C,). Probihejme cyklus Z ve sméru hrany zy (zaéindme v z). Budiz
pHi tom %, posledni uzel lezici v C; a pti daliim postupu necht v, je prvni uzel
lezici v C,. Existence drahy mezi u, a v, (na cyklu Z) je spor s minimalitou
¢isla p,..

Poznamka 3. Obsahuje-li base B dvojthelnik uv, vu, kde u, v jsou roz-
vétvovael uzly, pak w, v jsou artikulacemi grafu B. Kdyby totiZz na p¥. » byl
reguldrni uzel, oznadme 7' &ldnek, v ném% « lezi. Graf T' je neseparabilni base
(véta 2) s alespoii tfemi uzly a dvojihelnikem (spor s vétou 3).

Existuje base B o libovolném poétu uzla tak, ze »(B) = 2; za B stadi volit
graf, jehoz kazdy &lének je dvojthelnik a jen dva &lénky jsou koncové. Dile
plati '

Véta 4. Je-Ii B base, pak v(B) = 2.

Dikaz. Pro B o dvou uzlech je »(B) = 2. Pfedpoklddejme, Ze existuje nej-
mens &islo n, tak, Ze jistd base B, o n, uzlech mé v(B,) < 2. Zvolme cyklus
Z tak, aby prochézel nerozvétvovacim uzlem grafu B,; mé-li B, jen rozvétvo-
vaci uzly, zvolme za Z libovolny cyklus. Sestrojime-li graf B(Z), je pocet
uzli této kontrakce mensi nez n,. Plati viak »(B(Z)) < 2, coZ je spor s mini-
malitou é&isla n,.

Dusledek v&ty 4 (dtkaz je zfejmy): Dobfe orientovany vlastni podgraf
base B neobsahuje vdechny nmerozvétvovact uzly grafu B.

Lemma 3. BudiZ H dobfe orientovany vlastni podgraf base B. Je-li a artiku-
lace v kontrakci B(H) (o + &), pak a je artikulace grafu B.7)

Dikaz. Nechf a je reguldrni uzel grafu B nelezici v H a nechf je to arti-
kulace grafu B(H). Z¥ejmé existuji dv& hrany grafu B(H), pro néz je a pota-
teénim nebo koncovym uzlem. Existuje zde dokonce takovd dvojice hran
hy, hy, kterd nelezi v Zzadné kruZnici grafu B(H). V basi B jim odpovidaji
jisté hrany h;, ks, které lezi v kruznici O.

Neni mozné, aby O neméla z4dny uzel spoleény s H; pak by totiz v B(H)
existovala kruZnice jdouci hranami A, h,. Také predpoklad, Ze O mé s H
spoleéné uzly, vede k témuz sporu.

Nez podéme piehled neseparabilnich basi s ,,malym poétem‘* nerozvétvo-
vacich uzld, zavedeme je§té nékolik pojmii.

Necht trojihelnikovy cyklus 7' je vlastni podgraf base B. Kontrakce J =
= B(T') at m4 uzel & za nerozvétvovaci. Pak J nazveme zjednodudenim grafu

7) Nézorn¥ Feleno: kontrakei nevznikaji nové artikulace, leda uzel &.
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B. ZjednoduSeni neseparabilni base je ziejmé& op&t neseparabilni base (podle
lemmatu 3 a pozndmky 2). K libovolné basi B sestrojme posloupnost grafa
Jo, J1, I ... tak, Ze Jy = B a kazdy daldi élen (existuje-li) je zjednodufenim
piedchézejiciho. Z koneénosti grafu B plyne koneénost této posloupnosti:
existuje zde graf J,, k ndmu? neexistuje zjednodueni. Nazveme jej reduko-
vanym grafem base B. Je-li s = 0, nazveme B ireducibilni basi. Oznacme déle
Wais (k= 1) graf o 2k 4 1 uzlech u,, %, ..., Uy,q, jehoZ hrany jsou ugu,,

N
<___o\

Obr. 2a. Obr. 2b. Obr. 2e.

TT

.

Ugthy, Uglhy, Uihyrq (PO 1 <4 < 2k, 4 & 3), Ug; 1 Ugs_p (Pro 3 < § < k). Zfejmé
Warss je base.?) Je-li T trojihelnikovy cyklus base B, nazveme zobecnénym
nerozvétvovacim wuzlem W (nad T') maximélni vlastni podgraf struktury W,
v grafu B, ktery obsahuje 7' jako podgraf a takovy, Ze v K{B} — K{W}
existuji jen dv& hrany s jednim uzlem ve W, jedna s koncovym uzlem uy
a druhé s podatednim uy . Je vidét, Ze kontrakei B(W) miZeme najit prostied-
nictvim nékolika zjednoduseni.

Lemma 4. Vechny redukované grafy dané base B jsou st rovny.

Dtkaz. Je-li B ireducibilni, je tvrzeni zfejmé. Necht tedy WO, W®, W), .

., W® jsou vSechny zobecn&né nerozvétvovaci uzly v B. Maji-li n&které
dva z podgrafi W spoleény uzel, pak snadno nahlédneme, Ze jeden reduko-
vany graf base B je dvojihelnik.?) V tomto pfipadé plati naSe tvrzeni (nahléd-
neme to indukei podle podtu sestrojenych zjednoduSeni).

Necht koneéné jsou podgrafy W® po dvou disjunktni. Sestrojme posloup-
nost kontrakei

B® = B(W®), B® = B&(W®), ..., B®» = Bt-H(W®) .
8) Na obr. 2a) je znédzornén W,,.
%) Basi o 10 uzlech, jejim# redukovanym gra.fem je dvojuhelnik, udéva obr. 2b),
basi o 4 thlech pak obr. 2c).
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Graf B® je zfejm& ireducibilni a mfZeme k nému dojit téz prostfednictvim
n&kolika zjednoduseni. Je to tedy redukovany graf base B, a to jediny (vzhle-
dem k disjunktnosti podgrafa W®). Dikaz je poddn.

Je-li m = 1, existuje neseparabilni base B’ o 2m uzlech tak, Ze »(B') = 2
(jejim redukovanym grafem je dvojthelnik).?) Existuje tedy i neseparabilni
base B” o 2m -+ 1 uzlech tak, %e »(B”) = 3 (stadl v predchézejicim grafu pro-
vést piileni n&které hrany — viz obr. 2a)). Déle plati

.
N d

Obr. 3a. Obr. 3b. Obr. 3ec. Obr. 3d.

Véta 5. Je-li B neseparabilni base o 2m + 1 uzlech, je »(B) = 3.

Dukaz. Je-li m = 1, je B cyklus, tedy »(B) = 3. Pfedpokladejme, Ze exis-
tuje nejmensi &islo m, tak, Ze pro jistou neseparabilni basi B; o 2m; + 1
uzlech je »(B;) < 3. Pak podle v&ty 4 je »(B;) = 2. Zvolme cyklus Z, obsahu-
jici jeden z nerozvétvovacich uzlt grafu B, (z disledku véty 4 plyne, Ze obsa-
huje pravé jeden takovyto uzel). Oznatme k polet hran v Z, a sestrojme
B, = B,(Z,). Nemtize byt & = 4 (pak by »(B,) = 1, coZ odporuje vété 4) ani
k = 2 (véta 3). P¥ipad k = 3 znamens, %e graf B, ma 2m, — 1 uzli a je »(B,) =
= 2. Podle p¥edpokladu o m, je tedy B, separabilni. Jeho artikulace vSak neni
ani uzel ¢ (pozndmka 2), ani Zadny dalii uzel (lemma 3). Dosli jsme ke sporu
a dikaz je podan.

Pro strudnost vyjadfovéni poloZme nyni g, = 2 p¥i n sudém, g, = 3 pH
n lichém. Plati

Véta 6. Ireducibilni neseparabilni base B o n uzlech, pro néZ v(B) = g,, jsou
prdavé tyto: a) je-li n sudé, je B dvojihelnik; b) je-li n liché, je B jednim z grafé
nao obr. 3.

Dukaz. Existuji-li je$té jiné ireducibilni neseparabilni base, budiz B,
jedna z nich o n, uzlech (n, > o, ). Zvolme v ni cyklus Z, s nerozvétvovacim
uzlem (Z, je vlastni podgraf); at k je podet jeho hran. Je k = 3 (v&ta 3). Kon-
trakce B, = By(Z,) mé ny, — k + 1 uzla.

a) P¥i n, sudém neni k = 4, nebot pak by bylo »(B,) < 1 (spor s vétou 4).
Je-li k = 3, je v kontrakei B, uzel & bud rozvétvovaci (pak je viak »(B;) = 1)
nebo nerozvétvovaci (pak B, je zjednoduSent base B, — spor s ireducibiliton).
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b) Piin,lichém lezi v Z, nejvySe dva nerozvétvovaci uzly grafu B, (disledek
véty 4).

' Lezi-li tam dva, je »(B,;) < 3, tedy »(B;) = 2, a proto k = 4. Uzel & kon-
trakece B; je pak nerozvétvovaci, tedy B, je podle lemmatu 3 a pozndmky
2 neseparabilni. Je-li B, ireducibilni, pak podle odstavce a) je ny — k + 1 = 2,
¢ili ny = 5. Snadno nahlédneme, Ze potom jedinou basi B, o péti uzlech, pro
ni#z B, je dvojtihelnik, pfin4¥i obr. 3b) (spor). Necht B; neni ireducibilni.
Existuje v ném tedy cyklus 7' tak, ze B,(T) je zjednoduseni base B,. Nepro-
chazi-li 7' uzlem & kontrakce B,, pak 7' lezi také v B, (spor s ireducibilitou).
Lezi-li £ v cyklu 7', pak £ je jednim ze dvou nerozvétvovacich uzli nesepara-
bilnf base B,. Podle véty 5 mé pak B; sudy podet uzli. Podle odstavee a) jeho
redukovanym grafem je dvojthelnik, tedy B, neni ireducibilni (spor).

o—>

\ <«——0
Obr. 4a. Obr. 4b.

Lezi-li v Z, jen jeden nerozvétvovaeci uzel, nemize byt &k = 6, nebot pak by
bylo »(B,;) = 2 a uzel £ v kontrakei B; by byl aspofi 5. stupné. Pfedpoklad,
Ze B; je neseparabilni, zamitneme takto: Podle véty 5 ma B; sudy podet
uzli, podle odstavee a) tedy zndme jeho strukturu, ale zde rozvétvovaeci uzly
jsou 3. stupnd. Necht B, je tedy separabilni; pak artikulaci této kontrakce
predstavuje uzel £. Kdyby graf B, mél aspon t¥i élanky, pak kazdy z nich mé
asponl dva nerozvétvovaci uzly, coz vede ke sporu v»(B;) = 3. Kontrakce
B, mé tedy dva ¢&lanky (v kaZdé po jednom nerozvétvovacim uzlu) a uzel
¢ je v kazdém &¢ldnku nerozvétvovaci, tedy v B, je to uzel 4. stupn& (spor).

Zbyvajici piipady jsou k = 3; 4; 5.

I. Je-li kontrakce B; separabilni, mé artikulaci & a privé dva d¢lanky,
z nichz kazdy maé sudy podet uzli. Z¥ejmé ma tedy lichy podet uzli n, — k + 1,
¢ili k + 4. P¥ipad & = 3 vede k typu ¢) a £ = 5 k typu d) (spor).

II. Je-li B, neseparabilni, je vylouden p¥ipad k = 5 (véta 5). Je-li k = 4,
nemtize byt B, ireducibilni (pak by to totiz byl dvojiahelnik, coZ je ve sporu
s tim, Ze uzel £ je rozvétvovaci v kontrakei B;). Opak v8ak vede pro B, k typu
d) (spor). Je-li £ = 3, musi byt £ rozvétvovaci v kontrakei B,, jinak by B, ne-
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byl ireducibilni. Je-li rozvétvovaci, je »(B;) = 2 (spor s vétou 5). Dikaz je
podén.

Obr. 4 ukazuje, Ze existuje neseparabilni base B se sudym poétem wuzli,
proniz »(B) = 3.

Je tedy 6% zFejmé existence neseparabilni base B’ o lichém poétu uzlt
tak, Ze »(B’) = 4 (provedeme v obr. 4 pileni n&€které hrany). Nyni plati

Véta 7. Budié’ B ireducibilnt neseparabilnt base o m uzlech (n sudé). Necht
»(B) = 3. Pak B md strukturu z obr. 4a) nebo 4b).

Diukaz. Zvolme v B cyklus Z, s nerozvétvovacim uzlem. Ten nemiZe ob-
sahovat dva nerozvétvovaci uzly z B, nebot pak by konktrace ;B = B(Z,)
méla y(;B) = 2, uzel £ by v ni byl nerozvétvovaci, tedy Z, by byl étyrihelnik;
1B by byla neseparabilni, tedy by méla sudy podet uzld (véta 5). Aviak ;B mé
n — 3 uzly, coz je liché &islo (spor).

Necht Z, mé jen jeden nerozvétvovaci uzel (k je poéet‘hra,n v Z,).

Je-li ;B separabilni, je jeho jedinou artikulaci uzel & (lemma 3), ktery je
tedy v B rozvétvovaci (poznidmka 2). Je tudiZ »(;B) = 2 a z Gvahy o neroz-
vétvovacich uzlech ve ¢lancich grafu ,B vidime, Ze ,B mé dva élanky; jsou to
dvojthelniky, tedy » — k 4+ 1 = 3. Artikulace £ je v ;B uzel 4. stupng, tedy
k < 5 (a ovlem k& = 3). Tomu vyhovuje jen n» = 6, k = 4 a B mé pak z¥ejmé
strukturu z obr. 4a) nebo 4b).

Je-li ; B neseparabilni, je uzel £ rozvétvovaci (jinak by B nebyla ireducibilni),
tedy »(;B) = 2. Podle véty 5 mé tedy ,B sudy podet uzld, jeho strukturu proto
ud4vs obr. 2¢). Nachdzime, %e k <4 a n — k + 1 = 4, éemuz vyhovuji jen
n = 6, k = 3. Dochédzime op&t ke grafm z obr. 4a)b).

Lemma 5. BudiZ B neseparabilni base o n wzlech (n liché); necht »(B) = 4.
Pak v B existuje cyklus Z, obsahujict prdvé jeden nerozvétvovact uzel grafu B.

Dukaz. Necht kazdy cyklus Z,, ktery prochdzi nerozvétvovacim uzlem
grafu B, obsahuje bud dva nebo tfi nerozvétvovaci uzly (v8echny obsahovat
nemize). Existuje-li Z, se tfemi nerozvétvovacimi uzly, oznadme Z, cyklus
prochézejici zbyvajicim nerozvétvovacim uzlem grafu B. Jsou-li Z,, Z, dis-
junktni, pak Z, obsahuje jen jeden nerozvétvovaci uzel grafu B (spor). Cykly
Z,, Z, nemohou viak mit spoleény uzel. Odtud totiz plyne existence dobie
orientovaného grafu H, vlastniho to podgrafu v B, ktery obsahuje vSechny
nerozvétvovaci uzly z B (spor s disledkem vty 4).

Ma-li kazdy cyklus, prochézejici nerozvétvovacim uzlem grafu B, po dvou
nerozvétvovacich uzlech, nemize zase existovat graf H popsanych vlastnosti.
Existuji tedy v B dva disjunktni cykly ;Z, (¢ = 1; 2) a v kazdém z nich dva
nerozvétvovaci uzly. Kdyby aspoii jeden z cykld mé&l aspoti 5 hran, pak
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dvéma kontrakcemi dojdeme ke grafu @, kde »(G) < 2. Tedy ,Z, jsou oba
Styrihelnikové a s kazdym inciduji dvé hrany. Provedeme kontrakce

1(:7v = B(1Zv) ) 2G = 1G(2Zv)

a vidime, Ze ,G md n — 6 (lichy podet) uzl, pii demz »(,&) = 2. Podle véty
5 je tedy ,G' separabilni, podle lemmatu 3 mé za artikulace nejvyse uzly ,&;
ale ty jsou tam nerozvétvovaci (spor). Dukaz je podén.

Nez pristoupime k hlavni vété této kapitoly, zavedeme toto oznadeni:
Soudet stupnit rozvétvovacich uzld grafu G oznadime o(@). Podle obr. 1 je
zfejmé, Ze pro nerovinny graf G plati o(G) = 18.

Véta 8. Budiz B neseparabilni base o n uzlech; je-li v(B) < o, + 1, pak B je
rovinny graf. Existuje neseparabilni base B, kterd meni rovinnd a pro mi% plati
»(B) = o, + 2.

Dikaz. Véta 6 poddvé prehled ireducibilnich neseparabilnich basi B, pro
n&% »(B) = 0,,. Z téchto grafi dostaneme kazdou neseparabilni basi B’ spliiujici
vztah »(B’) = g, tim, Ze v nékterém z téchto grafi pfipadné nahradime né-
které nerozvétvovaci uzly zobecnénymi nerozvétvovacimi uzly. P¥edpoklad
»(B) = p,, znamend tedy, Ze B je rovinné. Podobng pii n sudém a »(B) = 3
(véta 7).

BudiZ nyni n liché, »(B) = 4. Z pfedpokladu, Ze existuje nerovinné nesepara-
bilni base t&chto vlastnosti, dojdeme ke sporu takto:

Sestrojime redukovanou basi 1B, kters je pak rovnéZ nerovinna neseparabilni
a 9(1B) = 4. V ni zvolime cyklus Z, podle lemmatu 5; at mé k hran. Sestrojme
kontrakci 2B = 1B(Z,); plati »(23B) = 3 a uzel £ je v kontrakei 2B rozvétvovaci.

1. Je-li 2B separabilni, ma nejvyse tfi élanky (vzhledem k tomu, Ze »(2B) = 3)
a artikulaci je uzel &.

Mé-1i 2B t#i ¢lanky, mé zfejm& kazdy z nich sudy podet uzli a v kazdém
8ldnku je & nerozvétvovacim uzlem. Kontrakee 2B je ireducibilni, tedy ¢élanky
jsou dvojihelniky. Podet uzli v 2B je n — k + 1 =4 ¢ili & je sudé. Ziejms je
k < 6 a dostdvame ¢(*B) < 16 (spor).

M3-li 2B dva é&lanky a je-li k liché (n — k + 1 liché), nemiize mit jeden
Slanek sudy podet uzli a druhy lichy. Oba poéty uzli v8ak nemohou byt liché,
nebof pro kazdy élanek & by bylo »(@) = 3, tedy »(2B) = 4 (rovnost by zna-
menala, Ze artikulace & je 4. stupné v 2B).

Jsou-li oba podty uzld sudé, uvddomime si, Ze v jednom éldnku G, lezi
jeden nerozvétvovaci uzel z2B a ve zbyvajicim &linku G, dva. Clének G; ma pak
artikulaci & grafu 2B za sviij nerozvétvovaci uzel, je to tedy dvojihelnik (jak
plyne z ireducibilnosti grafu 2B).

Mi-li @, strukturu z obr. 2¢), je artikulace & v kontrakei 2B uzel 5. stupné,
tedy k < 6 a tedy (vzhledem k parit® k) je k < 5. Dostavame o(*B) < 13 (spor).
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M4-li G, svij redukovany graf na obr. 4, pak artikulace & kontrakce 2B je
v G, (2 oviem i v G,) nerozvétvovacim uzlem. Odstratime z @, uzel £ a hrany

'u,_é, &v. Vznikne dob¥e orientovany®) graf H a kontrakce Go(H) je dvojihelnik.
Graf H je podgrafem také v 1B. Provedeme-li kontrakei 1B(H), vznikne ne-
separabilni graf 3B majici »(3B) = 3. Graf *B neni rovinny a stejné vlastnosti
mé t4% plisludny redukovany graf 4B. Podle obr. 3

O viak vime, Ze 4B je rovinny (spor).

Je-li k sudé (n — k -+ 1 sudé), maji oba élanky
riznou paritu poétu svych uzld. V tom &lanku,
ktery m4 lichy (sudy) polet uzli, lezi dva (jeden)

\ nerozvétvovaci uzly grafu 2B a artikulace & je
f v 2B uzel 4. stupné. Je tedy k = 4. Clanek se su-

\o—yo——> dym poétem uzld je pak dvojihelnik a redukovany
~ graf druhého &lanku je na obr. 3. Podobné jako

prve v G, najdeme v tomto 8lanku dobie oriento-
: vany podgraf H’, ktery je podgrafem i v B.
Sestrojime kontrakei *B = 1B(H’) majici »(3B) = 3. Graf B je rovnéZ nero-
vinny, aviak ¢(°B) < 10 (spor).

II. Je-li 2B neseparabilni s lichym poétem uzld (SemuZ odpovidé liché k),
pak (vzhledem k tomu, Ze & je zde rozvétvovaci) mé 2B strukturu z obr.
3b),c),d).

M4-li strukturu b), je k = 3 a tedy o(1B) < 10, pfic) je k < 5atedy o(*B) =
= 16, pFid) je k = 3 a tedy ¢(*B) < 16. Do#dli jsme tedy vzdy ke sporu.

MA4-li 2B sudy podet uzlh (demuz odpovids sudé k), mé 2B strukturu z obr.
4a) b), tedy k& = 4 &ili ¢(*B) < 16 (spor).

Obr. 5 ukazuje nerovinnou basi B* s 10 uzly, pro niZ »(B*) = 4. Pialenim
hrany dostaneme odtud basi B** s 11 uzly majici »(B**) = 5. Diikaz je podan?'?).

Obr. 5.

Iil. Dob¥e orientované grafy

Pojem dob¥e orientovaného grafu souvisi s pojmem nerozlozitelné matice.*?)
Ctvercové matice A = |jag} se nazyvé rozlofitelnd, existuje-li rozklad mno-
Ziny indexd 1, 2, 3, ..., » na dvé& skupiny

M={i,iy...0,}, N={k,ky...,k}, (u+»=n)
tak, Ze pro kazdé i, € M, k; < N plati g, = 0. Jinak je matice nerozloZitelnd.

10) Pfipojime-li k H hranu uv, vidime, %e v H je u —> ».

11) V préei [3] neni spravné tvrzeni, Ze kaZdé base hran je rovinny graf, Ja,k upozornil
W. T. Turre v Math. Reviews, Vol. 16, No 1, 1955, str. 58.

12) Viznapf. ®.P. 'arrmaxep: Teopua marpuiy, Mocksa 1953, str. 321.
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Souvislost s dobfe orientovanymi grafy nahlédneme, kdyZ ke kazdé étvercové
matici 4 = |ja;l7 pfifadime graf @, (v &ir§im smyslu), ktery ma n uzld u,,
WUgy ..., U, & jeho hrany jsou dany touto ekvivalenci:

Uy € Gy <=>ay + 0. (1)

Véta 9. Civercovd matice A = ||ay|T je nerozlofitelnd prdvé tehdy, je-li graf
G, dobfe orientovany.

Dikaz. Necht 4 je rozlozitelnd a G, dobfe orientovany. Existuji dva uzly
u; & uy, tak, ze i e M, k e N a plati u; — w;. Na této drze existuji zfejmé dva
po sobé jdouei uzly w,; a u, tak, Ze i" e M, k' € N, je tedy a,, = 0, coZ je spor.

Necht 4 je nerozloZitelnd a G, neni dobte orientovany. Existuji tedy dva
uzly z, y, pro néz neplati x — y. BudiZ M* mnozina téch ', pro né% = — 2/,
a N* necht tvofi zbyvajici uzly grafu G,. Je M* £ ¢ + N*. Mnozin&m M*,
N* odpovidé jisty rozklad indext 1,2, ...,7 na dvé t¥idy M, N tak, Ze pro
kazdé i e M, ke N plati a,; = 0, coz je spor s nerozlozitelnosti matice 4.
Dukaz je podan. »

V&ta 10. Neseparabilni dobfe oriemtovany graf G, ktery ment prdvé cyklus,
obsahuje dvojdrdhu.

Dikaz. Je-li »(@) = 0, obsahuje G skorocyklus (vé&ta 4), tedy i dvojdrahu.
Predpokladejme existenci neseparabilniho dobfe orientovaného grafu G,
s rozvétvovacim uzlem, ktery neobsahuje Zaddnou dvojdrahu a mé ze viech
grafi vypsanych vlastnosti nejmensi polet nerozvétvovacich uzli. Jeden
z téchto uzld oznadme « a budtez u, v jeho sousedé, t. j. ure@,,, 20 e G,
Je u + v (neseparabilita) a wv non ¢ G,,,. Misto uz, zv zavedme hranu wv
a zrufme uzel z. Vznikne neseparabilni graf G’ majici rozvé&tvovaci uzel a ne-
majici dvojdrdhu a plati »(@') < »(G,..), coZ je spor.1?) :

Véta 11. Dobfe orientovany graf G o h hrandch a w uzlech md aspo®t u cykli
(kdep = h — u + 1).

Dukaz. a) Nejprve dokdZeme tvrzeni: Je-li kazdy &ldnek naSeho grafu
@ cyklus, mé @ pravé u cykli. Dikaz provedeme indukei podle poétu r ¢lanki.

Jeli r = 1, je tvrzeni ziejmé. Budiz tedy » > 1 a at véta plati pro grafy
s r — 1 8lénky. Uvazujeme dob¥e orientovany graf G, s r 8linky a budiz 7' jeden
. jeho koncovy ¢&ldnek o ¢ hrandch. Odstraiime z @, vSechny reguldrni uzly
¢lanku T a v8echny hrany tohoto ¢élanku. Vznikne dobfe orientovany graf
@,_, 0 h — t hranich, o w — ¢t + 1 uzlech a r — 1 &ldncich, ktery podle in-
dukdniho predpokladu mé podet cykla (h —t) — (u —t + 1)+ 1 =h — u.
Tedy &, mé u cykla.

b) Vlastni ditkaz poddme indukei podle x.

13) V&ta 10 ukazuje, Ze neni mo¥né zavést pojem ‘jakéhosi ,,isporné** orientovaného
grafu, v ném% by ke ka¥dé dvojici riznych uzli u, v existovala jedinéd dréha vedoueci
zudow. :
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Necht @ mé u = 1. Oznadime-li o; podet uzlt i-tého stupn¥ v G, platit)
oh = Sip; a dile

=2
2h = 2zzei+;3(i —2) g = 2u+23(i — ) o
Odtud plyne p; = 0 pro kazdé 7 = 3. Je tedy G cyklus a tvrzeni plati.

9

'~ N

Bt
5#\
5

Obr. 6.

Budi% nyni x > 1. Uéitime indukéni pfedpoklad a uvazujme graf @ o h hra-
nich a w uzlech, pfi éemz b — u + 1 = u. Jsou-li viechny jeho &lanky cykly,
je tvrzeni zfejmé podle a). V opadném ptipad® budiz G, jeden &lének, ktery
neni cyklus. Je to neseparabilni dob¥e orientovany graf a podle véty 10 exis-
tuje tedy v G, dvojdrédha s obloukem L. Bez Gjmy obecnosti se d4 predpoklé-
dat, Ze L je obloukem i v @. BudiZ « polet vnit¥nich (nerozvétvovacich) uzla
oblouku L; tedy « + 1 je poéet hran oblouku L. Vynechme v G oblouk L (po-
nechdvajice oviem jeho poc¢ateéni uzel z a koncovy y). Vznikne dobie oriento-
vany graf G’ majici A — (x + 1) hran a w — « uzld. Podle indukéniho pfed-
pokladu mé aspoii & — u cykli a dile v ném plati y — z. Tedy G' mé aspon
u cykla.

Poznimka 4. Cislo u vystupuje v theorii koneénych grafa Sast&ji. Konig
([11, str. 53) je nazyvad Zusammenhangszahl, Whitney ([5], str. 340) uvadi t¥i
nazvy: nullity, cyclomatic number, first Betti number. V souvislosti s vétou 11

14) Viz [1], str. 21.
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zUstdvd oteviena otdzka, zda kazdy dob¥e orientovany graf bez dvojihel-

nikt lze zménou orientace nékterych hran prevést na dobfe orientovany

graf majici pravé u cykla. »
Pi#iklad 3. Jako aplikaci rozhodneme, zda dand matice je rozloZitelnd.

001010010
100000101
010101000
100000101
A=|010101000
100000101
001010010
010101000
001010100

Sestrojime-li graf @&, (obr. 6) a uréime v né&m basi hran. Vidime, e takovou
basi tvoii na p¥. cyklus po ¥adé s uzly 1329567841; ]e tedy G, dobre orlentovany
a matice 4 nerozloz1te1na

IV. Acyklické grafy

NEUMANN a MORGENSTERN [2] zavad&ji na str. 591 pojem acyklické relace.
PouZijeme jej k této definici: Acyklicky graf je graf, ktery’ neobsahu]e jako
podgraf zddny cyklus.

Z¥ejm& kazdy podgraf acyklického grafu je acyklicky. Pramenem grafu na-
zveme uzel, ktery neni koncovy pro zZddnou hranu grafu. V acyklickém grafu
existuje zfejmé& aspoil jeden pramen (z opa.ku plyne totiZ pfi koneénosti grafu
existence cyklu).

Véta 12. Gmf @ je acyklicky prdvé tehdy, lze—lz jeho uzly oczslovat czsly 1, 2 8, .

., 1 tak, zeneK{G}:>1,<7 ‘ :

Dukaz Existuje-li popsané omslovam nemize v @ emstovat cyklus
s uzly 4y, iy, ..., i,. Pak by totiz bylo 4, < 7, <<, <y, Gl < 1.

Je-li obracené G, a,cyk_hcky, zvolme v ném ]eden pramen a oznaéme jej 1.
Odstranfme-li z G; uzel 1 a hrany z ngho vychaze]un, vznikne acykhcky graf
@,. Jeden z prament grafu G, oznalme 2 a Pproces opa,kque Z konecnostl
grafu G, plyne existence Z4daného o&islovani.

Poznamka 5. Dané ¢tvercové matici 4 prifadme podle (1) graf G, Z véty
12 plyne, Ze @, je acyklicky pravé tehdy, existuje-li takové permutace sloupcti
a ¥adkd matice 4, ktera preva,d.l A v matiei ma]101 ,,pod hlavm diagonalou‘‘
jen nuly. )

Koénig [1] uvadi na str 93 pojem transitivnt graf. Je to graf, v némz definujici
relace je transitivni. Ukazuje se'®), Ze transitivni graf bez dvojihelnikd m4
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jedinou basi hran. Snadno vSak nahlédneme, %e transitivni graf bez dvojihel-
nikd je zvla§tnim piipadem acyklického grafu. Vétu z pozndmky %) zobecnime
nynitakto: .

Véta 13. Acyklicky graf G md jedinow basi hran. Jeji hrany jsou prdvé ty
hrany grafu @, nad nimiZ neexistuje v G skorocyklus.

Dukaz. Uzly grafu G necht jsou odislovany podle véty 12. Oznaéme I mno-
Zinu hran grafu @, nad nimiZ neexistuje skorocyklus, a necht B je jistd base
hran grafu G. Je ziejmé M C K{B} Dokédzeme téZ mklus1 K{B} C M. Zvolme

zy e K{B} (tedy 7 < j) a nechf 7jnon ¢ M. Tedy nad zy existuje v G skoro-
cyklus; mezi viemi t&mito skorocykly oznaéme S ten, ktery mé maximalni

podet hran. Kdyby existovala hrana i_f eS8 (1 <4 < j £9) neleziei v B,

nebyl by § ziejmé maximalni nad zy Je tedy K{S} C K{B}, coZ je spor s de-
finici base hran. Unicita je tim téZ dokazana.

Je znéma tato filoha: Postavte na $achovnici nejmen$i mozny podet dam
(krdloven) tak, aby kazdé neobsazené pole — a jen takové pole — bylo napa-
deno nékterou damou. Kénig interpretuje tlohy tohoto typu pomoci grafi
a zavadi pfi tom pojmy base uzlé a FeSeni daného graful®). Basi uzli grafu G
rozumime mnozinu U c IT{G'} majici dvé vlastnosti:

1. Ke kazdému x non € U existuje y e U tak, Ze y — .

2. Pro zédnou dvojici ¥, + y, z U neni y; — ¥,.

D4 se dokdzat, Ze v kazdém grafu existuje aspoii jedna base uzli; snadno
sestrojime graf, ktery m4 vice neZ jednu basi uzld.

ERefenim grafu @ nazjvime mnozinu R C IT{G} o téchto dvou vlastnostech:

1. Ke kazdému z non ¢ R existuje y ¢ R tak, Ze yz ¢ K{G}.

2. Pro z&dnou dvojici y; + y, z R neni y,7, « K{G}.

Vv nékterych grafech neexistuje feSeni. Neumann a Morgenstern ([2], str
597 ) viak dokazuji, Ze kazdy acyklicky graf mé jediné FeSeni'?).

Véta 14. Acyklicky graf G md 7edmou basi uzlis. Tvofi i mnofina véech pra-
menii.

Dikaz. U’zly grafu G nechf jsou odislovany podle v&ty 12. Oznaéme M mno-
Zinu v8ech prament grafu G a necht U je jist4 base uzla grafu G. Je zfejmé
M C U. DokaZeme inklusi U C M. Zvolme i € U a necht 7 non ¢ M. Existuje

tedy v @& hrana ﬁ (kde j < 1), proto jnon ¢ U. Existuje tedy dale uzel §' e U

15) [1], str. 94, véta 9.

18) Konag [1] uZiva pro basi uzld ndzvu Punktbasis (str. 89), pro feSeni pak Punktbasis
2. Art (str. 90). Neumann a Morgenstem [2] nazyvaji FeSeni solution (str. 588)."

17) Formulovéno oviem v nasi termmologu V citované kmze sé totiz pojem grafu
vjslovné nevyskytuje.
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tak, Ze v G plati j* — j (odtud j* < j). Z toho plyne j* — 1, coZ je spor s definici
base uzlii. Pro kazdé i € U je tedy ¢ ¢ M. Unicita je tim téz dokizana.

V souvislosti s acyklickymi grafy je snad zajimavé poznidmka k jednomu
Rédeiovu vysledku (uvedend ve v&té 15). Zavedme vSak nejprve dva pojmy.
Graf, ktery s kazdymi dv&éma riznymi uzly z, y obsahuje pravé jednu z hran
zy, Yz, se nazyva uplny. Existuje-li v grafu @ dréha, které prochazi véemi jeho
uzly, nazveme ji osou grafu @. L. Rédei dokézal 1¢), Ze podet os v iplném grafu
je lichy. D4 se téz dokazat

Véta 15. Uplny graf obsahuje jedinow osu pravé tehdy, je-li acyklicksy.

Dikaz. Uvazujeme tplny graf G o n uzlech. Je-li @ acyklicky, je kazda jeho
osa basi hran a tedy existuje jedind (v&ta 13). Necht nyni @ neni acyklicky.
Zvolme v ném jednu osu a oznaéme jeji uzly po fadé 1, 2, 3, ..., n. Jsou tedy
oznadeny vSechny uzly z G. ProtoZe @ neni acyklicky, existuji uzly 7, k (¢ +
+1 < k) tak, %e kieG. Ze viech existujicich dvojic (i; k) této vlastnosti
zvolme ty s nejmensim ¢ a z téchto tu dvojici s nejvétsim k. Nésleduje schema,
které ukazuje existenci dalsi osy v G-

Uzly dalsi osy

1=1Lk=mn 2,34..,n—1,n1

t=1Lk=n—1 2,3,4...,.n—2,n—11n

i=lLk<n-—1 2,3,4..,k—1LLkLEF+LEF2..,0n—1n

1=2,k=n 1,3,4,6,....n —1,n,2

1=2,k=n—1 1,3,4,5,....n —2,n—1,2,n

1=2,k<n—1 1,3,4,5,...,k— 1Lk 2,k+LE+2,....m— 1,n

1>2, k=n ,238,..,t—Ls+1L,74+2,...,0n—1n,1

1>2, k=n—1 1,23 ..,t—L:+1L,t+2..,n—2,n—114n

1>2, k<n—1 1,2,38,..,t—L++1,7c4+2,..,k—Lktk+1,k4+2,...
. e

Dikaz je podin. . .
Je-li dén graf @, zavedme v II{G} relaci p takto: Kladme zpy pravé tehdy,
plati-li soudasng z — vy, y — 2. Relace ¢ je zfejmé& reflexivni a symetricka,.

18) Jeho madarsky psané préce je u nés nedosaZitelnd. Informaci o ni podéavé [1],
str. 20.
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