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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1 957), Praha

ZAKLADNI VETY CENTRALNI AXONOMETRIE

VACLAV HAVEL, Praha.
(Do¥lo dne 12. bfezna 1956.) DT:515.69

V é&lénku je zobecnéna zdkladni véta centrdlni axonometrie,
pochézejici od E. Krurpy a N. F. CETvERUCHINA, ddle je uvedena
zékladni v&ta Stiefelova a koneén& je odvozena véta 6, kterd
umo#tiuje pohodlnou volbu primétu soutadnicové konfigurace.
V zévéru je podédn prehled o pracich, tykajicich se zakladnich v&t’
centrélni axonometrie. .

YN

Budeme vysetfovat (redlny resp. komplexni) rozsifeny eukleidovsky prostor
Nejprve uvedeme nékolik definic.

Definice 1. Posloupnost bodt 0’, 4’, B’, C’, 4,, B,, C, nazveme soufadnico-
vou konfiguraci, jestlize plati tyto podminky: O’, 4’, B’, (', jsou navzijem
ruzné vlastni body; tselky 0'4’, O'B’, O'C" jsou navzijem kolmé a stejné
dlouhé; 4,, B;, resp. C, je nevlastni bod ptimky 0'A4’, O'B’, resp. 0'C’.

Definice 2. Posloupnost bod O, 4, B, €, A,, B,, C,, lezicich v téze vlastni
roviné nazveme d-konfiguraci, kdyz kazdé trojice O, 4; 4,; O, B, B,; 0, C, C,
obsahuje rtizné kolinedrni body a kdyZ p¥imky 04, 0B, OC souéasné nesplyvaji.
Nejsou-li (resp. jsou-li) body 4,, B,, C, kolinedrni, pak d-konfiguraci nazveme
d,-konfiguraci (resp. d,-konfiguraci).

Dodatek k definici 2. Nejsou-li ani body 4,, B,, C,, ani body 4,B,C
kolinearni, pak oznalme p osu perspektivity obou ,,trojihelnikia‘t) ABC,
A,B,C,. (Tato osa perspektivity existuje podle véty Desarguesovy, uZité
na oba ,,trojuhelniky* ABC, A,B,C,, perspektivni podle stfedu 0). Jsou-li
body A4, B, C dané d,-konfigurace kolinedrni, pak oznaéme p p¥imku, na niz
tyto body lezi. Necht dile P je harmonicky pél pfimky p vzhledem k ,,troj-
thelniku*“ 4,B,C,. Pak oznaéme k imaginarni kuZeloseéku (elipsu nebo kruz-
nici), kterd je jednoznadné urdena poldrnim ,,trojihelnikem® 4,B,C, a
pélem P s polarou p. Neni-li & kruZnici, pak oznaéme a, b délky poloos elipsy
%, které realnd zastupuje k.

1) ,,Tro;u.helmkem“ rozumime trojici nekolineédrnich bodu (z mchz néktery muZe byt
nevlastni).
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Definice 3. Existuje-li bod S a soufadnicovd konfigurace (0, 4," B', (",
4,, B, C,), promitajici se z centra S do dané d-konfigurace (0, 4, B, C, A,
B,, C,), — a to tak, Ze bod O je primétem bodu 0’, bod 4 primé&tem bodu A’

atd., pak tuto danou d-konfiguraci prohldsime za konfiguraci typu 7' (vzhle-
dem k 8).

Véta 1. a) KaZdd d-konfigurace typu T vzhledem k vlastnimu bodu S je d,-kon-
figuract. b) Ka#dd d-konfigurace typu T vzhledem k nevlastnimu bodu S je dy-
konfiguract. ¢) Md-li d,-konfigurace typ T' vzhledem k bodu S, pak bod S je me-
vilastni.

Diikaz. a) Priméty nevlastnich bodu soufadnicové konfigurace z vlastniho
stfedu S do vlastni roviny =z jsou body nelezici na téze ptimee.

b) Pruméty nevlastnich bodu soufadnicové konfigurace z nevlastniho stfedu
8 do roviny =z jsou nevlastni body; tyto priméty jsou tedy kolineirni.

¢) Dukaz plyne bezprostfedné z tvrzeni a).

Vé&ta 2 (prvni zikladni v&ta). Dand d,-konfigurace je typu T prdvé tehdy, kdyZ
kuZeloseCka k je imagindrni krusnict.

Dikaz. 1. Necht (0, 4’, B', C’, A,, B,, C;) je soufadnicovd konfigurace,
kters se ze stfedu S promitd do roviny = do dané d,-konfigurace (O, 4, B, C,
4,, B,, C,). Ptitom plati vztaby S4, | SB,C,, 8B, | S4,C,,8C, | SA,B,.
Dokézeme, %e plati téz SP | Sp. (Bod P a piimka p jsou definovany v do-
datku k definici 2.) Prolozme pi¥fmkou O’C’ rovinu y | A’B’. Pak nevlastni
piimka roviny y promité se do ptimky C,P. (Bodem O’ vedme p¥{mku ¢, || A"B’
a pfimku c, pualici ise¢ku 4'B’. P¥mky ¢,, ¢,, ¢; = O'4’, ¢, = O'B’ tvoii har-
monickou é&tvefinu; nevlastni body pfimek ¢y, ¢,, €5, ¢, promitaji se tedy téz
do harmonické &tvetiny bodu 4,B, n p, 4,B, n C,P, A,, B,. Tedy ptimka
C,P je primétem nevlastni pfimky roviny y.)

Obdobné uréime roviny «, #, jejichZ nevlastni p¥imky promitaji se do primek
A,P, B,P. Tedy bod P je primétem nevlastniho bodu ptimky m = « n § 0 y.
Ponévadi ale piimka p je primétem nevlastni ptimky roviny A'B'C’,
plyne z relace m | A'B'C’ téz relace SP | Sp.

Kuzelosecka k je zdkladni kuZelosetkou polarity P v roving =; polarita P
promité se z bodu S prostorovou polaritou §’. V polarité P’ odpovidaji pfim-
kam SA4,, 8B,, 8C,, resp. 8P roviny 8B,C,, SA,C,, 84,B,, resp. Sp. Pong&-
vadz plati S4, | 8B,C,, 8B, | S84,C,, SC, | SA,B,, SP | Sp, je polarita
Y’ pravouhla, a tedy kuzelosetka k je imaginarni kruznici.

2. Necht pro danou d,-konfiguraci (0, 4, B, C, A,, B,, C,), lezici v roviné
7, je kuZelosetka k imagindrni kruzniei. Zvolme jeden z Laguerrovych boda
kruznice k, oznaéme jej S a prohlagme jej za stted promitdni do primétny .
Rovinna polarita P o zdkladni kuZeloseéce k& promité se z bodu S pravoihlou
prostorovou polaritou ¥’. Bodu P odpovidd v polarité P piimka p, takie
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ptimce SP odpovidd v polarité P’ rovina Sp | SP. Na pfimce SO zvolme
libovolny bod O’ tak, aby byl vlastni a aby nesplyval s bodem.S. Bodem
0’ vedme ptimky a || 84,, b || 8b,, ¢ || SC,; ziejmé piimky a, b, ¢ jsou navzéjem
kolmé. Sestrojme body 4’ =S4 n @, B =8B n b, ¢' = SC n ¢. Body 4’,
B’, ¢ jsou vlastni. (Je-li ku p¥. bod 4’ nevlastni, pak S4 || S4,, atedyA A,,
coZ odporuje definici d-konfigurace.)

(*) Pf¥imka p je pramétem nevlastni pnmky roviny A’B'C’; bod Pj Je pri-
métem nevlastnitho bodu ptimky m, jdouci bodem O’ kolmo k rovmé A'B'C' %)

(**) P¥imka C,P je primétem nevlastni p¥mky roviny y, jdouct p¥mkou
0'C’ a pilici tse¢ku A’B’. (Body 4,B, n p, A,B, n C,P, A,, B, tvoii harmo-
nickou &tvefinu; jsou to priméty promitacich pfimek c,, ¢, ¢5, ¢;. Prolozme
bodem O’ pimky ¢;|¢; (2 =1,2,3,4). Pak plati tyto vztahy: ¢, || 4'B’,
¢, pili use¢ku A'B’, ¢; = 0'4’, ¢, = O'B’. Ponévadz C, je primétem nevlastm-
ho bodu ptimky O0'C”, je tim tvrzeni dokazano.)

Obdobn& bychom zavedli roviny «, resp. f a dokézali, ze p¥mka 4,P je
primétem nevlastni pfimky roviny « a Ze piimka B, P je primétem nevlastni
piimky roviny f. Z tvrzeni (*), (**) plyne relace m = « n 8 n y, a tedy troj-
thelnik A’B’C’ je rovnostranny. Tedy usetky 0’4A’, O'B’, 0'C’ jsou kolmé
amaji touz délku, coz bylo dokézat. -

Pozndmka. V druhé &asti pfedchoziho dikazu bylo mozno bod O volit
kdekoliv na pfimee SO s vyjimkou bodu 8. a bodu nevlastniho. Kazdé takové
volbé bodu O’ odpovidaly body 4’, B’, C’; dopln&nim nevlastnich bodi 4,, B;,
resp. O, ptimek O'A’, O'B’, resp. O'C’ ziskdme soufadnicovou konfiguraci
(0',4';,B',C", A,, B, ). Oznatme M mnoZinu viech t&chto soutadnicovych
konfiguraci. Z¥ejme& kazdé dv¥ konfigurace z IM jsou homothetické podle stfedu
8. Ke kazdému kladnému ¢&islu ¢ existuji v I dvé konfigurace, pro néz tsecka
0’4’ mé délku c. 225 : , .

Véta 3. Necht S je soutadnicovd konfigurace a necht je ddle ddna d-konfigu-
race 9 le#ict v roving o. Pak lze sestrojit rovinu =, d-konfiguraci 4, v roviné =,
bod S non ¢'7 a linedrni transformaci [ mezi rovinams 7, o tak, Ze 9, je pramétem -
konfigurace & ze stfedu S a Ze l(d,) = 9. : '

Véta 4 (druhi zikladni v&ta). Ke kadé d-konfiguraci & v roviné o lze sestroyzt
rovinu m, d-konfiguraci 9, typu T v roviné x a linedrni transformaci I mezi ro-
vinami w, o tak, Ze l[(9,) = 9.

Dokazeme, e véty 3, 4 jsou ekvivalentni: Ziejmé z véty 3 plyne véta 4
Necht nyni plati véta 4. Pon&vadz 9, je typu T, existuje pro ni mnozina M
urdend podle pozndmky za vétou 2. V I vybereme tu konfiguraci y*, ktera je
shodn4 s konfiguraci & z véty 3. Existuje pravé jedna linedrni transformace L
prostoru, pro niz plati L(&*) = &. Konfigurace L(:,) je primétem konfigurace

?) Dukaz je snadny.
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& a dale plati IL-Y(L(9,)) = 9. Véta 3 je tim dokdzdna (symboly I, &#,, = ve
vété 3 nahradime ovSem symboly IL-1, L($,), L(x)).

Nyni dokizeme vétu 4. Oznadme (0, 4, B, C, 4,, B,, C,) danou konfiguraci
¥ C o a bez omezeni obecnosti pfedpoklddejme, Ze ptimky OA, OB nesplyvaji.
Zvolme libovolnou vlastni rovinu =* a vyberme v ni kterykoliv pravoihly
rovnoramenny trojihelnik O°A°B’ (s rameny O°A°, 0°B’). Oznadme A,B,
nevlastni body piimek O°A°, resp. O'B’. Existuje pravé jedna linedrni
transformace ¢ mezi rovinami z*, g, pro niz t(4°) = 4, (B")'= B, {(4,) = 4.,
t(B,) = B,; zfejmé jest té% t(0") = O. Oznadme jedté C* = t-1(C), 0, = t7C,).
V transformaci ¢ odpovidé tedy konfiguraci ¢, = (0°, 4°, B", C+, 4,, B,, C,)
dans konfigurace 9.

Ukézeme, ze 9. je typu T'. Stanovme vlastni bod C* + O° tak, aby C°0" | =
a aby tsetky O°C", 0°A" mély touz délku; bod C" je uréen dvojznaéné. Dale
oznatme C; nevlastni bod pi¥imky O°C". Soutadnicové konfigurace &' =
= (0, 4°,B°,C", A,, B,, C,) promita se z bodu § = C°C*+ n C,C, do konfi-
gurace 4,. Véta je dokazdna (symboly I, x nahradime oviem symboly £, z*).

Véta 5. Ke kazdé d,-konfiguraci 9 v roviné o lze sestrojit rovinu v, d,-konfigu-
ract 9, typu T v roviné m a afinitu [3) mezi rovinami =, o tak, Ze U(9,) = 9.

Dikaz. Navizeme na dukaz véty 4. Je-li ve v&t8 4 konfigurace 9 d,-kon-
figuraci, pak bod § (uréeny v dukazu vty 4) je podle v&ty 1 vlastnim bodem.
Je-li n, nevlastni pfimka roviny g, pak poloZzme n* = t-1(n,). Zvolme libo-
volnou rovinu n tak, aby neprochizela bodem S a aby byla rovnobézna
s rovinou S»*. Promitanim ze stfedu S je mezi rovinami 7, n* zprostfedkovana
linedrni transformace &, tak, Ze h_'(9,) = 9, je té% primétem konfigurace
3" ze st¥edu § (do roviny x). Déle je h-1(n*) nevlastni ptimka n, roviny . Tedy
v transformaci fh_, odpovidé konfiguraci 9, konfigurace # a p¥imee n, odpovida
pfimka n,. Polozime-li [ = ¢k, je tim dukaz proveden.

Necht 4 je afinita (v roving =), v niZ trojihelniku o jednotkovém obsahu
- odpovidé trojihelnik o obsahu m; &islo m nazyva se modulem afinity A. .

Pomocna véta. Necht k je redlnd elipsa v roviné m, p#i dem# a > b jsou délky

jejich poloos. Pak existuje perspektivnt afinita A,, jejimé modulem je libovolné
b

éislo z intervalu <;, %> , perspektivni afinita A, o libovolné ose (resp. libovolném

sméru), kolmd afinita A; a elace A, talc\, Ze A7 (k) je krufnice (1 =1, 2, 3, 4).9)

Véta 6. Ke kazdé d,-konfiguraci &, kterd le£i v roviné & a nent typu T, existuje

perspektivni afinita 1 v roviné x tak, Ze konfigurace 1-(9) je typu T'; tato perspek-

%) Afinitou rozumime lineérni transformaci mezi dv8ma rovinami, kters prevadi ne-
vlastni pfimku jedné roviny v nevlastni pfimku druhé roviny.

4) Elementérni dikaz nebudeme uvadét.
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