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0 ZAKLADNI VETE CENTRALNT AXONOMETRIE

LADISLAV DRS, Praha.
(Doslo dne 12. biezna 1956.) DT:515.69

\

V &lanku je dokézéna prvni fundamentélni véta centrélni axono-
metrie a jsou vySetfeny n&které konstruktivni dusledky, tykajici
se vhodné volby elementt urdujicich axonometrii.

Véty obsazené v této prici maji pro centralni axonometrii podobny vyznam

jako v&ta Pohlkeova pro rovnobéZnou axonometrii. Z téchto vét jsou odvozeny
konstrukce pro volbu elementt uréujicich centralni axonometrii. Uvahy jsou
vézény na redlny, resp. komplexni eukleidovsky prostor rozsifeny o nevlastni
rovinu.
- 1. V tomto odstavei bude dokdzdna zidkladni véta centrilni axonometrie.
Predmétem naSich tdvah bude primét pravoilhlé soufadnicové soustavy
(0", A", B',C"), (kde plati 0’4’ | O'B’ | 0’C" | O'4A’, O'A’=0'B =
= 0'C" = 0)). Nevlastni body p¥mek 0'4’, O'B’, 0'C’ oznadime A,, B,, C,.
Priméty oznadime stejnym pismenem jako Gtvary v prostoru bez p¥ipojené
éarky.

Definice 1a. Body O, 4, B, C, 4, B,, C, ve vlastni roviné nazveme J-kon-
figuraci, kdyz plati: I. A + 4,, B + B,, C + C,.

II. P¥imky AA4,, BB,, CC, prochizeji bodem O raznym od ostatnich Sesti
bodui.

III. Body A, B, C nelezi soudasng na primce.

IV. Body A,, B,, C, nelezi soudasné na p¥imce.

Definice 1b. Jsou-li v dané é-konfiguraci body O, 4, B, C, 4,, B,, C, po
¥ad® stfedovymi priméty bodu O, 4’, B’, (", A,, B,, C, soutadnicové sou-
stavy (0’, A, B’, (") z bodu S, nazveme ji 6-konfiguraci typu S.

Dodatek k definici 1. Trojihelniky?) ABC; 4,B,C, jsou perspektivni
(podle Desarguesovy véty). Osou perspektivy je primka o.

) Pruhem oznadujeme vzdélenost. ‘
2) ,,Trojuhelnik‘* miZe mit jeden nebo dva nevlastni body.
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Déle oznadime H, harmonicky pél pfimky o vzhledem k trojihelniku
A,B,C, a k, kuzelose¢ku uréenou poldrnim trojihelnikem 4,B,C, a pdlem
H, s polarou o.

Poznédmka 1. Z definice 1b je patrny geometricky vyznam ¢-konfigurace
typu S. Definici la vyludujeme nékteré priméty soutadnicové soustavy:

1. S nelezi na %4dné z pfimek 0’4’, O'B’, 0'C’. Kdyby na ptiklad platilo
S e 0'A’, pak by splyvaly body 4, 4,.

2. 8 nelezi v roving A’B'C’. Kdyby S e (4'B'C’ ) pak by praméty A4, B c
lezely na p¥imce.

3. S neni nevlastni. Kdyby byl nevlastni, lezely by body 4,, B,, C, na ne-
vlastni p¥imce.

Pripad, kdy neplati 1, by bylo nutno vySetfovati zvlast, ale nemé prakticky
vyznam. P¥ipady kdy neplati 2, 3, vySetfuje V. HAVEL v praci [4]. Spliiuje-ii
konfigurace z definice la jen podminky I, II, III, ziskime. d,-konfiguraci,
plati-li jen I, TI, ziskdme d,-konfiguraci definovanou v této praci [4].

Uvedme bez diitkazu pomocnou vétu a ndkteré pojmy zndmé z projektivni
geometrie.

Pomocna véta. Polarita I1 v roviné « se promitd ze stfedu S non e x jako pravo-
4hld prostorovd polarita IT' tehdy a jen tehdy, kdy? zdkladni kuZelosetka polarity
je imagindrnt krugnice a kdyz bod S je Laguerriv bod této kruznice.

Pravothléd polarita II' mé za svou ¥dici kvadriku minimalni kuZelovou
plochu. Prémik této plochy s rovinou « je imaginirni kru¥nice, (reilny) vrchol
kuzelové plochy je od roviny « vzdélen o absolutni- hodnotu poloméru této
kruznice a promité se kolmo do roviny « do jejiho stredu Vrchol nazyvime
Laguerrovym bodem této kruznice.

Nyni jiz miZeme vyslovit zdkladni vétu centralni axonometrie.

Véta 1. 6-konfigurace je typu S prdvé tehdy, kdyZ kutelosetka k, je imagindrni
kruznice.

Dukaz. Necht d-konfigurace je centrdlnim primétem soufadnicové sou-
stavy (0", A’, B’, (") ze sttedu S. Mame dokéazat, e k, je imagindrni kruZnice.
Ptimka o je pramét nevlastni p¥imky roviny A’B’C’. Budiz 7" té%i§té rovno-
stranného trojihelnika A’B’'C’ (a zaroveti tedy jeho orthocentrum). Je ziejmé,
ze prumét 7' bodu 7" je harmonicky pél pfimky o vzhledem k trojihelniku
ABC a dale, Zze pramé&t 7', nevlastniho bodu p¥imky 0’7" je harmonicky pél
piimky o vzhledem k trojthelniku 4,B,C,, ¢ili T, = H,. UvaZujme prosto-
rovou polaritu I7’, kterd vznikne promitnutim rovinné polarity I7 o zikladni
kuZeloseéce k, z bodu 8. Pak plati S4,]|0’4’, SB,||0'B’, 8C,||0'C’; t¥i pary
polarng sdruZenych elementd S4,, SB,C,; SB,, S4,C,; 8C,, SA,B,
jsou navzéjem kolmé. Déale plati SH, || 01", So|| A’B'C’. Protoze je O'T" |
1 A'B'C’, je také SH,, | So a v polarité existuje étvrty par kolmych polirné
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sdruZenych elementii. Polarita /I’ je pravoiihléd a.lkuZelosetka £k, je imagi-
narni kruznice. Dikaz nutné podminky je proveden. |
Necht pro danou d-konfiguraci je kuzelosetka k, imagindrni kruznici. Mdme
dokéazat, Ze konfiguraci lze poklddat za centrdlni pramét jisté soufadnicové
soustavy (0', 4’, B', (). Zvolme za stted promitini § Laguerrtv bod kruZnice
k,. Rovinn polarita IT pfechézi spojenim s bodem S v pravotihlou prostorovou
polaritu IT’. Zvolme na p¥imece SO vlastni bod O’ = 8. Sestrojme pmky
0 ex' || 84, O’ ¢y’ || 8B, O ¢2'|| 8C,. Ty jsou navzéjem kolmé, nebot pary
A,, B,Cy; B,, A,C,; C,, A,B, jsou sdruzené v polarit8 I7. Budiz 4’ = &’ n 84,
B =y" 08B, 0" =2"n 8C. Zbyvé dokdzat rovnice O'A" = O'B’ = 0'C’ +
%+ 0. Necht je H harmonicky pél pfimky o k trojihelniku 4 BC. Pak je H, pri-
mét nevlastniho bodu p¥imky O'H’, to jest O'H' || S'H, a H' = O'H n A’B'C’
je téziStém trojihelnika A’B'C’. P¥imka H,C, (pramét nevlastni p¥imky ro-
viny O'H'C’) a pramét o n AB = o n 4,B, nevlastniho bodu pfimky A4'B’
jsou polarng sdruzené v I7, nebot k bodu H, je polarné sdruZena piimka o a
k bodu O, piimka A,B,. Proto plati C'H’ | A’B’ a podobné A'H' | B'C",
B'H' | A'C’.Bod H' je tedy zéroveti prisesikem vysek a proto A'B' = 4'C" =
= B’C" % 0 (nerovnost plati proto, Ze body 4, B, C jsou rézné). Z t&chto rov-
nic a ze vzéjemné kolmosti piimek O'4’, O'B’, O'C’ jiz plyne 04’ = OB’ =
= 0’C’ # 0. Dikaz postatitelné podminky je proveden a véta 1 je tim doka-
zéna.

Pozndmka 2. Tuto vétu dokdzal E. KRUPPA v praci [5] Jeho dikaz zjedno-
dusil N. M. BesgIN [2]. S nfm se diitkaz zde ‘provedeny v podstaté shoduje.

2. VySettime podmmky které splnu]e par o, H, v é-konﬁguracl typu 8.

Umluva. Misto i imagindrni kruZnice k, budeme dale uvazovat kruZnici k,
kteréd kruznicik, redln& zastupuje (t. j. kruZnici, pro niz je trojihelnik 4,B,C,
antipoldrnim). Podle véty 1 je v d-konfiguraci typu S pér o, H, vzhledem ke
kruznici % antipoldrné sdruzen.

Déle vyjadiime podrobné&ji podminky nutné k tomu, aby dané J- konﬁgurace
mohla byt typu S.

a) Necht body 4,, B,, C, dané é-konfigurace v roviné «, (o které chceme
zjistit, je-li typu S) jsou vlastni. Pak musi byt: 1a) trojdhelnik 4,B,C,
ostrodhly (je prinikem pravouhlého trojhranu SA4,, 8B,, SC, s rovinou «).

Necht kruznice &k mé polomér r a stted S° (8° je orthocentrum trojihelnika
A,B,C,; oznadime-li ¥V prisetik jeho vysky z bodu 4, se stranou B,C,, je
r = |/S°4, . §%). Sestrojme H, en | 0,n n 0 = N. Jsou-li o, H, antipolérns
sdruzené, pak plati: 2a) S° e n, 3a) V:S’—OZV oSOH = 1. :

'b) Jsou-li v dané'8-konfiguraci body A4,, B, vlastni a bod O, nevlastni, pak:
1b) smér uréujici bod O, musi byt kolmy k p¥imce 4,B,, 2b) 8¢ 4,B,. --
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Sestrojme body N, S° podle vztahtt H,en | O, n n O =N, n n 4,B, =
= 8°. Pary N, o; 4,, B,Cy; B,, A,C, jsou pak antipoldrné sdruzené ke kruz-
nici k£ se stfedem S° a polomérem r = VSTN . SH,, plati-li rovnice: 3b) SN .
.8°H, = 8°4, . 8°B,.

¢) Jsou-li v dané é-konfiguraci body B,C, nevlastni, je nutné, aby:
le) A,B, | 4,0,. 2¢) 8° =

Sestrojime piimku H,en | o. Aby par H,,0o byl antipolirné sdruZen
vzhledem ke kruznici k, musi platit: 3¢c) S° ¢ n.

Podminky 1, 2, 3 jsou v pipadech a, b, ¢c nutné a postalujici k tomu, aby
dané ¢-konfigurace byla typu S.

Zformulujeme vétu 1 jesté jinak.

V&ta 2. Necht je v roviné o ddna krufnice k a jeji antipoldrni trojiheliik
A,B,C,. BudiZ H, e x libovolny bod, h s nim harmonicky sdrufend pFimka
vzhledem k trojuhelniku A,B,C, a pfimka a antipolira bodw H, vzhledem
ke krutnici k. Potom je & konfigurace v roviné « typu S, prdvé kdy? existuje bod
H, e « takovy, %e platt h = a = o. '

Véta 2. je ekvivalentni s v&tou 1.

3. Uvedeme konstrukei pfimky o a é-konfigurace typu S.

a) Necht Ziddné strana antipoldrniho trojihelnika A4,B,C, kruZnice k ne-
prochizi jejim stiedem S°. Body A,, B,, C, jsou vlastni. Antipoldry bodi
primky p e 4, tvori svazek, jehoz stfed 2I, lezi na antipola¥e B,C, bodu 4,
vzhledem ke kruznici %, je tedy spoleénym bodem antipoldry bodu »I = p n

- n B,C, a p¥imky B,C,. Pary ?I,?],, tvofi (vzhledem k prom&nné piimce
p > A,) involuci J, na p¥imee B,C,. Harmonické poldry bodd pi¥imky p vzhle-
dem k trojihelniku 4,B,C, tvoti svazek se st¥edem ?I, ¢ B,C,, pfi éemZ plati
(¢I,#I,, B,,C,) = — 1. Dvojice ?I,?I, vytvifeji (p¥i proménné piimce
p e A,) involuci J, na p¥imce B,C,. Proto téz dvojice ?I,, ?I, tvori involuci,
kterou oznadime J. Sestrojme p¥imku » a bod V podle vztahtt 4, e v | B,Cu,
v n B,C, =V (obr. 1).

Bodu V odpovidd v involuci J, nevlastni bod pt¥imky B,C,, takZe pro
st¥ed o, involuce J plati relace (V, o, B,, C,) = — 1. Body B, O, tvofi zajisté par
involuce J, jejiz mocnost je tedy o,B, . 6,C, a lze sestrojit samodruzné body
4, 4 této involuce (podle rovnic ¢, 4 = Ao, = VE:B_u .0,C,). Protoze anti-
polarni trojahelnik kruznice k je ostrothly, lezi V uvniti tsetky B,C, a bod
o, vné této usecky. Involuce J je hy’perbohcka a samodruZné body A, 4 ]sou
tudiZ redlné. Antipoldry bodld pfimky 4 JA4 A) procha,zejl bodem A (4) a
tymZ bodem jdou i harmonické poliry bodu p¥imky A4 A (4, A) Ex1stu]e-]1
tedy hledana p¥imka o, pak je to néktera z piimek svazku se stfedem A (A)
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Obdobnym_zpﬁsobem uréime body B, B na ptimece 4,C,. P¥imky AB, ZE,
4B, Tesp. AB poskytuji éty¥i alternativy pro hledanou p¥imku o. Bod H, ke
kaz#dé ptisluSejici je uréen vztahem A,:l n Bu]=3, Auz N B,j?, Auz n Bu§,
Tesp. Auj n BuE.

Obr. 1.

Podobné sestrojené body C, C le#i na primkéach o. Dikaz plyne na ptiklad
z harmonickych vlastnosti éty¥rohu AABB, jehoz diagonalni trojdhelnik
jest A, B,C,.

Abychom ziskali §-konfiguraci typu 8, zvolime tedy krom& trojthelnika
A,B,C, body O, A tak, aby platilo 4, 04, O + A + A, + O. Konstrukce
zbyvajicich bodu B, C je jiz ziejma. '

b) Necht jedna strana (na pf. B,C,) antipoldrniho trojihelnika 4,B,C, dané
kruznice k prochézi jejim sttedem S° (obr. 2). Pak 4, je nevlastni bod pfimky
kolmé k p¥imee B,C,. Samodruzné body 4, 4 involuce J na p¥mece B,C, se-
strojime stejné jako v a). Bod V splyva s bodem §°. Na p¥imce 4,B, (4,C,)

je stfedem involuce J bod B, (C,) a konstrukee samodruznych boda C, C

(B, B) se zjednodudi: B,C — OB, — B,S (C,B = BO, = 0,8). Podle kon-
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strukee totiz plati SC | SC (SB | 8B); je tedy C, C (B, B) pér odpovidaji-
cich si bodi involuce'J, a dale je B,C'= CB,, (C,B = C,B), tak#e pér C, C.
(B, B) je parem bodi involuce J,. P¥mky o jsou tim stanoveny a é-konfiguraci
typu S lze po volb& bodi O, A (s vlastnostmi jako v a)) snadno doplnit i zby-

vajicimi body B, C.

Obr. 3.

¢) Nechf je dana kruZnice & a.nechf jéden bod antipolarniho trojihelnika
A,B,C,, na ptiklad bod 4,, splyva se stfedem S° kruznice & (obr. 3). Pak body
B,, 0, jsou nevlastni body k sob& kolmych praméri kruznice k. Samodruzné.

body B, B (C, C) na p¥imce 4,C, (4,B,) jsou prisetiky pHmky 4,0, (4.B.)
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s kruznici k a uréujf éty¥i pimky, jejichz nevlastni body jsou 4, 4. Doplnéni
é-konfigurace typu S (kdy% jsme zvolili body O, A jako v a)) neéini jiz obtiZe.

‘Poznédmka 3. Je-li zndma délka tsetky 0’4" = d, lze jeits sestrojit stop-
niky X, Y, Z p¥mek 2’ = 0'4’, y' = O'B’, 2’ = 0'C’ podle pravidel central-
niho promitdni a tim uréiti téZ soufadnicovou soustavu (0’, 4’, B’, C’) (obr. 4).
Sestrojime délici bod D pi#mky = (D € k, DS® | A4,8° a na pfimkich D4, DO
najdeme body ‘4, ‘O, pro n&z plati relace 'A'O || DA,, "A’0 = d. Pro bod
X pak plati: X ='4'0 n A4,0. Pro body Y, Z pak plati: XY || 4,B,, XZ ||4,C,
(Yz || B,C,).

Ac
P
|
{
C
n' § ”\\
)
| \
Q@
,’ {
’, P4 \‘ X
B, | _ i ‘ 2\R
A,
9 %

Obr. 5.

4. VyteSime nékteré tlohy centralni axonometrie.

PFiklad 1. V roviné « zvolme soudasné nesplyvajici p¥imky z, y, z jdouei
tym% bodem O, na pimkich #,y (z # y) zvolme po dvou bodech 4, 4,,
resp. B, B, tak, Ze body O, 4, A,; O, B, B, jsou od sebe rizné a body 4,,B,
jsou vlastni. Jest nalézti body C e z, O, € z tak, aby vznikla §-konfigurace ty-
pu 8 (obr. 4). - A

Redeni. Oznatme 4B n A,B, = C a stanovme C podle vztahu (C, c,
A,, B,) = — 1 (na obr. 4 neni sestrojen). Body o, 0 jsou samodruzné body
involuce JJ na p¥imee 4,B,; stfed o, iseSky OC je st¥edem involuce J; bod ¥ ur-
deny podle vztahu (o, V, 4,, B,) = — 1 je patou kolmice, vedené bodem
O, k ptimce A4,B,. Je-li bod C, vlastni, je kruZnice % uréena antipoldrnim
trojdhelnikem .4,B,C,. Je-li C, nevlastni, je S° e 4,B, a par 4,, B, antipoldrni
vzhledem ke kruZnici k. Lze tedy urdit stfed promiténi S a bod C ez bud
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podle pravidel centrdlniho promitani (z rovnic 0'C' = 0’4" = O’B’), nebo na
zéklad® perspektivity trojihelnikd 4BC, 4,B,C, vzhledem k ose o.

P¥iklad 2. V roving « jsou ddny razné piimky =z, y,z, jdouci bodem O a
kruznice k o stfedu S° (8° & 0). Sestrojit body 4 ez, A, ez, Bey, B, ey,
C ez, C, ¢z takové, aby é-konfigurace (0, 4, B; C, 4,, B,, C,) byla typu 8
(obr. 5).

17
Obr. 6. Obr. 7.

Redeni. Protoze je trojtihelnik 4,B,C, vzhledem ke % antipolarni, proché-
zeji jeho strany antipély P, @, R ptimek z, , z ke kruznici k. Tyto body lezi
na antipoldfe @ bodu O. Zvolime-li libovolny bod X ez a sestrojime jeho
antipolaru p > P ke kruZnici £ a body { =2z n p, X =z n (@, pak piry
'X, X tvoi na p¥mee x involuci J, jejiZ ka#dy samodruzny bod je hledanym
bodem A4,. Pirem involuce J je O, (a n ). Je-li ‘X nevlastni bod p¥imky =z,
pak p = PS° | z a pfimka {Q ({ = z n p) protne pfimku z ve sttedu X in-
voluce J. M4-li byt dloha FeSitelnd, musi byt J hyperbolickd, t. j. osa z uvnit¥
dhlu POQ. Hledané body 14,, 24, sestrojime podle rovnic X4, = 24, X =
= VX'W) .XO. Stejn& bychom sestrojili body B, € y, C, € z. Zvolime-li dile
libovolny bod A e z a sestrojime-li osu o a body Bey, C ez tak, aby troj-
thelniky 4ABC, 4,B,C, byly perspektivni pro osu o, sestrojili jsme §-konfigu-
raci typu S. Tuto tlohu Fesil N. F. Cetveruchin [3]. Jeho FeSeni je zde zjedno-
duSeno. - "

PFiklad 3. Sestrojit centrdlni axonometrii télesa daného podle obr. 6.
a) Zvolime vlastni body 4,, B,, C,, O, A a podle odst. 3a) sestrojime body
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