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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

STABILITA INTEGRALU SOUSTAVY DIFERENCIALNICH ROVNIC
V KOMPLEXNIM OBORU

Orto VEJVvOoDA, Praha.

(Doslo dne 9. ledna 1956.) DT:517.925

V préci je vySetfovédna stabilita trividlniho integrdlu soustavy n
diferencidlnich rovnic prvého fddu, v nichZ zavisle proménné jsou
komplexnimi funkcemi re4lné proménné ¢. V teorii prvého piibliZeni
se dokazuje, Ze v nekritickych pripadech lze ljapunovské funkce,
které dovoluji rozhodnout o stabilité, sestrojit jako hermitovské formy.
Z kritickych pripada je pro autonomni soustavu Gplng vySetfen piipad
jednoho nulového a pripad jednoho ryze imaginarniho kofenu charak-
teristické rovnice.

0. Uvod

V této préci vySetfuji stabilitu trividlniho FeSeni soustavy diferencidlnich

rovnic :

dez;

==

kde z; jsou komplexni funkce redlné proménné ¢, ¢;; jsou komplexni konstanty
a komplexni funkee Z; vidy vyhovuji podminkdm (P):

gy= z Cine + Zj(t, 24, 29, --s2,) (1=1,2,...,m), . (0.1)
k=1

«) Z; jsou definovény a jsou spojité v oboru D: ||2]|2 = > 27, < H? (H > 0),
=1
t=0;
lim I,—g’l- = 0 stejnomérné vzhledem k ¢ v.D P
[lzl—0 1=
(odtud jiz plyne, Ze Z,(t, 0, 0, ..., 0) = 0).

Stabilitu trividlniho feSeni chdpu v Ljapunovové smyslu a to zcela obdobné
jak je definovdna pro reilné soustavy (viz def. 1.1).

Stabilita trividlniho ¥efeni soustavy (0.1) byla studovina velmi dikladné
LiaruNoveM, PoINCAREM a mnoha dal§imi autory za pfedpokladu, Ze viech-
ny velitiny v soustavé (0.1) jsou redlné. P¥es to, Ze jiz Ljapunov a pak i jini p¥i
vySetfovani nékterych specidlnich (,,kritickych‘‘) ptipadi p¥echizeli k sousta-
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vam, v nichZ zévisle proménné byly komplexnimi funkcemi realné (nebo nékdy
té% komplexni) proménné ¢, mé&lo zavedeni komplexnich proménnych vidy
pouze pomocny nebo formélni charakter. U takovych soustav nebylo také
pouzivéno druhé Ljapunovovy metody. Teprve v posledni dobé uzil 2. Ljapu=
novovy metody LursE [3] pii vyletfovani né€kterych specidlnich p¥ipadd
soustavy (0.1) vyskytujicich se v teorii automatické regulace, v nichZ nékteré
proménné jsou redlné a nékters po dvou komplexnd sdruzené. Lurje viak nevy-
slovuje zadnych obecnych vét o takovych soustavach.

Jako prvy se soustavou (0.1) s komplexnimi prom&nnymi soustavné zabyval
PERRON ve své prici [6]. Ten pro soustavu (0.1) odvodil n8které véty prvého
prFibliZeni, t. j. v&ty, které dovoluji o stabilité trividlniho Fefeni soustavy (0.1)
rozhodnout na zakladé linearisované soustavy

n
8y == z ez (1=1,2,..,m). (0.2)
k=1
I u Perrona se viak objevuji komplexni funkce celkem nédhodné a to proto, Ze
pii jeho metods, totiz p¥i uziti vt o zévislosti integrali na podateénich podmin-
kéch a pravych strandch rovnic, se ivahy v redlném a komplexnim oboru od
sebe v podstat& neli&i. Perronovi §lo predeviim o to, aby dokédzal véty prvého
piibliZzeni za co nejobecngj$ich predpokladd o funkeich Z,. Také kritickymi p¥i-
pady se viibec nezabyva.
Cilem této prace je

1. Odvodit znovu véty z teorie prvého pfibliZzeni (p¥i téchze piedpokladech,
jaké ¢&ni Perron), a to pomoci druhé Ljapunovovy metody. To povaZuji
za Udelné proto, Ze nékteré tlohy z mechaniky jsou formuloviny piirozenym
zplsobem pomoci komplexnich proménnych a druhd Ljapunovova metoda
v nékterych piipadech umoZiiuje dosti pohodlng urdit jistou ¢ast oblasti asym-
ptotické stability, coZ je pro praxi velmi zdvazni otdzka.

2. VySettit nékteré kritické piipady, t. j. ptipady, kdy o stabilité & nesta-
bilité trividlniho feSeni nemiiZeme rozhodnout na ziklad® vét prvého piibli-
zeni. To nastane obdobn& jako v redlném piipad¥ tehdy, jestlize charakteris-
tickd rovnice

lesr — 005z) = |C — 0B| = 0 (0.3)

mé4 alespoll jeden kofen s nulovou redlnou ¢4sti a nemé #4dny koien s kladnou
redlnou &asti. V této préci vySettuji p¥ipad a) jednoho nulového kotenu, b)
jednoho ryze imagindrntho koYenu (v nékterém z dal¥ich &isel tohoto dasopisu
uvefejnim ¢ldnek o piipadu dvou ryze imaginirnich kofenti). V téchto piipa-
dech predpokléddm, Ze Z; jsou holomorfni funkce prom&nnych z;, 2, ..., %,
nezavislé na ¢, zadinajici ¢leny alespoti druhého stupng (struénd budeme ¥ikat,
ze Z; jsou t¥idy H, a znakit Z; € H,).
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Vsude v dal§im pFredpokladdme, Ze Gtendt je v podstaté sezndmen s prislus-
nou teorii v redlném oboru, takZe tam, kde ivahy jsou v obou oborech obdobné,
uvadim je pouze ve struéné formé.

1. Zakladni definice a pomocné véty

Definice 1.1. Budiz ddna soustava
2 =2t 21,20, -.s2,) (=1,2,..,m), (1.1)
kde Z; splituji podminky a) Z(t, 0,0, ..., 0) = 0, b) Z, jsou definovdny a jsou
spojité v oboru D: |jz|| < H, t = 0.

Rikdme, %e trividlni Fedent soustavy (1.1) je stabilni, jestliZe k libovolné malému,
Cislu € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze vdechna Fedent 2(t) = (24(t), 2a(t), ..., 24(t)),
pro néZ ||2(0)|| < 8, splitugt pro vdechna t = 0 nerovnost |2(t)| < .

Definice 1.2. Budi% ddana soustava (1.1), v nt% funkce Z; opét spliiuji podminky
a)a b) zdef. 1.1.

Rikdme, Ze trividlni Fedeni soustavy (1.1) je asymptoticky stabilni, jestlize je
stabilnt a platt [|z(t)]| — 0 pro t — co, jakmile |[2(0)]| < h < H (b > 0).

Definice 1.3. Budif ddna soustava (1.1) a necht funkce Z; vyhovuji podminkdm
a) a b) z definice 1.1. ‘

Rikdme, Ze Fedent je nestabilni, neni-li stabilni. (To je ekvivalentni s touto
definici: Existuje ¢ > 0 tak, e at zvolime 6 > 0 jakkoliv malé, védy z d-okoli
pobdthku vychdzi alespor jedno Fedent, pro néZ |jz(t,)] = &, 0 < t; < ©0.)

Jak je zndmo, k odvozeni v&t o stabilité trividlniho ¥eSeni soustavy (1.1)
pomoci druhé Ljapunovovy metody uZivime t. zv. ljapunovskych funkei V.

O ljapunovskych funkeich V(t, 2, ...,2,) budeme predpoklddat, Ze maji
tyto vlastnosti:

V(t, 2y, ..., 2,) je jednoznaéng definovéna v oboru D: |l2]| < H, ¢ = 0;

V(¢ 2y ..., 2,) je v oboru D redlné;

Vv, 0,...,0) = 0;

funkee V(t, &y, ..., Zp, Ys, ..., ¥n) definovans vztahem Vit, 2y, .., Ty Y2 -
e Yn) =V, 21, .., 2,), kde z,=2; +1y; (j=1,2,...,n), je spojité
diferencovatelnd vzhledem k proménnym «, ..., Z,, ¥y, .., ¥,. Definujeme
pak

Lall o

v _1(w  1ev) w1 8_17___1;@).
0z, 2 \ox; ' i oy;]’ 0z, 2 \ox; ¢ oy,
Definice 1.4. O funkci V(z,, ..., z,) majict vlastnosti 1., 2., 3. Fikdme, Ze je

a) positivné (negativné) definitns, jestlize existuje h (0 < h < H) takové, Ze
V(zy, ... 20) > 0 (V < 0) pro vdechny vektory z, pro né |jz|| < h, kromé z= 0;
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b) positivné (negativné) semidefinitnt, jestlize V.= 0 (V < 0) pro vlechna z,
pro nét |l2|| < k;

c) indefinitni, jestlize V nabyvd v libovolné malém okoli poldtkw jak kladnych
tak zdpornych hodnot.

Definice 1.5. O funkci V(t, 2y, ..., 2,) Fikdme, Ze je

a) positivné (negativné) definitni, jestlize existuje takové t, a takovd posi-
tioné definitnt funkce W(zy, ..., 25), 28 V(s 205 oy 20) = W21, oo 0s20) (VS — W)
pro t = ty, |2]] :<_ k;

b) positivné (negativné) semidefinitnt, jestlize ewistuje t, = 0 tak, Ze V = 0
VZ0)prot =t 2] £k

c) indefinitni, jestlize pro vdechna t > t, = 0 nabyvd v libovolné malém okoli
poldtku jak kladnych tak zdpornijch hodnot

Definice 1.6. Rikdme, e funkce V(t, 2z, ..., 2,) je stejnomérné mald, jestlié’e
V(t, 245 - 2n) = 0 pro |2]] — O stejnomérné vzhledem k t.

O definitnich funkeich V (¢, 2y, ..., z,) plati n&které poutky zcela obdobné
t8m, které znadme v redlném oboru. Uvedme bez diikkazu alespoil jednu, kterou
budeme v dalSim potiebovat.

Lemma 1.1. Jestlize V(zy, ..., 2,) je definitnt a homogennt funkce m-tého stupné
a funkce W(t, 2y, ..., z,) spliiuje tyto predpoklady:

a) W, 2y, ..., 2,) je definovdna a je redind v oborw |jz|| < h, t = 0;

b) |W(E, 2y, ... 20)| S o [2l|™, kde « je dostateéné malé kladné &islo, pak také
redlnd funkce

Ult; 215 <+ 26) = V(215 +00525) 1+ W(t, By 5555 Zn)
je definitni. '

Definice 1.7. Derivact lyapunowslce funlcce V(t, 2y ..., 2,) podle (smérového)
pole vzhledem k soustavé (1.1) nazyvdme vyraz

av._ ov 14 oV
& = +Z(8z, %t Z)
Tuto definici derivace podle pole dostaneme zcela p¥irozenym zptisobem podle
analogie s redlnym oborem, jestlie polozime z; = z; 4 iy; a utvorime sou-
stavu '
d;szeZJ: g:i=Iij (?‘= 11 2"-','"’)’ (]“1’)
ekvivalentni se soustavou (1.1). Jestlite V(f, 2y, ..., Zp, Y1, ---» ¥n) j& ljapu-
novsks funkce pro soustavu (1.1'), potom pla,ti
av _ ov oV oV g v
o OO Re Z; o
& at+,z(axj T Imz) 2( B‘Z)
kde

~f z +Z 2, +2, 2 —2 2, — %
Vit 2q, ..., 2,) = V|8, 22 L SCI - Lok Je S SUN 2
% ) ( 2 YT 2 7T 9
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Lemma 1.2. Derivace ljapunovské funkce podle pole je opét redlnd funkce.

Dtkaz je snadny.

Nyni plati tyto véty zcela podobné vétdm z redlného oboru. (Dikazy ne-
uvddim, ponévadz i ty probihaji zcela obdobn& jako v redlném oboru.)

Véta 1.1. Jestlize pro soustavu (1.1) lze uréit definitnt funkei V(¢ zq, ..., 2,),
jejiz derivact podle pole je funkce semidefinitni, opaéného znaménka nef funkce V,
pak trividIng Fedent této soustavy je stabilns.

Véta 1.2. Jestlize pro soustavu (1.1) lze uréit definitni, stejnomérné malow funkci
V(t, 2, ..., 2,), jejiz derivace podle pole je definitnt, opaéného znaménka neZ V,
pak trividIng Fedent této soustavy je asymptoticky stabilni.

Véta 1.3. Jestlize pro soustavu (1.1) existuje redind stejnomérné mald funkce
V(t, 245 -, 2,), jejiz derivace W podle pole je definitnt a funkce V pii hodnotdch
l2]| libovolné malych a pFi hodnotdch t libovolné wvelkiyjch miéZe mabyvat hodnot
stejného znaménka jako funkce W, pak trividlnt ¥elent je nestabilni.

Véta 1.4. Jestlize pro soustavw (1.1) lze urdit takovou (na Ease mezdvislow)
funkci V(zy, ..., 2,), %e jeji derivace podle pole md v oborw ||lz|| < h, t > 0 tvar
((11_17 =V + W, 2y, ..., 2,), kde A je kladnd konstanta a W je bud identicky
rovna nule, nebo je to funkce semidefinitni, pii demé v tomto pFipadé V nent
funkce semidefinitniho opaéného znaménka nez W, pak trividing fefeni soustavy
(1.1) je mestabilni.

(Vétu obdobnou Cetajevové vété o nestabilité neuvadim, protoze ji v dalsim
nepotiebuji.)

2. Teorie prvého pFibliZeni

Obratme se nyni k soustavé

b= kzlcjkzk + Zi(t 2gy e 2) (F=1,2,...,m), (2.1)

kde funkce Z; vyhovuji podminkidm (P) z § 0.

V dal§im budeme pro soustavu (2.1) konstruovat ljapunovské funkce velmi
specialniho tvaru, totiz takové, které jsou hermitovskymiformami (s koeficienty
nezavislymi na dase).

Definice 2.1. Hermitovskou formou nazjvdme vyjraz

n n
H(z, ..., 2,) = A Zlg:ikzjzk s kde g5 = Grs -

Lemma 2.1. Derivace hermitovské formy podle pole vzhledem k soustavé

n
;= zc,-kzk (4 = 1,2, o5 t) (2.2)
k=1

je opét hermitovskd forma.
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Diukaz je snadny.
Dalgi dvé lemmata jsou zdkladni, nebot se v nich v podstaté ukazuje, kdy pro

soustavu (2.1) dovedeme uréit ljapunovské funkce ve tvaru hermitovskych
forem.

Lemma 2.2. Rowvnice

n n ‘V
Z Z (az Cirr + a_ C,kzL = AV (2.3)
=1k=1 i
md alesport jedno netrividlng Fedent V typu
n n
Z Z Jix?in - *)
f=1k=1

Vechna vlasinit Cisla 2., této rovnice pro Fedent typu (*) jsou ddna vijrazy
j'm'= Qi _|_ ék(m = 1: 2: '--:nz;jak = 1: 21 "-57") >
kde o; jsou kofeny charakteristické rovnice

le — @05] = |C — 0B| = 0. (2.4)
Dikaz, VySetfme nejprve rovniei
< < oV :
Z 2 iz = oV (2.5)
7=1k=1 CZ

a to za piedpokladu, Ze vSechny kofeny charakteristické rovnice (2.4) jsou
navzajem rizné. Potom existuje pravé n linedrng nezdvislych feseni V,, V, ...
., V,, rovnice (2.5) tvaru V; = pjz; + ... + Djn2n. (Jde v podstaté o hledant
vlastnich vektort v matice C: (C — pE) v = 0.)
Utvofme nyni viechny soudiny V,p =V,V, (I,m =1,2,...,2n). Ty jsou
typu (*). Jelikoz '

oV im V _ _ ‘
:?1 72 ( oz l. Cinr + Lakzk) = (QZ + Qm) Vlm (l’ m = 1: 2: weey n) ’

jsou v8echna &isla o; + o vla.stm'mi Sisly a vyrazy Vi, (I, m= 1,2, ..., %)
feSenimi typu (*) rovnice (2.3).
Dokazme nyni, Ze &isla g; + om (L m=1,2,...,n) jsou pravé viechna

vlastni ¢isla rovnice (2.3). Pro »? koeficientl g,;, formy V, jeZ je feSenim rovnice
(2.3) typu (*), dostaneme 72 rovnic

n

21 (Crigrm +Cngsr) =M (L Ek=1,2,...,m). (2.6)

Oznaéme matici utvofenou z koeficienti levych stran I". Potom rovnice |I" —
— AE| = 0 mé n?® kofent a tedy soustava (2.6) ma n?® vlastnich &isel (po&ita-
nych s piislu§nou ndsobnosti). Jsou-li &sla g, + 0, L m = 1, 2, ..., n) navzé-
jem rtzné, jsou to zfejmé pravé vSechna vlastni &isla rovnice (2.3). Nejsou-li
vSechny vyrazy p; + ¢, navzajem razné, nebo nejsou-li jiz dokonce p; navzé-
jem rizné, postupujeme nasledujicim zphsobem.
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Najdeme regularni matici 7', kterd podobnostni transformaci p¥evadi matiei
C na Jordantv kanonicky tvar, t. j. 7CT-1 = D, kde D je v Jordanové kano-
nickém tvaru (t. j., je-li D = (dj), d;; = 04, dj+1,s = O resp. 1 podle ndsobnosti
piislusného elementdrniho délitele a v8echna ostatni d;; = 0). Nyni konstruuj-
me tuto posloupnost matic D, (4 = 1, 2, ...): Matice D, maji na hlavni diago-
nale prvky o, of, ..., o zvolené tak, aby of —>o0; =1,2,...,n) (pH
vhodném oéislovéni), a aby jak prvky o}, tak vyrazy o + ¢% byly pro
pevné u navzajem riazné, a maji 0 resp. 1 tam, kde mé 0 nebo 1 matice D.
Jelikoz D, — D, plati C, = T-D T — C.

Nahradime-li nyni v soustavé (2.6) c; pislugnymi prvky c{s) matice C,
a oznaéime-li I', matici koeficientt levych stran, plati ziejmé I", — I'. Podle
ptedchézejiciho jiz vime, Ze vlastnimi &isly matice I', jsou msla o + ol
(I,m=1,2, ..., n). Uiijeme nyni této véty zndmé z algebry:

Necht rovmice o + pg¥ ' 4+ ... + py = 0 md koFeny oy, 0, ..., oy. Ddle
necht pro posloupnost rovnic

¥ 42 4P =0 (u=1,2,...) _
s kofeny o, of, ..., 0 plati, e p¥ —p, (k=1,2,...,N) pro u—co.
Potom ¢ — oy, (k = 1,2, ..., N) (p#i vhodném obislovdnt).

Odtud plyne, Ze viechna vlastni &sla matice I" jsou ddna vyrazy o; + 0
(I, m=1,2,...,n), potitdme-li je s p¥islu§nou ndsobnosti.

Neni oviem pravda, Zze by vidy také viechna reSeni V'V konvergovala
k linedrné nezdvislym ¥efenim rovnice (2.3). M4-li totiz matice C' vicendsobné
elementarni délitele a rozpada-li se tedy na m (m << n) poli, pak existuje pouze
m linearné nezavislych feSeni rovnice (2.5) a o poctu ¥eSeni rovnice (2.3) bez
dal§itho zkouméni nemuZeme ¥ici nic jiného nez to, Ze jedno FeSeni existuje vzdy
(a to je pro dalsi dvahy jeding podstatné).

Lemma 2.3. JestliZe koteny charakteristické rovnice (2.4) jsou takové, Ze o, +
+ om =0 (,m=12..,n), pak pro libovolnou formu U typu (*) ewistuje
jedno a jen jedno feSent rovnice

o & oV V
z z (82 CixRp + cikzk) = U (2.7)

typu (¥).
Toto Fedent je hermitovské, je-li U hermitovskd forma.
Dikaz. Jestlize mame FeSit rovnici (2.7), kde
n n
U= Z 2 apziy , V= Z Z 922 »
J=1k= j=1k=1

dostaneme pro koeficienty g, soustavu rovnic

Zl (ergrk + Erkgjr) = Qjp (7’ L= 1,2, cus n) > (28)



jejiz determinant soustavy je ty%, jako determinant soustavy (2.6), poloZime-li
v ni 1= 0. Jak vime, soustava (2.8) mé jedno a jen jedno Fefeni, jestliZe
determinant soustavy je rtzny od nuly. AvSak podminka nutnd a postacu-
jici k tomu, aby determinant soustavy (2.6) pro A = 0 byl rzny od nuly je, aby
0 nebyla vlastni éislo soustavy (2.6), a k tomu podle lemmatu 2.2 opét je nutné
a stadi, aby Zadny z vyrazl o, + o, (I, m = 1, 2, ..., n) se nerovnal nule. Tim
je dokézdna prva ¢ast lemmatu.

Predpoklddejme nyni, Ze U je hermitovska forma. Jelikoz ay; = ay; (5, k =
=1,2,...,n), plati také

n n
Zl(cr:igrk + Erkgjr) = Zl(crkg'ri + E'r:igkr) (7: k = 1, 2, LEE - n) ’
odkud

n
2. [6n(@sr — 9r) + 85 — gur)] =0 - (2.9)
Polozme g;, — g,; = &;,; plati z¥ejmé £, = — £,;. Dosadime-li podle t&chto
~ rovnosti do (2.9) a pFejdeme-li k rovnicim komplexn& sdruzenym, dostaneme

gl(criérk + Eka:if) =0 (i) k = 1: 2’ o swy n) . (2'9’)

Determinant soustavy (2.9°) je tyZ jako determinant soustavy (2.8), o némz
jsme jiz dokédzali, Ze za danych pfedpokladi je od nuly rizny. TudiZz homogenni
soustava (2.9') mé pouze trividlni Yefeni &, =&, =0 (j,k=1,2,...,7)
a tedy g;x = gx; (J, k = 1, 2, ..., m), coZ bylo dokazat.

Diive nez postoupime déle, ptipometime z elementérni teorie linedrnich dife-
rencialnich rovnic toto

lemma 24. Trividlni Fefent soustavy

n

z.i = kz_lc:ikzk (j = la 2’ wisiey n) (210)

je a) asymptoticky stabilni, kdyZ a jen kdyZ Rep; < 0 (j= 1,2, ...,7n), b) sta-
bilnt, kdyz a jen kdyZ Rep; < 0 (j = 1,2, ...,n) a pro ta g;, pro néZ Rep; = 0,
jsou o — o; jednoduchymi elementdrnims déliteli matice C — oFE; c) nestabilni,
“kdyf a jen kdyZ bud nékteré Rep; > 0 nebo, jestlite v¥echna Rep; < 0, existuje
alespori jedno o;, pro néZ Rep; = 0 a ¢ — o, je alespor dvojndsobnym elemen-
tarnim délitelem matice C — oK.
Nyni jiZ mGZeme piejit ke konstrukei ljapunovskych funkei, a to zatim pro
linedrni soustavu (2.10).
Lemma 2.5. Jestlize vSechny koteny charakteristické rovnice (2.4) maji zdporné
rediné &asti, pak pro libovolnow hermitovskou definitni formu U(zy, Zs, ..., 2n)
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existuje pravé jedna hermitovskd forma V(zy, 2y, - .., 2,), jejiz derivace podle pole
- wzhledem k rovnicim (2.10) vyhovuje rovnici

av & o [V av _ _
dr =12'1 kZl (_az—a P T 55; cijk) =v : S8

a tato forma V je nuiné definitnt o to opacného znaménka nez je forma U.

Dikaz. Jelikoz v8echny kofeny o, (j = 1, 2, ..., ») rovnice (2.4) maji zapor-
né redlné dsti, nemiize se ani jeden vyraz g; + oz (4, k = 1, 2, ..., n) rovnat
nule a tedy podle lemmatu 2.3 existuje pravé jedno FeSeni rovnice (2.11) a to
hermitovské.

Méme jesté dokazat, Ze pro U definitni je V také definitni a to opaéného
znaménka. Pfedpokladdejme pro uréitost, ze U je negativné definitni. Je tieba
" oddélené vySetfit tyto t¥i ptipady:

1. V je indefinitni, negativné definitni, negativng semidefinitni,

2. V je positivné semidefinitni,

3. V je positivné definitni.

Prvy piipad v8ak neni moZny, nebot funkee ¥ by potom vyhovovala podmin-
kém véty 1.3, takZe trividlni ¥eSeni rovnice (2.10) by bylo nestabilni, coz je
podle lemmatu 2.4 ve sporu s predpokladem Regp; < 0 (j =1, 2, ..., n). Druhy
piipad je v8ak také vylouden a to at jsoukofenyrovnice (2.4) jakékoliv. Je-litotiz
V pouze positivné semidefinitni, a nikoliv positivné definitni, existuje libo-
volné blizko poéatku bod (214, Zsg, - - -5 2ne) F (0, 0, ..., 0) takovy,Ze V(z:g, Zs9s - .-
<< Zyo) = 0. Vezmé&me nyni F¥efeni rovnie (2.10) vychéazejici z bodu (255, 2595 .- .»
<+ -3 2ng). JelikoZ derivace % je zaporna, musi V klesat a tudiz nabyvat zé,por-
nych hodnot. To je vak spor. Zbyva tedy pouze tfeti moznost, Ze V je positivné
definitni a tvrzeni je dokizéno.

Lemma 2.6. Jestlife mezi kofeny charakteristické rovmice (2.4) je alespor
jeden s kladnow redlnou &dstt a ani pro jednu dvojici oy, om (I, m = 1,2, ....,7)
kofent. této rovnice neni o, + om = 0, pak pro libovolnou definitni hermitovskou
formu U existuje prdvé jedna hermitovskd forma V wyhovujici rovnmici (2.7)
a tato forma nent semidefinitni (spectdlné definitni) opaéného znaménka meZ
md U.

Dikaz. Predpoklédejme pro uréitost, Ze U je negativné definitni hermitov-
ské forma. Potom podle lemmatu 2.3 existuje pravé jedna hermitovsks forma
V vyhovujici rovnici (2.7). Mdme ukézat, e tato forma nemuze byt ani posi-
tivné semidefinitni, ani positivng definitni. Kdyby V byla positivné definitni,
spliiovala by podminky véty 1.2 a trividlni FeSeni soustavy (2.10) by bylo
asymptoticky stabilni, coZ je ve sporu s lemmatem 2.4. To, Ze forma V nemiiZe
byt ani positivng semidefinitni, jsme jiz uk4zali v lemmatu 2.5. Funkee ¥ vyho-
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vuje podminkdm véty 1.3 a je to tedy pro vySetfovany prlpad ljapunovsks
funkece.

Lemma 2.7. Jestlife mezi kofeny charakteristické rovnice (2.4) je alespor jeden
s kladnow redlnow &dstt, pak pro libovolnou definitni hermitovskou formu U
existuje takovd hermitovskd forma V a takové kladné &islo «, Ze derivace podle

pole funkce V' vyhovuje rovnici %LZ =oaV+Ua prztom forma V ment semidefi-

nitng opacného znaménka nef je forma U.
Diikaz. Zkoumejme rovnici |C — (¢’ + 3x) E| = 0, kde x je kladné kon-

stanta. Koi'eny o; této rovnice jsou s kofeny o, ..., o, rovnice (2.4) vazény
vztaby o;=p0; — 3¢ (j=1,2,...,n). Konstantu « muzeme ziejmé zvolit'

tak, aby pro viechny dvojice o), gm (I, m=1,2,...,n) platilo o; + o =
=0, + Om — & #+ 0 a pfitom aby byla dosta,tecné mala takZe stale alespoil’
jeden ko¥en p; mé redlnou &4st kladnou. . 3

Potom podle lemmatu 2.7 existuje pravé jedna hermitovské forma V vyhovu-
jlei rovnici

ki 1 oV 1)
2:1 kzl [8_z, (cjk -3 ocajk) + A ( T océjk)] =U, (2.12)

kde U je libovoln4 definitni hermitovské forma; p¥itom V uréité neni semi-

definitni, opadného znaménka nez U. Jelikoz se snadno presvédéime, Ze

n

Z ( i =— +%; SY) = 2V dostaneme z (2.12) 2 2 (SV Cin2e + %i E,kik) =
% i

j=1lk=1

=V + U, coz bylo dokazat.

Predchézejici véty ndm neumoZiiuji pro soustavu (2.10) konstruovat lja-
punovské funkee v pfipadé, Ze charakteristick4 rovnice (2.4) mé kofeny se z4-
pornymi redlnymi éastmi, alespoii jeden ko¥en s nulovou redlnou &asti a Zadny
koten s kladnou reélnou &asti. Jestlize kofen g; mé redlnou &ast nulovou, pak
se bud rovna nule nebo ryze imagindrnimu é&slu s4. V obou t&chto piipadech
viak o; + g, = 0. Piipady, kdy rovnice (2.4) m4 vedle kofend se zdpornou
realnou ¢asti pouze kofeny s nulovou realnou &isti, je tedy t¥eba vySetiit jinak
a nazyvame je ,,kritickymi‘‘.

V ostatnich p¥ipadech ndm pravé dokdzani lemmata 2.5 aZ 2.7 umoziuji
konstruovat ljapunovské funkece pro soustavu (2.1) a miizeme vyslovit nasledu-
jici véty.

Véta 2.1. Jestlize vSechny kofeny charakteristické rovnice (2.4) soustavy prvého
priblizent (2.10) maji zdporné redlné Edsti, je trividing FeSent soustavy (2.1) asym-
photicky stabilni prfi libovolnych funkcich Z,(t, 2y, - .., 2,) vyhovujicich podménkdm
(P)z§o. e

Dikaz. Vezméme definitni — pro uréitost tfeba negativné definitni — hermi-
to vskou formu U a najdéme hermitovskon formu ¥V vyhovujici rovnici (2.7).
Takova forma podle lemmatu 2.6 existuje a je positivng definitni.
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Potom
av v oV
T“U+Z( -t )

Nyni je tfeba odhadnout velikost druhého &lenu na pravé strang. Jehkoz,

ov oV .

— jsou formy prvého stupné, plati

a 2 3z,~

oV

o2,

kde konstanta K zavisi pouze na koeficientech formy V. Z podminky (P)
plyne, Ze k libovolné malému kladnému « existuje h, 0 < h < H, tak, Ze
|Z}| S o iz (j=1,2,...,n) pro |z]| < k. Plati tedy

& [oV BV
-Z( Z; + = Z)

i1\ 0%;

S K|, i ’S‘KHH =12 ..,n),

= 2naK |22

-

a zvolime-li tudiZz « > 0 dostatetné malé, je funkce (31_17 podle lemmatu 1.1

negativng definitni. Pak jsou splneny viechny predpoklady véty 1.2 a tim je
véta 2.1 dokazana. -
Zcela obdobné se dokazuje

véta 2.2. JestliZe alesport jeden kofen rovnmice (2.4) md redlnow CEdst kladnou,
je trividing fedent soustavy (2.1) nestabilni pfi libovolnyjch funkcich Z(t, zy, 2y, ...
.» 2) vyhovujicich podminkdm (P) z § 0.

3. Dvé pomocné véty

Lemma 3.1. BudiZ ddna soustava
Yy =Y, @1 oo Tuy Y1, -5 Ya) »
G = Puia®3 F oo + Ponn®n + Xl @1, <oy B Y5 - o5, F) (3.1)
G=1,2...k; m=12..m), '
kde ¥, a X,, jsou ohramifené a spojité funkce t pro t > 0 a holomorfni funkce'

komplexnich proménnych y; a z,, pro |yl < h, |[@m) S h(i=1,2 ...k m=
=1,2 ...,n) tfidy H,. Necht Y;(t, 0,...,0, 45, ..., Yx) = 0= X,,,(t, 0,...,0,

Y1 o | yk)
N echt ddle charakteristickd rovmice |Pmy — 00m, = 0 md vesmés koFeny se
zdpornymi redlnymi Cdstma.

Potom trividlni Fedeni rovmice (3.1) je stabilni a kady integrdl polinajici
dostatelné blizko pobdtku komverguje k jednomu ze soustavy partikuldrnich
antegrdli, rovnice (3.1)

y1=61,...,yk=6k, .’IJ1==;..A=xn=0. (3.2)
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Tou# vlastnost jako trividlni reeni md kaZdé FeSent ze soustavy (3.2), jsou-le
hodnoty parametrd c; dostatetné malé.

Dtkaz probih4 s nepodstatnymi zménami, tak jako v redlném oboru,
jak je na p¥. proveden v Malkinové knize [4], str. 108 a nebudu jej proto
provadét.

Definice 3.1. Budi? ddna soustava

2= 2™ 21 o es Zn) F oo+ ZPUE 20, s 20) + @8 21 s Za)  (323)
definovand v oblastt
t=20, k=4, (3.4)
kde Z§V jsou formy l-tého stupmé v proménnych z,, ..., z,, jejich koeficienty jsow
spojité a ohranilené funkce t, a @; zahrnujt 2byvagict Eleny stupné vyssiho nef N.
Rikdme, Ze trividlni Fefeni soustavy (3.3) je stabilnt nezdvisle na Elenech stupné
vy&¥iho neZ N, jestlite ke kaZdému libovolné malému & > 0 a libovolné velkému A
existuje takové kladné &islo 8(e, A), Ze pro vdechna Fefent rovnice (3.8), pro néZ

()]} < 6, je |l2(t)|| < & provdechnat = 0 p#i libovolné volbé funkct @; vyhovujicich
v oblasts (3.4) podminkdm |p;| < A4 ||2||¥ .

Rikdme, %e trividini Fedent soustavy (3.3) je mestabilni, nezdvisle na Clenech
stupné vyd&iho net N, jestlite pii téchie predpokladech o funkeich @; existuje kladné
Sislo e(A) takové, Ze uvnitF libovolné malého n-okoli poédtku existuje alesport jeden
bod takovy, Ze norma z ného vychdzejictho integrdalu nabude v néjakém case hodnoty e.

Lemma 3.2. BudiZ ddna soustava

ga‘ = qnY o T 9iYr + Y:i(ts Yis =0 Yrs X5 -+ o x,.) ’
Zi?m &5 pMle + es’s + Pmnxn + Xm(t: y1: LY ) y'ky xl) LI ] x’n) (325)
G=12..,k; m=1,2 ..,n),
kde ¢;r @ Py jsou konstantni a funkce Y ; a X, jsou v oblasti [y;| < b, |@m| S ky
t = 0 holomorfnt funkce komplexnich proménnych Yy, ..., Yy Tys - - - Ty tridy H,,
jejichZ koeficienty jsow ohranibené a spojité funkce éasu t. Koeficienty p ., budte

takové, % rovnice |Pmy — 08m,| = 0 md vesmés koFeny se zdpornymi redlnymi
Cdstmi. Necht jsou jedté splnény tyto podminky: ‘

P,) rozvoje funkci X (¢, ¥y, < Yis O, ..., 0) jsou tFidy H . ,;
P,) koeficienty q;,. vyhovuji merovnosts

E ok
121 ’Zl (@5sY5Ys + 2sy59.) = B2 [yll?, (3.6)
pFi SemZ komstanta b je tak mald, Ze hermitovskd forma
— Z TpZm + 2NV
m=1

148



kde V je fedenti rovnice

n o m v o 7 B .
mzl TZ (axm PmrZy 4+ 8— pm'rx'r) = mz—_1 Ty, (37)

je megativné definitng.
Utvorme soustavu

y; = 91¥Y1 + e + 9irYx + Yj(t7 Yo oo Yoo 09 0’ siwey O) S Y;(iO) = (3°5I)

Potom, jestlize trividlni Fedeni soustavy (3.5') je stabilni, resp. asymptoticky
stabilnt, resp. nestabilni, nezdvisle na lenech stupné vystho nez N, md trividint
FeSent soustavy (3.5) tou? vlastnost.

Dukaz probihd stejng jako u obdobné véty v redlném oboru (viz opét
Malkinovu knihu [4], str. 374). Nebudu jej proto provadét a zastavim se jen
u nékolika drobnosti, kde se situace pon&kud li§i. Pro jednoduchost budu na
rozdil od citované Malkinovy knihy pfedpoklddat, Ze koeficienty u linedrnich
¢lenti soustavy (3.5) jsou konstantni, coz v8ak neni podstatné.

Existence hermitovské positivng definitni funkce V vyhovujici rovnici
(3.7) je zaji§téna podle lemmatu 2.5.

V soustavé (3.5) provedme substituci z,, = ¥ &,,, r = |ly|.

Prvé skupina rovnic (3.5) nabude tvaru

3]7' = Y,S'O) + TNTj(t: ?/1, ooy yk: 51, ey E‘n) >

kde opét P, O, ..., 0, &, ey £)=0 (j=1,2,...,n) a druhd skupina po
tpravé nabude tvaru

ém = pmlEI + ssie + p'mnf NEm 2 z z (q:lsyays + qn?/,?/s) + =m >

P W |
kde opét £,,(¢, 0, ..., 0, &, ..., &) =0(m =1, 2, ..., n).

Déle uz diikaz probihé Gplné beze zmény.

Poviimnéme si jedté toho, Ze podminka (3.6) je trividlnim zpisobem splnéna,
jestlize viechna ¢;; = 0, s kterymzto pF¥ipadem se setkdme v § 4.

4. Kriticky pFipad jednoho nulového kofenu

V obou dal§ich paragrafech budeme vySetfovat pouze takové soustavy, je-
jichz pravé strany jsou holomorfni funkce proménnych z,, z,, ..., 2z, a pokud
nebude Fefen opak, budou nezavislé na dase f.

Z obecnych vét uvedenych v § 2 vidime, Z%e zatim nedovedeme rozhodnout
o stabilité téch soustav, jejichZ prisluSnd charakteristickd rovnice mé kromé
kofenti se zdpornou redlnou ¢asti alespoii jeden ko¥en s nulovou redlnou éasti
a Zédny kofen s kladnou redlnou &asti. V tomto paragrafu vySet¥ime p¥ipad,
kdy charakteristickd rovnice mé pravé jeden nulovy kofen.
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Jak je zndmo, miZeme takovou soustavu vhodnou linedrni substituei pro-
- ménnych (s konstantnimi koeficienty) pfevést na kanonicky tvar

2= 2(2,21 e 2n) »

By = 0% T *Rsq + Zs(z: 21y eees Zn) (4.1)
s=12,..,n; o, =0),
kde Rep, < 0 (s = 1, 2, ..., n), po pFipad& jest& n&kterd daldi o, = 0 a funkee
Z, Zy, ..., Z, patii do H,.
Zkoumejme nejprve rovnici
=Rt + il ... =Z() (k=2). (4.2)
O té dokdZeme toto
lemma 4.1. Trividing Fedeni rovnice (4.2) je stabilnt, jestlize véechna ¢ = 0
(m =k, k41, ...) aje nestabilni, jestlize c; =+ O.
Dikaz. Prva ¢ast tvrzeni je evidentni.
Budiz nyni ¢; & 0. Integril zkridcené rovnice
z2 = ¢2* (4.3)
snadno najdeme: '
1
2=zl + (1 — k) ot e] = (4.4)

Odtud je v8ak okamzité patrné, Ze trividlni integrdl zkricené rovnice (4.3) je
nestabilni, nebot poloZzime-li v (4.4) '

1
1 _ =1
Zo = (le Cka) 3 (4.5)

kde 6 je libovolnd malé kladné redlné &islo (miZeme vzit libovolny z k£ — 1
kofenil), nabude integral (4.4) v Sase #; = (8]¢cx/?)~ nekoneéné velké hodnoty
a to tedy znamens, Ze libovolng blizko poSitku zadinaji YeSeni, kterd opusti
libovolné predem dané e-okoli podétku. Poznamenejme, %e integraly, pro n&Z
je splnén vztah (4.5), Gsti pro ¢ - — oo do poéatku.

Nyni ukéZeme, Ze z nestability trividlniho YeSeni rovnice (4.3) jiz plyne
také nestabilita trividlniho FeSeni rovnice (4.2). K tomu uZijeme Frommerovy
teorie zndmé z kvalitativni teorie diferencidlnich rovnic. To je sice zplsob
ponékud téZkopadny, za to nas viak Sdsteéné pouli o topologickém chovani
trajektorii v roving z. Rovnice (4.2) je ekvivalentni se soustavou dvou redlnych
diferencidlnich rovnic

Z = Re Z(z) = Q(xa ¥), Y= Im Z(z) = -P(xs Y) (42')

Rovnice (4.5) definuje v podstaté pro tuto soustavu & —'1 ,,vyznaénych
sméra‘‘ (podle Frommerovy terminologie; viz [1], [5]), v nichZ mohou integralni
&ary bud pro t - — o0 nebo ¢ — o0 vstupovat s urditou smérnici do podatku.
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Z (4.4) je okamZit& patrno, Ze podél polopaprsku OP,,,, 0 = (0,0), P,,, =
= (&Xms fm), kKde P, je definovdno vztahem ‘

1

S+ B =G (m=1,2,...k—1), (4.6;)

vstupuji integraly do podatku O pro ¢ - — oo a podél polopaprska 0Q,,,
Qm = (Ym> On), kde @,, je definovéno vztahem
e
Ym T W0y = (_ Ek)k_l ) (462)

vstupuji integrdly do poéatku pro ¢ — co. Tak dostdvdme celkem 2k — 2
vyznaénych polopaprski. V p¥ipadé lichého k sviraji spolu vidy dva polopa-
prsky téze kategorie, v piipadé sudého k vidy jeden polopaprsek jedné a jeden
druhé kategorie thel x. PonévadZ dva takové polopaprsky svirajici spolu
thel #z definuji jediny vyznaény smé&r, dostdvidme celkem k& — 1 vyznaénych
smért. Jak vime z Frommerovy teorie, mohou mit rovnice (4,2’) maximang
k -+ 1 vyznaénych sméra y = x;x, jejichZ smérnice jsou definoviny rovnici
P(1, %) — #Q(1, ) = 0. V8echna FeSeni této rovnice oviem nemusi byt redlns
a ani podél redlnych vyznaénych smért nemusi vzdy skuteéné vstupovat
integraly do singuldrniho bodu (t. j. v naSem piipadé poc¢atku). Aviak £ — 1
vyznaénych sméri definovanych rovnicemi (4.6,) a (4.6,) mé tu vlastnost, Ze
podél nich integralni dary do podatku vskutku vstupuji, a Ze jsou to pravé
vSechny takové sméry. To plyne z toho, Ze pro zkrdcenou soustavu jsou vyznaé-
né sméry soudasné integralnimi darami a vS8echny pohyby na nich poéinajici
musi bud pro ¢ — oo nebo prot — — co ubihat do nekoneéna. Snadno nahléd-
neme, %e je to mo#né pravé jen tehdy, lezi-li potatedni bod na n&kterém z & — 1
vyznaénych sméri difve uvedenych, nebot soudin ¢,z * musi byt v tom p¥i-
padé redlny a to je mo¥né pravé jen v p¥ipadech, uréenych rovnici (4.5), kde
0 je libovolné redlné éislo. -

Bylo by mo#né jesté podrobnéji topologicky popsat okoli singuldrniho bodu
soustavy (4.2'), nebudeme se v8ak u toho zdrzovat. Zdraznéme uz pouze pro
nés dilezitou okolnost, Ze viechny vyznaéné sméry jsou, jak plyne z horejsiho,
jednoduché, a Ze jsou tedy vylouceny normalni oblasti t¥etiho typu podle
Frommera. ‘

DokaZme nyni, %e trividlni feSeni soustavy (4.2') je nestabilni. Zatim jsme
dokéazali, Ze soustava (4.2') mé & — 1 vyznaénych polopaprski, podél nichz tsti
integralni ¢ary pro ¢ - — co do podatku a tedy pro £ — oo se od ného vzda-
luji. Z Frommerovy teorie odtud plyne, Ze miiZeme sestrojit takovou kruho-
vou vysed se stiedem v podatku o dostateénd malém stfedovém thlu a dosta-
teéné malého poloméru e, jez je jednim z téchto vyznadénych polopaprski
pilena, a jejiz ,,zadni“ (kruhové) sténa je integrdlnimi darami protindna pod
thly, které s radiusvektory nesviraji tihly vétsi neZ }= a piitom se vzrusta-
jleim ¢ protinaji tuto sténu z vnit¥ku ven. Vzhledem k tomu, %e vysettujeme
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analyticky p¥ipad, musi opét podle Frommerovy teorie v této vysedi (at uz
tvofi normélni oblast prvntho nebo druhého druhu) existovat aspofi jedna
integralni k¥ivka, kterd pro ¢ — — co tGsti do poédtku. Zvolime-li poéstedni
bod na této k¥ivee libovolnd blizko podétku, opusti trajektorie z ného vycha-
zejici po kone¥ném Gase uvazovanou kruhovou vyse¢ a to zadni sténou.
Odtud okam#itd plyne, ze trividlni FeSeni je nestabilni.

Zkoumejme nyni tplnou soustavu (4.1). Provedme substituci

2e= (ot uz) (s=12,..., n), (4.7)
kde u, jsou holomorfni ¥efeni soustavy rovnic
Oy + gy + Z (2, %y, o Uy) =0 (8=1,2,...,7m; 6, = 0).
JelikoZ funkcion4lni determinant této soustavy se pro u, = 4y = ... = 4, = 0
rovna 0,0, ... 0, + 0, YeSeni u(z) pro dostatednd mald z skutetnd existuji a,
jak je ihned patrno, rozvoje
U(2) = Az + A2+ ... (s=1,2,...,n)

zalinaji ¢leny alesponl druhého stupné.

Dosadime-li do (4.1) podle (4.7), dostaneme soustavu

2=12(2 b enny ba) = 2(2, by + wa(2), ..y En + u,(2))
Lo= 0uls + dlocy + Zu(2, Gy oo Ga) =

= 0sls + 0eloy + Zy(2, &y + Ugy oees T + %) — Zg(2, Uy, - .o, Upn) — %%Z
s=12,...,m; o, = 0).

V&imnéme si toho, Ze zaéind-li rozvoj funkece Z(z, 0,0,...,0) ¢lenem stupné
m-tého (m = 2), pak rozvoje funkeci Z4(2,0,0, ..., 0) zadinaji &lenem stupné
alesponi m -+ 1.

Nyni jiz miZeme vysloviti vétu:

Véta 41. Jestlite Z(z,0,0, ..., 0) = 0, pak trividln Fefent soustavy (4.1) je
stabilni, existuje jednoparametrickd soustava Fefeni

z==6 Z=mc) (@=1,2...,0) (4.8)
a kaZdé Fefent podinagict dostateénd blizko pobdiku konverguje k jednomu z téchio
Fesent.

Jestlite Z(z, 0, 0, ..., 0) = 0, pak trividIni Fefeni soustavy (4.1) je nestabilni.

Dukaz. Jestlize Z(z, 0, 0, ..., 0) = 0, pak také Z,(z,0,0,...,0)= 0 a jsou
ziejmé splnény vSechny podminky lemmatu 3.1 a prva &ast tvrzeni véty
odtud okamzité plyne.

JestliZe Z(z, 0,0,...,0) + 0, pak (jak vime podle lemmatu 4.1) je trividlni
YeSeni zkracené soustavy 2z = Z(z, 0,0, ..., 0) vidy nestabilni. Jelikoz, jak jsme
jiz uvedli, rozvoje funkei Z(z,0,0, ..., 0) zadinaji &lenem stupnd alespoii
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m + 1, zatina-li rozvoj funkce Z(z, 0, 0, ..., 0) &lenem stupnd m, jsou splnény
viechny pfedpoklady lemmatu 3.2. Odtud plyne druhé ¢ist naseho tvrzeni.

Pozndmka. Obdobnou vétu by $lo dokdzat i v piipads, Ze Z, Z, zévist
na dase, pti emz funkce Z(z, 0,0, ...,0) by méla tvarZ(t, 2,0,0,...,0) = c2* +
+ Cria(t) 2542 + ..., kde ¢, je konstanta razné od nuly.

5. PFipad jednoho ryze imaginarniho koFenu

V tomto piipadé lze linearni substituci s konstantnimi koeficienty dosici
toho, Ze soustava mé tvar
2= 1uz + Z(2, 215 - o vy 24) »
2s = 052 + %25y + Zs(2, 21, - -5 %) (5.1)
s=L12...,7; o, =0),

kde p je redlné ¢&islo, viechna o maji zdporné redlné ¢asti a holomorfni funkce
Z, Zy, Zy, ..., Zy, jsou tiidy H,. Zkoumejme nejprve soustavu prvého fadu

2= 1uz + iu kzzckz" = wuz[l + 2h(z)] . (5.2)

(Je ziejmé, Ze tato forma zdpisu neni na Gjmu obecnosti.) DokdzZeme
lemma 5.1. T'rividlni ¥eSeni rovnice (5.2) je stabilni a vdechna FeSent polinajict

dostateéné blizko pobdtku jsou periodickd a majt tout periodu 27” ;

Tvrzeni lemmatu bychom nejsnédze dokazali tak, Ze bychom znidmou me-
todou majorantnich ¥ad ukézali, Ze rovnici (5.1) 1ze p¥evést v dostatetné malém
okoli podatku na rovnici '

=145, ' (5.2)

pfi demZ 3 = z 4 P(z), resp. z = § + Q(3), kde P a @ patti do H,, takZe tri-
vidln{ FeSeni soustav (5.2) a (5.2") maji vidi stabilité stejny charakterisizacho-
vévaji svou periodu; tvrzeni lemmatu 5.1 je totiZ pro rovnici (5.2°) zfejmé.

Uvedu zde viak dikaz jiny, ktery podstatnym zpiisobem uzivé teorie funkef
komplexni proménné.

Dikaz. Existuje kruZnice K polom&ru R, v niZz funkce 1 -+ zh(z) nemé
nulové body; jeji vnitfek oznadme G. Jelikoz poéatek miZe byt pro soustavu
(5.2) v roving z = (z, y) pouze typu centr nebo typu fokus, zjistime snadno,
Ze existuje takové okoli podatku G, lezici uvnit¥ K, Ze viechny integraly podi-
najici v okoli @, protnou p¥i ¢ — co po prvé radiusvektor, na némz lezi poda-
tedni bod, op&t uvnitt kruznice K. Sestrojme kruznici £ o poloméru r, leZici
tiplné v G, a oznaéme jeji vnitiek g.
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Vezméme nyni integral z(f) poéinajici v néjakém bodu z, € g a dokazme, ze
po dase T = g;—r nabude opét hodnoty z,, coz bude znamenat, Ze trajektorie jé

uzaviend a tedy pohyb je periodicky.
Integraci rovnice (5.2) dostaneme

S R (AR ¢ W (5 _
"= T ) f [r: 1+Ch(€)] S

2

R I R )
=i [ram &l [ O

Zo

a odtud

z
_ JEE®
2 — Zyetute =0

2 o
Polozime-li ¢ = 2 , dostaneme pro piislusnou hodnotu z; = 2 (77;) rovniei:
72

2 — % exp [H({) dZ =

Tato rovnice mé jedno ziejmé YeSeni, totiZ z, = zo. DokdZeme-li, Ze toto Feseni
je v kruhu K jediné, bude v§e dokdzdno.

K dukazu této okolnosti uZijeme Rouchéovy véty. Funkce z a funkce

2z
— 2, exXp f H() dé‘ jsou ziejmé holomorfni. a ]ednozn&éné avnitt i na kruzniei

K. Na obvodu této kruznice je 2| = R a
|— 2o exp fH A Lrexpllz — 2| max.|H(z)| < rexp {(r + R) M}, ~

kde jsme poloz1h max |H(2)| = M << oo0; délku integradni cesty pii odha-

du mtegralu f H() d¢ muzeme odhadnout velidinou |z — zy|, nebot funkee

H(z) je v G holomorfm a hodnota integralu pfi integraci po libovolné ceste je
téz, jako kdyZ integrujeme po sedce spojujici body 2 a z,. Nyni staéi zvolit, je-li
tonutné, ' < r tak, aby platilo »" exp {(r' + R) M } < R, aby byla jesté splnéna

podminka, Ze na kruznici K je |z| > | — z, exp fH(é‘) d{| pro viechna z,, pro
néZ |z,| < 7. Jelikoz funkee z mé v @ jediny nulovy bod, mé podle Roucheovy

véty také funkce z — 2y eXp {fH(C) d{} v @ jediny nulovy bod a tim je z = 2.
Tim jsme tedy dokézali, Ze Vsechny integraly pocma]ml uvniti kruznice s do-

statednd malym polomérem 7’ jsou periodické. a maji tou periodu 27 , q.e.d.
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