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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
- Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha

SVAZEK 82 * PRAHA, 30.111.1957 % CiSLO |

STUDIE ZE ZAKLADU GEOMETRIE
I. UTVARY NEORIENTOVANE

BORIS GRUBER, Podébrady.
(Doslo dne 3. Fijna 1955.) DT: 513,01

Préce je vénovéna axiomatickému budovéni zékladd trojrozmérné
euklidovské geometrie. Tato prvni &4st studuje vlastnosti incidendni, .
rovnobé&Znost, kolmost a dusledky patého Euklidova postuldtu o rov-
nobsézkéch. Primitivni pojmy jsou bod, zaméfent (ve smyslu neoriento-
vany smér) a kolmy, pro néz je vysloveno devét axiomt. Definuji se
zejména pojmy pfimka a rovina jako jisté mnoZiny bodd.

Primitivni pojmy jsou bod, zaméieni a kolmy. Body znalime 4, B, C, ...,
zamé¥eni 2z, 2, 21, 25, ... Ka#dé dvojici riznych bodd 4, B je piifazeno
zaméfeni, které znalime ((4B). Jsou-li z,, z, zaméFeni, pak jsou bud
kolmé (znak 2z, | z,) nebo nejsou kolmé (znak z; non | 2z,). MnoZinu viech
bodi nazyvame prostorem a oznacujeme P. Tyto pojmy maji ndsledujici
vlastnosti:

1. Existuje aspori jeden bod a aspor jedno zaméfeni.

II. A + B={(4B) = {(BA). )

II1. {(AB) = {(A40), B + C = [(4B) = {(B0).

IV. Je-li ddn bod A a zaméfeni z, pak existuji body B, C tak, Ze {(AB) = z,
{(A0) * 2.

V.zg L za=2 1 2.

VI. 23 | 24=>2y 2 2,

VII. Je-li z; + 2,, pak existuje pravé jedno zamérent z, pronés platiz, | z | z,.

VIIIL. {(4B) | =, £(AC) | 2, B + C = ({(BC) | =. _

IX. Je-li A &= Baz, non | z,, pak existuje bod C, pro:né’jé' platt Z(AC) = z,,
{(BO) L 2.%)

1) Nez4vislost uvedeného systému axiomi zde nebudeme zkoumat. Ze je bezesporny,
ukazuje na p¥. model trojrozmérného euklidovského prostoru. Rozumé&jme bodem uspo-
fadanou trojici [a, b, ¢] redlnych &isel a zamé&fenim pomsr p : g : 7 t¥i redlnych &isel. (To
je uspotradans trojice redlnych ¢isel, z nichZ aspoii jedno je riizné od nuly; pritom poméry
PD1:q1i Ty, Dot gy Ty POVAZUjeme za totoZné, existuje-li éislo & == 0 tak, Ze je p, = kp,,
¢, = kqy, 7, = kry.) Jsou-li body. [ay, by, ¢;], [@y, by, ¢;] razné, pFifadime jim zaméfeni

(@ — @) : (by — by) = (¢, — Cp)- Zaméfeni P, :qy:7;, Py:gs:7y POvaZujeme za kolmé,
je-li pypy + ¢1¢s -+ 175 = 0. Axiomy I a% IX jsou pak ziejm& splndny.



1. PFimka

Zde zkoumame disledky axiomt I az IV.

1.1. Existuji aspots &ty¥i rizné body a t¥i riznd zaméfent.

Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé¥eni z,. Podle IV existuji body B, C
tak, ze ((AB) = z,, {(AC) * 2, (obr. 1). Oznaéme ((4AC) = z,, takie z, + z,.
Jest B + A + C, jeito symboly ((4AB), {(AC) maji smysl, a B + C, jeito

2, F 2z,. Podle IV existuje bod D tak, Ze plati

D &(BD) = z,; tedy jest B + D. RovnéZ jest 4 =+

B 2 + D; jinak by totiz podle II bylo z,=

= {(BD) = {(BA) = {(AB) = z, proti pred-

pokladu. Oznaéme z; = {(4D). Tvrdime, Ze je

Z Z3 2, + 23 = 2. Kdyby bylo 2, = z;, bylo by
{(AB) = {(AD) a z toho podle IIT (AB) =

= {(BD) ¢ili z, =2z, — spor. Kdyby bylo

! 2 % Z. 2y = 23, bylo by {(DB) = {(DA), z toho podle
IIT {(DB) = {(BA4), to jest z, =2, — opét
Obr. 1. spor. Konet¢né jest D % C, nebot jinak by bylo

z2 = 23.

1.2. Definice. Mnofinu M C P nazyjvdme mazimdlng mnofinou o vlastnosti vV,
Jestlize
1. M md vlastnost V,
2. jeli MC M,C P, M = M,, pak M, nemd vlastnost V.
1.3. Definice. Mnozinu p C P nazyvdme primkou, jestlize
1. obsahuje aspori dva rizné body,
2. je to maximdlnt mnogina této viastnosti:
A,B,C,Dep, A + B, C + D = ((4B) = {(CD). (1)
1.4. Definice. Zaméfenim pfimky p rozumime zaméfent {(AB), je-li A, B ep,
A + B. Zaméfeni pFimky p znatime {(p).
1.5. Jestlize pro primky p, p, plati p C py, jest p = p;.
Dtkaz. Plati (1) a
A,B,C,D ep,, A+ B, C & D=-{(AB) = {(CD). (2)
Kdyby bylo p =+ p,, nebyla by p maximélni mnoZina vlastnosti (1) — spor
s definici 1.3. : v
1.6. BudiZ A bod, z zaméFent. Potom mnoina vsech bodé X, pro né% plati
bud X = A mnebo ((4X) =z, (3)

je pFimka o zaméfent z obsahugjict bod A.
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Dikaz. Oznaéme p mnozinu v8ech boda X, pro néZz plati (3). Jest 4 € p.
Podle IV existuje bod B, pro n&jz plati {(4B) = z. Tedy B € p, B + A, takZe
p obsahuje aspoii dva rtzné body. Zvolme v mnozing p body C, D, E, F tak,
aby C = D, E + F. Je-li C = A nebo D = A, jest {(CD) = z (uZivime II).
Je-li C + A + D, jest {(AC) =2, {(AD) = z; z III pak plyne (CD) = 2.
Stejné se dokdze {(EF) = z, takze {(CD) = {(EF). Tedy p mé vlastnost (1).
Budiz konetné p C p, C P, p + p,, takZe existuje bod G pat¥ici do p,, nikoli
viak do p. Podle definice mnoziny p je @ + 4, {(AQ) % 2. V mnozin& p,
vezméme body A4, B, 4, G, takie A + B, A + G. Podle pfedchizejiciho je
{(AB) = 2, {(AGQ) % 2, coZ znamend, Ze p, neméd vlastnost (2). Tedy p je
maximalni mnozina o vlastnosti (1), tedy pfimka. Obsahuje bod 4 a mé zamé-
feni ¢(p) = L(AB) = .

1.7. Budiz A bod, z zaméfent. Pak existuje prdvé jedna pFimka, kterd obsahuje
bod A a md zaméfent z. Je to mnogina véech bodi X spliiujicich (3).

Dukaz. Oznaéme p mnoZinu vSech bodd X, pro n&Z plati (3). Podle 1.6 je
mnoZina p piimka, kterad obsahuje bod 4 a m4a zaméfeni 2. BudiZ p, pfimka
o zamé¥eni 2z, obsahujici bod 4. Pro kazdy bod X piimky p, plati bud X = 4
nebo {(4X) = z, takze p, C p. Z 1.5 plyne p, = p.

1.8. Necht pFimka p obsahuje bod A a md zaméfent z. Potom p je mnofina
vdech bodi X, pro néZ platt (3).

Dikaz plyne z 1.7.

1.9. Existuje aspor jedna piimka.

Dikaz plyne zTal.7.

1.10. Ke kaZdé pFimce existuje bod, ktery na ni neleZi. Ke kaZdému bodw existuje
pFimka, kterd jim neprochdzi. .

Dikaz. 1. BudiZ p libovolna piimka. Zvolme bod 4 € p a oznadme z = {(p).
Podle IV existuje bod C, pro n&jz plati £(AC) =+ z; tedy C' non e p.

2. Budiz A libovolny bod. Podle 1.1 existuji zaméfeni z, + z, a podle IV
Ize najit bod B, pro né&jz plati {(AB) = z,, takie 4 + B. Podle 1.7 existuje
piimka p, kters obsahuje bod B a m4 zam&¥ent z,. Je to mnozina v¥ech bodi X,
pro n&% plati bud X = B nebo {(BX) = z,. Jezto {(BA4) = z; + 2,, neprochazi
piimka p bodem 4.

1.11. Budif A + B. Pak existuje prdvé jedna pfimka, kterd obsahuje body
A, B.

Dukaz. Oznaéme z = {(4B). Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka p, kters obsa-
huje bod 4 a mé zamé&feni 2, a %e je B e p. Za druhé necht kazdé z piimek
Py, P obsahuje body 4, B. Pak kazd4 z nich obsahuje bod 4 a mé zamé&feni
{(A4, B), takze jest podle 1.7 p, = p,.

1.12. Necht body A, B, C nelezt v pFimce. Potom jsow tyto body navzdjem rizné
a rovné zamérent [(AB), {(4C), {(BC) jsou navzdjem riznd.



Dikaz. Predpoklidejme nejprve 4 = B = C. Podle I existuje zamé¥eni z
a podle 1.7 p¥imka, kterd mé zamé¥feni z a obsahuje bod 4 a tedy i body B, C.
To je vSak spor s pfedpokladem. Za druhé piedpoklddejme 4 = B = C. Podle
1.11 existuje pfimka, kterd obsahuje body B, C, tedy i bod 4, opét spor. Stejné
v ptipadech 4 + B=C, 4 =C % B. Tedy body 4, B, C jsou navzijem
rizné. Konelnd predpoklédejme, Ze plati [(4B) = {(AC) a oznaéme toto
zaméteni z. Z 1.7 plyne, Ze existuje piimka, kterd obsahuje bod 4 a mé zamg-
Feni z a, Ze tato pimka obsahuje téZ body B, C, nebot plati {(4B) = z, {(4C) =
= z. To vak je spor. Tedy {(4B) = {(AC) a stejné v ostatnich dvou pii-
padech.

1.13. Ezistuji t#i (navzdjem rizné) body, které nelei v primce.
Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé¥eni z a podle IV body B, C, pro néz

plati {(4B) =z, {(AC) =% z. Body 4, B, C nemohou lezet na zadné pnmce,
nebot pak by muselo byt ((4B) = {(4C0).

1.14. Definice. P¥imky p, q nazgvdme rovnobéiné, je-li {(p) = £(q)-

1.15. Jsou-li primky p, q rovnobéiné, jsou bud disjunkini nebo totoiné.

Dikaz. Necht pfimky p, ¢ maji zamé¥eni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme 4
néktery jejich spoleény bod. Z 1.7 plyne p = gq.

1.16. Ezistuji dvé rovnobéiné disjunkint primky.

Dikaz. Podle 1.9 existuje pfimka; oznaéme ji p. Podle 1.10 existuje bod 4,
ktery nelezi na p. Podle 1.7 existuje pfimka, kterd obsahuje bod A a mé zamé-
Yeni {(p); oznadme ji q. P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné. Nemohou byt totozné,
nebot 4 nelezi na p. Tedy jsou podle 1.15 disjunktni. ‘

1.17. Necht p, q jsou pFimky. Pak nastdvd prdvé jeden z téchio t# pripadi:

1. p, q jsou disjunking,
2. p, ¢ majt spoleény prdvé jeden bod,
3. p, q jsou totoZné.

Dikaz. Protoze kazdé pfimka obsahuje asponl dva riazné body, nemohou
nastat zdrovenl 74dné dva z uvedenych t¥i pfipadt. Nejsou-li pfimky p, ¢
disjunktni, maji spoleény aspoii jeden bod. Maji-li spoledny vice neZ jeden bod,
jsou podle 1.11 totozné.

1.18. Definice. Pfimky p, q nazjvdme riiznobéiné, maji-li spoleény prdavé jeden
bod.

1.19. Jsou-li pFimky p, q riznobéiné, jsou navzdjem riazné a jest {(p) + £(q)-

Dikaz. Kdyby raznobézné piimky p, ¢ byly totoZné, nastivaly by ziro-
veti pFipady 2, 3 z véty 1.17, coz tato véta vyluduje. Kdyby bylo {(p) = &(q),
byly by p, ¢ rovnobézné. ProtoZe nejsou totozné, byly by podle 1.15 disjunktni,
takZe by nastdvaly zaroven piipady 2 a 1 z véty 1.17, coz neni mozné.
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1.20. Existuji dvé raznobéiné primky.

Dikaz. Podle 1.1. existuji bod 4 a zaméfeni z, + z,. Podle 1.7 existuje
piimka p,, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé¥eni z,, a ptimka p,, kterd obsahuje
bod 4 a mé zaméfeni z,. Kdyby pfimky p,, p, mély krom& bodu A spoleény
jesté n&jaky jiny bod, byly by podle 1.11 totozné, takze by bylo z, = 2z, — spor.

1.21. Existuji pFimky p, q, pro né€ nastdvd pripad 1 z véty 1.17. Ezistuji
primky p, q, pro néZ nastdvd pFipad 2 z véty 1.17. Existujt primky D, q, pro néZ
nastdvd pFipad 3 z véty 1.17.

Dtkaz plyne z 1.16, 1.20 a 1.9.

2. Rovina

Zde vyvozujeme dusledky z axiomt I az VIIL

© 2.1, Ke kazdému zaméfent existuje zamérent kolmé.

Dikaz. Budiz 2, libovolné zaméfeni. Podle 1.1 existuje zaméfeni z, + z,
a podle VII existuje zaméteni z | z,.

2.2. Necht A, B, C jsou t¥i rizné body. Pak neplati zdrover

{(4B) 1 i(4C),  ((4B) | ¢(BC).

Dukaz. Predpoklddejme, Ze uvedené vztahy plati, a oznaéme ((4B) = z,
takze ((CA) | 2z, {(CB) | 2, A + B (obr. 2). Z VIII plyne {(4B) | z,t.j.
z | z, coZ je spor s VL. :

C

Obr. 2: Obr. 3.

2.3. Ke kazdému zamérent z existuje zaméfent 2', pro nég plati 2z’ + z,2' non | z.

Diikaz. Budiz z libovolné zaméfeni. Podle 2.1 existuje zaméfenti z, | 2

a podle I bod A (obr. 8). Najdéme podle IV body B a C tak, aby platilo
{(AB) =z, {(4C)=2z.

Jest B + O, nebot jinak by bylo z = z, a to neni podle VI mozné. Oznadme
2’ = {(BC). Kdyby bylo z =2/, to jest {(B4)= {(BC), plynulo by z III
L(BA) = £(AQ), to jest z = z,, coz neni mozné. Tedy je 2’ =+ z. JeZto plati
z | 2, to jest {(4AB) | {(AC), nemize podle 2.2 platit {(4AB) | ((BC), to jest
z | 2’. Tedy 2z’ non | =.



2.4. Existuji zaméfent 2y, 2y, 23, pro néZ platt 2z, | 25, 29 1 23, 25 | 2s

Dikaz. Podle I existuje zam&¥eni z, a podle 2.1 zam&¥eni z, | z,. Podle VI
je 2, + 2, takZe podle VII existuje zaméfeni z,, pro néz platiz;, | z; 1 2.

2.5. Budif n = 4, budtef 2y, z,, ..., 2, zaméfent. Potom existuji takovd 1, j 1
éién, 1 _—<_—.7§-n:7: 4: j)aiezinon-L_zi'

Diikaz. Predpoklédejme naopak, %e platiz; | z; pro viechnas,j(1 < i <=,
1<7< n, @+ j). Plati tedy 2z, | 25 | 25, 2; | 24 | 2. Podle VI je z; =+ 2
a podle VII z; = z,, coZ je spor s piedpokladem z; | 2,. '

2.6 Definice. MnoZinu v C P nazgvdme rovinou, jestlize
1. obsahuje aspoti dva rizné body,
2. existuje takové zaméient z, Ze T je maximdlni mnoZina této vlastnosti:
A,Betv, A+ B =U[A4B) | z. (1)
2.7. Ka#dd rovina obsahuje tFi body, které neleZt v pf{mce.

Dukaz. M&jme libovolnou rovinu 7.

Podle 2.6 existuji body 4 + B, které lezi

v 7. Déle existuje takové zaméfeni z, Ze T

2z je maximilni mnoZina vlastnosti (1).

Oznalme z, = [(AB). Jeito v mé vlast-

,/’”(D) nost (1), jest z, | z a tedy 2, + z. Podle

Ab—"" VII existuje zaméfeni z,, pro né&z plati

2, 1 2, | z (obr. 4), a podle IV muZeme

nalézt bod C, pro né&jz plati {(4AC) = z,.

% 2 Protoze z, | z,, je z, + z,, takZe body

C(=E) A, B, C nelezi v pfimce. Predpoklidejme,

B Zze bod C neleZi v 7, a oznaéme 7, =

=17 u {C}, tak¥e tC 7; C P, 7 #+ 7;. Do-
kézeme implikaci

D,Ee¢t,,D+E =(DE) ] z. 2)

Zvolme libovoln& body D, E € 7, D + E. Je-li D + C + E, patii body D, E
do 7 a (2) plyne z (1). Necht je tedy t¥eba E = C, takie D e 7. Je-li.D = A4,
jest ((DE) = ((AC) = 2z, | 2. Je-li D == A, jest-{(4D) | z, nebot Dev, a
L(AE) = {(AC) = 2z, |_z. Z toho pode VIII je {(DE) | z. Tim je spravnost
implikace (2) dokdzina. To v8ak znamend, Ze v neni maximalni mnoZina
vlastnosti (1), coz je spor. Nebyl tedy spravny pfedpoklad, Ze C nele#i v 7.
Tedy v 7 leZi body 4, B, C, které nelezi v pfimce.

Obr. 4.

2.8. Zddnd mno¥ina neni zdrovelt pFimkou a rovinou.
Dikaz plyne z 2.7.



2.9. Necht © je rovina a necht plati implikace (1) o implikace
A, Bev, 4 + B =((4B) | 2. (3)
Potom jest z = 2. '

Dikaz. Podle 2.7 existuji v roviné = body C, D, E, které nelezi v pfimece.
Podle 1.12 jsou tyto body navzajem rizné a plati {(CD) + {(CE). Protoze
plati (1), jest {(CD) | z | ((CE), a protoZe plati (3), jest {(CD) | 2z’ | (CE).
Ze VII plyne z = z'.

2.10. Necht © jest rovina. Potom existuje prdvé jedno zaméfeni z tak, #e v je

mazximdlnt mnozinow viastnostt (1). Toto zaméreni z nazyvdme zamérenim kol-
mym k roviné T nebo krdice zaméfenim roviny v a oznatujeme £(t).2)

Dukaz. Aspoti jedno takové zaméteni z existuje podle 2.6. Pfedpoklédejme,
Ze pro zameéfeni 2’ plati, Ze = je maximaIni mnoZina vlastnosti (3). Potom tedy
plati jak implikace (1), tak implikace (3), a z 2.9 dostdvdme z = 2’.

2.11. Necht v je rovina a necht plati implikace (1). Potom z jest zaméFenim
roviny T. _

Dtikaz. Oznadme 2’ zaméfeni roviny 7. To znamena, Ze 7 je maximdlni
mnozina vlasthosti (3). Tedy = ma vlastnost (8), t. j. plati implikace (3) a podle
predpokladu implikace (1). Z 2.9 plyne z = 2.

2.12. JestliZe pro roviny <, 7, plati v C 7., jest v = 7,.-

Dikaz. Oznadime-li z = {(7), 2, = {(r;), plati (1) a

A,Bet, A+ B=>[(4B) | 2, . (4)
Je-li 4, Bet, je také 4, Be1,, nebot = C t,, takZe
' A,Betv, A+ B=((4B) | 2,. (5)

Z (1) a (5) podle 2.9 plyne z = z,. Kdyby bylo = = 7,, plynulo by z (1) a (4),
Ze v neni maximalni mnoZinou vlastnosti (1) — spor.

2.13. BudiZ A bod, z zaméfeni. Potom mmno&ina vdech bods X, pro néZ plati
bud X = A mebo ((AX) | z, (6)
je rovina, kterd obsahuje bod A a mé zaméfens z.

Dikaz. Oznaéme v mnoZinu viech bodi X, pro né# plati (6). Podle 2.1 existu-
je zaméteni 2, | 2z a podle IV bod B, pro néjZ plati {(4B) = z,. Tedy B € 7,
takZe v obsahuje dva riizné body. Za druhé zvolme libovoln$ body C, D ¢ 7,
C % D. Je-li C = A nebo D = A, jest podle (6) {(CD) | z.JeldiC + A + D,
plyne ze vztaht {(AC) | z, {(AD) | zpodle VIIL {(CD) | z.Je tedy spravna

2) Zamé&feni {(r) znamend ziejm® zaméfeni primky kolmé k roving r (viz definici
3.30). Nézev ,,zaméfeni roviny** neni sice b&%ny, ale je zcela dusledny. P¥imka i rovina
uréuji jednoznadng jisté zam&teni. Nazyvame-li je v prvnim p¥ipads ,,zaméfeni piimky*,
je pfirozené nazyvat je v druhém p¥ipads ,,zam&fenim roviny*.



implikace (1). Kone&né vezméme libovolnou mnozinu z,, pro niz plati v C 7; C
C P,z + 7,. Existuje bod E, ktery patii do 7, nikoli v8ak do 7, takZze je & + 4,
Z(AE)non | z. ProtoZe 7, obsahuje bod E = A, pro néjZ neplati {(4E) | z,
jest 7 maxim4lni mnoZinou vlastnosti (1), tedy rovinou. Tato rovina obsahuje.
bod A4 a plati proniimplikace (1), takZe podle 2.11 je jejim zaméfenim zaméreni z.

2.14. Budif A bod, z zaméfent. Potom existuje prdvé jedna rovina, kterd obsa-
huje bod A a md zaméfent z. Je to mnoZina vdech bodn X, spliujicich (6).

Dikaz. Oznaéme 7 mnozinu viech bodi X, které spliiuji (6). Podle 2.13 je
7 rovina, kterd obsahuje bod 4 a mé zaméieni z. Je-li 7; rovina, kterd obsahuje
bod A a mé zamé&¥eni z, pak 7; je maximalni mnozinou vlastnosti (2). Z toho
plyne, Ze pro kazdy bod X mnoziny =, plati (6), takze 7, C 7. Z 2.12 plyne
T =T

2.15. Necht rovina v obsahuje bod A a md zaméfeni z. Potom v je mnoZina
vech bodw X, splitugicich (6).

Dikaz plyne z 2.14.

2.16. Ezistuje asport jedna rovina.

Dukaz plyne z I a 2.14.

2.17. Ke ka#dé roviné existuje bod, ktery na ni neleZi. Ke katdému bodu existuje
rovina, kterd jim neprochdzi.

Dtkaz. 1. BudiZ 7 .rovina; oznaéme z = {(z) a zvoime Ae 7. Podle IV
existuje bod B, pro ktery plati {(4B) = z, tedy vzhledem k VI {(4AB)non | =.
Z 2.15 pak plyne Bnon € 7.

2. Budiz 4 libovolny bod. Podle I existuje zamé&feni z a podle IV bod B,
pro n&j% plati {(4B) = z. Podle 2.14 existuje rovina 7, kters obsahuje bod B
a mé zaméieni z. Je to mnozina v8ech bodd X, pro néz plati bud X = B nebo
Z(BX) | z.Bod A nelezi v 7, nebof neni ani 4 = B ani {(BA4) | =.

2.18. T¥emi body, které neleZi v pFimee, prochdzi prdvé jedna rovina.

Dtkaz. Necht body 4, B, C nelezi v piimce. Podle 1.12 jsou navzdjem
ruzné a plati {(4B) + {(AC). Podle VII existuje zamé¥eni z, pro né plati

» {(AB) L z | £(AC). (7) .
Z 2.14 plyne, %e existuje rovina 7, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé&feni z,
a Ze tato rovina — vzhledem k (7) — obsahuje téZ body B, C. Za druhé pted-
podklidejme, Ze rovina 7, obsahuje body 4, B, C. Pak tedy plati {(4B) |
1 Z(zy) | &(4C). Odtud a ze (7) plyne podle VII I(z,) = z. KaZd4 z rovin
7, T, obsahuje tedy bod 4 a mé zaméfeni z, takze v = 7, podle 2.14.

2.19. Definice. Roviny 1,, 7, nazyvdme rovnobéiné, je-li {(ry) = {(z,)-

2.20. Jsou-li roviny 7,, v, rovnobéiné, pak jsou bud disjunkini mebo totoiné.

Dikaz. Necht roviny 7,, 7, maji zaméfeni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme
A n&ktery jejich spoleény bod a uZijme 2.14.
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. 2.21. Existujt dvé rovnobéiné disjunkini roviny.

Dukaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznaéme ji 7. Podle 2.17 existuje bod 4,
ktery nelezi v 7, a podle 2.14 existuje rovina, kterd obsahuje bod 4 a mé
zaméteni {(z). Oznadme ji 7,. Roviny z, 7, jsou rovnobézné. Nejsou totoiné,
jezto A lezi v 7, a nele#i v 7. Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.22. Budiz v rovina, 4 bod. Pak existuje prdvé jedna rovina, kterd prochdzt
bodem A a je rovnobéind s rovinou 7. -

Dikaz. Hledand rovina musi obsahovat bod 4 a mit zamé¥eni {(r). Podle
2.14 takové rovina existuje, a to pravé jedna.

2.23. Budiz © rovina a A bod, ktery neleéi v v. Pak existuje asport jedna rovina,
kterd prochdzi bodem A a je disjunkini s rovinou .

Dikaz. Podle 2.22 existuje rovina 7,, kterd prochézi bodem A4 a je rovno-
bézné s rovinou 7. Roviny 7, 7, nejsou totozné, nebot A4 leZi v 7, a nelezi v 7.,
Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.24. Jestlize roviny 7,, T, maji spoleény bod, pak maji spole¢now piimku.

Dikaz. Necht roviny z;, 7, maji spoleény bod 4. Oznaime z; = {(7;),
2y = {(v,). Ze VII nebo 2.1 plyne existence zamé¥eni z, pro néz plati z; |
1 2 | 2, Podle 1.7 existuje p¥imka p, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé¥eni z.
Podle. 2.15:je 7, mnozina viech bodd X, pro néi:;plati bud X = A nebo {(4X) |
A 25, a,'cz"‘mnoiina, vSech bodd X, pro né% plati bud X = 4 nebo {(AX) | z,.
Je-li X € p, je podle 1.8 bud X = A nebo {(4X) == z, to jest bud X = 4 nebo
2, | C(4X) | 2, takie X € 1,1 X € 7,. Tedy ptimka 7p lezi v roviné 7, i v rovi-
né 7,.

2.25. Necht 7y, 7, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto tit pFipadi:

1. 7y, 75 jsou disjunkind,

2. Ty, T, S€ protinajt v primce,)

3. 7y, T, jSOU totoiné.
- Dikaz. Ziejm& nemlze nastat zarovenl p¥ipad 1 a n8ktery z piipadi 2, 3.
Ze nemohou nastat zdrovei ani p¥ipady 2, 3 plyne z 2.8. Nejsou-li roviny z,,
7, disjunktni, maji podle 2.24 spoleénou p¥imku p. Maji-li spoleény jesté bod A4,
ktery nelezi v p, zvolme na p body B + C. Body 4, B, C nelezi v p¥imce.
Kdyby totiz n&jaks piimka tyto body obsahovala, byla by podle 1.11 totozna
s p, a to neni mozné, protoze A nelezi na p. Z 2.18 plyne, Ze roviny z;, 7, jsou
totozné, nebot kaZzd4 z nich obsahuje body 4, B, C.

2.26. Definice. Roviny t,, 7, nazyvdme raznobéiné, protinaji-li se v pFimce.

2.27. Jsou-li roviny 7y, T, réznobéingé, jsou navzdjem rizné a jest {(r1) + {(Ta).

Dikaz. Kdyby raznobéiné roviny 7z,, 7, byly totozné, nastavaly by zarovern
piipady 2, 3 z véty 2.25, coZ viak tato véta nepfipousti. Kdyby bylo {(z;) =

3) Tim rozumime, Ze prinik mnoZin 7,, 7, je piimka.



= {(z,), byly by 7;, 7, rovnobé&zné. JelikoZ nejsou totoZné, byly by podle 2.20
disjunktni, takZe by nastdvaly zdroveii p¥ipady 2, 1 z véty 2.25. To v8ak neni
mozné.

2.28. Ezistuji dvé riznobéiné roviny.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznadme ji 7, a zvolme na ni bod 4.
Podle 1.1 existuje zamé¥eni z, + {(r;) a podle 2.14 existuje rovina 7,, kterd
obsahuje bod 4 a mé zaméfeni z,. Roviny 7,, 7, nejsou disjunktni, nebot ob&
obsahuji bod 4, a nejsou totozné, nebot maji riznd zaméteni. Z 2.25 plyne, Ze
jsou rtiznobézné. _ '

2.29. Existujt roviny t,, T,, pro néf nastdvd pFipad 1 z véty 2.25. Bxistujt ro-
VINY Ty, Ty, Pro néE nastdvd pripad 2 z véty 2.25. Bxistuji roviny 1., T4, Pro néZ
nastavd pripad 3 z véty 2.25.

Dikaz plyne z 2.21, 2.28 a 2.186.

2.30. Definice. Roviny t,, T, nazgvdme kolmé, je-li {(vy) | {(zy)-

2.31. Jsou-li roviny 1,, T, kolmé, pak nejsou rovnobéiné a tedy jsou navzdjem
rizné.

Dukaz plyne z VI.

2.32. Exzistuji t#i roviny, z nicht kazdé dvé jsou kolmé.

Dikaz plyne z 2.4, I a 2.14.

2.33. Jsou-li ddny vice neZ tFi roviny, pak mezi nimi existuji dvé, které nejsou
kolmé.

Dikaz plyne z 2.5.

3. Rovina a pFimka

Stéle pfedpokldddme platnost axiomi I az VIII.

3.1. Necht pFimka p md s rovinou v spoletny aspor jeden bod. Potom p let
v 7 tehdy a jen tehdy, je-li

' 2@ L &) (1)

Dikaz. 1. Necht p lezi v 7. Zvolime-li na pfimee p body 4 + B, jest {(p) =
= {(4B) L {(v).

2. Necht pfimka p mé s rovinou 7 spoleény bod A a necht plati (1). Oznaéme
2y = L(p), 2, = {(7), takZe z; | 2,. Rovina t je podle 2.15 mnoZina viech bodi
X, pro néz plati bud X = 4 nebo {(4X) | 2,. Je-li X e p, jest podle 1.8
bud X = A nebo {(4X) =z, tedy bud X = A nebo ((4X) | z,, takie
X et Tedy pCr.

3.2, Leti-li pFimka p v roviné =, plati (1).

Dikaz plyne z 3.1. _

3.3. Necht piimka p o bod A leZi v roviné t. Potom existuje v roviné v prdvé
jedna primka, kterd prochdzi bodem A a je rovnobéznd s pFimkou p.
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Diikaz. Podle 3.2 jest {(p) | ((r). Hledand pfimka musi prochézet bodem
A a mit zaméfeni £(p). Podle 1.7 takovéa pfimka existuje, a to pravé jedna.
Z 3.1 pak plyne, Ze tato p¥imka leZi v roving .

3.4. Necht piimka p a bod A leZi v roviné T, necht A nele#i na p. Potom existuje
v roviné T aspor jedna pFimka, kterd prochdzi bodem A a je disjunkini s p.

Dikaz. Podle 3.3 existuje v roviné v piimka g, kterd prochézi bodem 4
a je rovnobéind s p¥imkou p. P¥imky p, ¢ nejsou totozné, nebot 4 nelezi na p.
Tedy jsou podle 1.15 disjunktni.

3.5. V kaZdé roviné lefi dvé riznobéiné primky.

Dukaz. Necht = je rovina. Podle 2.1 existuje zaméfeni z;, | {(z), takZe
2, % ((v). Podle VII existuje zamé¥eni z,, pro néZ plati 2, | z, | (), tedy
2y =+ 2,. Zvolme v roving v bod A a oznaéme p; (¢ = 1, 2) pfimku prochaze-
jici bodem A, kterd m4 zaméfeni z,. P¥imky p,, p, existuji podle 1.7. Nejsou
disjunktni, nebot ob& prochézeji bodem A, a nejsou totozné, nebot maji
riznd zaméfeni. Tedy jsou podle 1.17 riznobézné. Kazda z ptimek p; (¢ = 1, 2)
mé s rovinou 7 spoleény bod 4 a plati {(p;) =2; | {(z) prot=1,2. Z 3.1
plyne, zZe piimky p,, p, lezi v 7.

3.6. BudiZ 7 rovina. Potom plati:

1. V © existuji pFimky p, q, které jsou disjunkini.
2. V v existuji pfimky p, q, které jsou riznobéiné.
3. V v existuji primky p, q, které jsou totoiné.

Dikaz. Druhé tvrzeni je véta 3.5, tieti tvrzeni plyne z druhého. Podle
t¥etiho tvrzeni existuje v 7 ptimka p a podle 2.8 existuje v v bod 4, ktery nelezi
na p. Z 3.4 plyne existence pfimky ¢, kters leZi v v a je disjunktni s p. Tim je
dokézéno i prvni tvrzeni.

3.7. Ma-li piimka s rovinou spoleéné dva rizné body, leZi v roviné celd.

Dikaz. Necht p¥imka p mé s rovinou = spoleéné body 4, B (4 + B). Potom
jest {(p) = C(4B) | ¢(z). Z 3.1 plyne, Ze p lezi v 7.

3.8. Primkou a bodem, ktery na té pFimce nelefs, prochdzi prdvé jedna rov_ina.

Dukaz. Necht bod 4 nelezi na p¥imce p. Zvolme na p body B + C. Body
A, B, C nelezi v pfimce. Kdyby totiz néjaks p¥imka tyto body obsahovala,
byla by podle 1.11 totoZné s p, coz neni mozné, nebot A nelezi na p. Podle
2.18 existuje rovina 7, kterd obsahuje body 4, B, Ca podle 3.7 lezi p v .
JestliZe rovina 7, prochdzi bodem 4 a pfimkou p, pak obsahuje body 4, B, C
a je podle 2.18 totoZnd s 7.

3.9. Necht p je pFimka a z zaméfent, neché

z + {(p) - : (2)
Pak existuje pravé jedna rovina, kterd obsahuje pFimku p a jejiz zaméienti je
kolmé k zaméient z.
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Diikaz. Na p¥imce p zvolme bod 4. Podle IV existuje bod B, pro néjz plati
{(AB) = z, tedy (4B) + {(p), takZe B nelezi na p¥imce p. Podle 3.8 existuje
rovina 7, kterad obsahuje p¥imku p a bod B. Uzitim 3.2 midme

&(p) L C(x) L {(AB) ==. 3)
JestliZe za druhé rovina 7; obsahuje p¥imku p a mé zamé¥eni kolmé k zaméfeni
2z, jest
fp) L &) Lz (4)
Z (2), (3), (4) plyne podle VII, Ze roviny 7, 7, maji stejnd zamé&feni. Jezto obé
obsahuji bod 4, jsou podle 2.14 totozné.

3.10. Dvéma riznobétkams prochdzt prdvé jedna rovina.

Dukaz. Necht p, ¢ jsou riznobéiky a A jejich spoleény bod. Podle 1.19 je
L(p) + £(g), takZe existuje zamé¥eni z, pro néz plati

{p) L= 1 L()- (5)

Podle 2.14 existuje rovina 7, kterd prochdzi bodem A a ma zaméfeni z. Z 3.1
plyne, Ze pHimky p, g leZi v 7. JestliZe rovina 7, obsahuje p¥imky p, ¢, jest podle
3.2 d

&(p) L &(z) L 2(9) . .(6)

Z (5) a (6) plyne podle VII {(;) = 2. Rovina 7, obsahuje tedy bod 4 a mé
zaméfeni z, takZe podle 2.14 je totozna s 7.

3.11. Dvéma riznyms rovnobéEnyni primkams prochdzi pravé jedna rovina.

Dikaz. Necht piimky p, ¢ jsou riizné a maji ob¥ totéz zaméfeni. Zvolme.
na ¢ bod 4. Podle 1.15 jsou p, ¢ disjunktni, takZe A4 nelezi na p. Podle 3.8
existuje rovina 7, kterd prochdzi pfimkou p a bodem 4. Z 3.2 plyne {(p) L £(7).
Jezto {(p) = ((g), jest také Z(g) | {(z), a uZijeme-li 3.1, dostaneme, Ze ¢ lezi
v 7. Prochéazi-li rovina 7, pfimkami p, ¢, prochazi pfimkou p a bodem 4,a z 3.8
plyne 7z, = 7.

3.142. Jestlize body A, B, C, D nele#i v roviné, pak jsou navzdjem rizné a Zddné
tFi z mich melezi v pFimece.

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze na p¥. body A, B, C lezi na p¥imee p. Jestlize D
neleZi na p, oznaéme 7 rovinu, ktersd prochézi piimkou p a bodem D. Takova
rovina 7 existuje podle 3.8. Jestlize bod D lezi na p, existuje podle 1.10 bod E,
ktery nelezi na p. Oznaéme pak v rovinu, kterd prochézi pfimkou p a bodem .
Rovina 7 v obou p¥ipadech obsahuje body 4, B, C, D, coz je spor s pfedpokla-
dem. Tedy %4dné t¥i z bodd 4, B, C, D nelezi v ptimce. Nyni uzijeme véty 1.12
na trojice 4, B, C, 4, B, D, B, C, D.

- 3.43. Ezistujt étyri body, které nele£t v roviné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznadme ji z. Podle 2.7 obsahuje = body

4, B, C, které nele#i v pfimee, a podle 2.17 existuje bod D, ktery nelezi v 7.
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Kdyby néjaks rovina 7, obsahovala body 4, B, C, D, byla by podle 2.18 to-
toznd s 7. To v8ak neni mozné, nebot D nelezi v 7.

3.14. Definice, Pravime, Ze pfimka p a rovina T jsou rovnobééné, je-li ¢ (p) 1
L ¢@).

3.15. Le#i-li pfimka p v roviné T, pak P a T jsou rovnobéiné.

Dikaz plyne z 3.2

3.16. Je-li primka p mvnobéé'nd s rovinou T, pak bud p lezi v T nebo p a T jsou
disjunkini. '

Dikaz. Podle pfedpokladu jest ¢(p) | Z(z). Nejsou-li p, = disjunktni, plyne
z 3.1, ze p lezi v 7.

3.17. Existuji pfimka a rovina, které jsou disjunkint rovnobéné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina v a podle 2.17 existuje bod 4, ktery nelezi
v 7. Podle 2.1 existuje zaméfeni z | {(r) a podle 1.7 existuje pfimka p, kterd
prochézi bodem A4 a mé zaméteni z. P¥imka p je rovnobézna s v, avSak nelezi
v 7, nebot bod A4 nelezi v 7. Z 3.16 plyne, Ze p, 7 jsou disjunktni.

3.18. Necht p je pFimka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchio i piipadi:
1. p, 7 jsou disjunkini,
2. p, T maji spoleény pravé jeden bod,
3. plezi v .

5

Dukaz. ProtoZe kazdd pfimka obsahuje aspoii dva rizné body, nemohou
nastat zdrovell Zddné dva z uvedenych t¥i piipadi. Nejsou-li p, = disjunktni,
maji spoleény aspon jeden bbd. Maji-li spoleény vice neZ jeden bod, le#i p v =
podle 3.7.

3.19 Definice. Pravime, Ze pfimka p o rovina T jsou riznobéiné, maji-li spo-
lebny pravé jeden bod.

3.20. Jsou-li primka p a rovina v riznobéiné, pak p neleél v v a jest (p)non |
1 ).

Dikaz. Kdyby p lezela v 7, nastavaly by zdroveii ptipady 2, 3 z véty 3.18,
coZ tato véta nepiipousti. Kdyby bylo {(p) L {(v), byly by p, T rovnobézné.
Jezto p neleZi v 7, byly by podle 3.16 p a v disjunktni, takZe by nastdvaly zi-
rovei piipady 2, 1 z véty 3.18. To viak neni mozné.

3.21. Bxistuji pfimka p a rovina v, které jsou riznobégné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznaéme ji 7 a zvolme na ni libovolny
bod A. Podle 1.7 existuje p¥imka p, kterd prochézi bodem A4 a mé zaméteni
{(r). Kdyby p lezela v 7, bylo by podle 3.2 {(p) | {(z), to jest {(z) 1 &(z), coz
by byl spor s VI. Z 3.18 plyne, Ze p, T jsou raznobézné.

3.22. Ezistuji pFimka p a rovina v, pro néZ nastdvd pFipad 1 z véty 3.18.
Existuji piimka p o rovina v, pro néZ nastdvd pripad 2 z véty 3.18. Existuji
pitmka p a rovina T, pro néZ nastdvd pripad 3 z véty 3.18.
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Dikaz. Prvni dvé tvrzeni plynou z 3.17 a 3.21. T¥eti plyne z druhého
tvrzeni véty 2.29.

3.23. Je-ls pFimka p rovnobéind s rovinou T, a rovina T, rovnobéind s rovinou
Ty, j& P rovnobéing s t,.

Dikaz. Podle pfedpokladu je C(P)J_ (1) a &(r1) = L(zs)- Tedy je {(p) L.
L &(z). '

3.24. Primka p je rovnobéind s rovinou t tehdy a jen tehdy, je-lirovnobéind
aspor. s 7ednou pFimkow roviny <.

Dukaz. 1. Je-li p rovnob&ind s piimkou ¢, kterd lem v 7, jest podle 3.2
Z(p) = £(g) L L(v), takZe p a 7 jsou rovnob&iné.

2. Necht p je rovnobéind s v, takZe plati I(p) | {(r). V roving z zvolme
bod 4 a oznadme g pfimku, kterd prochizi bodem A a ma zaméfeni {(p).
Takova piimka existuje podle 1.7. P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné a z 3.1 plyne,
Ze q lezi v 7.

3.25. Rovina 1, je rovnobéind s rovinow T, tehdy a jen tehdy, obsa,kuye -l dvé
riznobézky, kieré jsou obé rovnobéiné s t,.

Dikaz. 1. Necht 7, obsahuje rtiznobd’né p¥imky p, ¢, z nichz kazda je
rovnobéznd s rovinou z,. Oznadime-li z; = {(p,), 2z, = £(q), jest podle pied-
pokladu z; | {(7,) | 2, podle 1.19 2, = 2, a podle 3.2 z; | &(7y) | 2,. Z toho
plyne podle VII {(z,) = {(z,), takZe 7,, 7, jsou rovnob&zné.

2. Necht roviny 7, 7, jsou rovnobézné. Podle 3.5 obsahuje 7, dvé rizno-
b&zné piimky p, ¢ a podle 3.2 plati

{p) L i) =L(x), &) L {(va) = Uwa)
takZe p, ¢ jsou rovnobéZné s t,.

3.26. Necht pFimka p je rovnobéind s rovinami Ty, T,, necht roviny 4, T, jsou
riiznobézné. Potom p je rovnobéind s priseénict rovin ty, T,. :

Dikaz. Podle pfedpokladu jest {(z;) | &(p) 1 Z(zs) a podle 2.27 &(zy) +
*+ {(7y). Oznaéime-li ¢ priseénici rovin 7y, 7o, plyne z 3.2 {(z;) L £(g) L (7).
Odtud podle VII {(p) = £(g), takZe p, ¢ jsou rovnob&zné.

3.27. Necht roviny 7, 7, jsou riznobéiné, necht primka p le#t v v, a je rovno-
béZnd s T,. Potom p je rovnob&ind s priseénict rovin 7, T,.

Dikaz. Podle 3.15 je p rovnob&zna s 7,, takZe podle 3.26 plati 3.27.

3.28. Necht rovina 7 je riznobéind s rovinams t,, T,, nechl roviny v, T, jsou
rovnobéiné. Potom priseénice rovin T, 7, je rovnobéind s praseénict rovin t, T,.

Dikaz. Oznadme p; (¢ = 1, 2) priseénici rovin 7, 7;. P¥imka p, lei v roving
Tivroviné 7,. Podle 3.15 jé rovnob&zna s T, a podle 3.23 rovnobéinid s 7,. Vezme-
me-li ve vét& 3.27 p,, 7, 7, misto p, 7,, 7,, dostdvame, Ze p, je rovnob&znd s p,.

3.29. Necht © je rovina, A bod. Potom sjednocent vech pFimek, které prochdzejs
bodem A a jsou rovnobéiné s rovinou T, je rovina, kterd prochdzt bodem A a je
rovnobéind s rovinou t.
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Dtkaz. Oznatme 7, sjednoceni viech p¥imek, které prochézeji bodem A
a jsou rovnobézné s rovinou 7. Podle 1.7 existuje aspon jedna takové piimka,
nebot podle 2.1 existuje zaméfeni z | (). Specidlng tedy bod 4 patii do mno-
Ziny 7,. Dale oznaéme 7, rovinu, kterd prochdzi bodem A a je rovnob&iné
s rovinou 7. Podle 2.22 existuje pravé jedna takova rovina; z 2.15 plyne, Ze to
je mnoZina vSech bodd X, pro néZ plati

bud X = A nebo ((A4X)_| (7). (7)

Jezto bod 4 patii do mnoziny 7, i do mnoZiny 7,, budeme déle uvazovat jen
body X + A. 1. BudiZz X e7,, X + A. Pak existuje pfimka p tak, Ze plati
A ep, X ep, {(p) L L(z). Tedy jest {(AX) = {(p) L {(z), takZze X e 7, (viz (7)).
2. Budiz X e7,, X %+ A. Oznadime-li p piimku, prochézejici body 4, X, jest
vzhledem k (7) {(p) = ¢(AX) | &(v), takZe p je rovnobéznd s rovinou 7 a pro-
chézi bodem 4. Tedy X e 7,.

3.30. Definice. Pravime, Ze primka p je kolmd k roviné v, plati-li {(p) =
= {(v).

3.31. Je-li pFimka p kolmd k roviné =z, pak p nele?i v T a neni s v rovnobéing.

Dtkaz. Z VI plyne, ze je-li p kolmé k 7, nemiize byt rovnob&#n4 s z. Podle
3.15 pak p nemuze lezet v 7.

3.32. Existuji pFimka p a rovina z tak, Ze p je kolmd k .

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina — oznadme ji v — a podle I bod 4.
Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka p, kterd prochdzi bodem 4 a mé zamé¥eni
{(z). Tedy p je kolm4 k 7.

3.33. Je-li pFfimka p kolmd k roviné t, a k roviné v, pak roviny t,, 7, jsou
r0VNobéZne. .

Diukaz. Podle ptedpokladu je {(p) = {(z,) a £(p) = {(z,), takzé {(7y) = {(zs)-

3.34. Jeli pfimka p kolmd k roviné 7, a rovina T, rovnobéind s rovinow t,,
je primka p kolmd k roviné t,.

Dikaz. Podle predpokladu je {(p) = L(;) a {(w;) = L(zy), takZe je L(p) =
= {(7s)-

3.35. Necht primka p nent kolmd k roviné . Pak existuje prdavé jedna rovina,
kterd obsahuje pFimku p a je kolmd k roviné t.

‘Dukaz. Podle predpokladu jest {(p) + £(z). Ze rovina 7, obsahuje ptimku
P a je kolmé k roving 7, znamend totéz, jako Ze 7, obsahuje piimku p a jeji
zaméfeni je kolmé k zaméFeni {(7). Takové rovina 7, existuje podle 3.9, a to
pravé jedna. -

3.36. Je-li rovina v kolmd ke dvéma riznobéinym rovindm v, t,, je kolmd
1 k jejich priseénici.
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Dikaz. Podle predpokladu jest C(zy) | {(z) | {(zs) a podle 2.27 {(7;) +
#+ {(73). Oznadime-li ¢ priseénici rovin 7, 7, plyne z 3.2 {(z;) 1 £(g) L {(7s).
Odtud podle VII {(z) = {(g), coZ znamené, Ze piimka ¢ je kolma k roviné 7.

3.37 Definice. P¥imky p, g nazyvdme kolmé, plati-li {(p) 1 £(g).

3.38. Jsou-li pFimky p, q kolmé, pak nejsou totoiné ani rovnobéiné.

Dikaz plyne z VI.

3.39. Existuji dvé kolmé piimky.

Diikaz. Podle I existuje bod A a zaméfeni z,. Podle.2.1 existuje zaméfeni
2y | 2,. Z 1.7 plyne existence pfimek p; (i = 1, 2), z nichZ kazd4 prochézi
bodem A a m4é zaméteni z,.

3.40. Je-li p¥imka p kolmd k roviné <, pak je kolmd ke kazdé pfimce, kierd
leZi v 7.

Diikaz. Necht pfimka ¢ leZi v 7. Potom jest podle pfedpokladu a podle 3.2
Z(p) = () L &(q), takze p, ¢ jsou kolmsé.

3.41. P¥imka p je kolmd k roviné v tehdy a jen tehdy, je-li kolmd ke dvéma rizno-
b&Zkdm leZicim v 7.

Dikaz. 1. Necht p je kolma k riznobéznym p¥imkam gy, ¢,, které lezi v .
Plati tedy C(g1) L ¢(p) L {(gs), ddle podle 1.19 {(gy) *+ {(g2) a podle 3.2
£(gqy) L &(r) L &(gs). Odtud plyne podle VII {(p) = {(r), takZe p je kolma
k 7. 2. Necht p je kolmé k 7. Podle 3.5 obsahuje v dvé& rtiznobézky a podle 3.40
je p ke kazdé z téchto riznobézek kolma.

3.42. Rovina 1, je kolmd k roviné v, tehdy a jen tehdy, obsahuje-li aspori jednu
primkw kolmou k <,. ,

Dikaz. 1. Necht 7 obsahuje piimku p, kterd je kolmd k 7,. Pak jest jedna.
&(p) = {(ry), jednak podle 3.2 {(p) L {(v1), tedy ((v1). L {(vs), takZe roviny
Ty, Ty jsou kolmé. 2. Necht roviny 7y, 7, jsou kolmé, takze £(z,) | {(r,). Zvolme
v roving 7; bod 4. Podle 1.7 existuje piimka p, kterd prochdzi bodem 4 a mé
zamé¥eni £(7,). Tedy p je kolm4 k 7, a z 3.1 plyne, Ze lezi v ;.

3.43. Definice. Pfimky p, q nazyvdme mimobéiné, nele£i-li v roviné.

3.44. Jsou-li pFimky p, ¢ mimobéiné, jsou disjunkini (tedy navzdjem rizné)
a jest {(p) + £(9)- :

Dikaz. Uvazme nejprve, Ze ke kazdé piimce existuje rovina, kterd tuto
piimku obsahuje. To plyne na p¥. z 1.10 a 3.8. Tedy p¥imky p, ¢ nemohou byt
totozné. Podle 3.10 nemohou byt ani rdznobézné, takze podle 1.17 jsou dis-
junktni. Kdyby bylo {(p) = {(q), byly by p, ¢ rovnobézné disjunktni a véta
3.11 by vedla ke sporu. Tedy je {(p) + £(g)-

3.45. Ezistuji dvé mimobéiné primky.

Diukaz. Podle 3.13 existuji body 4, B, C, D, které neleZi v roving. Podle
3.12 jsou tyto body navzijem rizné. Oznaéme p piimku, prochazejici body
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A, B, a q pfimku, prochézejici body C, D. P¥imky p, ¢ existuji podle 1.11. Kdyby
néjaké rovina obsahovala pfimky p, ¢, obsahovala by body 4, B, C, D, a to
neni mozné.

3.46. Jsou-li pFfimky p, @ mimob&iné, pak existuje prdvé jedna rovina, kierd
obsahuje primku p a je rovnobéind s pFimkow q.

Dikaz. Podle 3.44 je {(p) + ((q). Ze rovina 7 obsahuje p¥imku p a je rovno-
bé&zné s p¥imkou ¢, znamend totéz, jako Ze T obsahuje pfimku p a jeji zaméfeni
je kolmé k zaméieni {(q). Podle 3.9 takové rovina 7 existuje, a to pravé jedna.

4. Euklidovské vlastnosti

K axiomtm I az VIII p¥ipojme nyni je§té axiom IX.
4.1. Je-li A + B az, non | z, pak existuje prdvé jeden bod C, pro néji plati
{(AC) =2y, {(BO) L z,.
Dukaz. Existence bodu C je zarufena axiomem IX. Predpoklidejme déle,
ze body C,, C, splituji vztahy .
é-(AOl) =21, é‘(BOl) 1 23, (1)
[(ACy) =2, (BC,) L 2,. (2)

Oznadme p piimku, kterd prochdzi bodem A a mé zaméfeni z,, a 7 rovinu,
kterd prochdzi bodem B a mé zaméfeni z,. Takovd piimka a rovina existuji
podle 1.7 a 2.14. Z téchto v&t zaroveii plyne s ohledem na (1) a (2), Ze body
C,, C, lezi na p¥imee p i v roving 7. Kdyby bylo C, * C,, leZela by p podle
3.7 v 7 a bylo by podle 3.2 {(p) | I(z), tojest 2, | z,, coz by byl spor s pred-
pokladem.

4.2, Jestlize pFtmka p nent rovnobéind s rovinou T, pak s nt md spoleény prdavé
jeden bod. '

Dukaz. Pfimka p mé s rovinou 7 spoleény nejvyse jeden bod. Jinak by totiz
podle 3.7 lezela v 7 a tedy byla podle 3.15 rovnobéznd s 7 proti pfedpokladu.
Existuji tedy body 4 € p, Anon € 7, B € 7, Bnon € p, takze 4 + B.

Oznalme z, zaméfeni piimky p, 2z, zaméFeni roviny z. ProtoZe p neni rovno-
béZné s 7, jest z; non | z,. Podle IX existuje bod C, pro néjz plati {(40) = z,,
Z(BC) | 2,. Odtud plyne podle 1.8 C € p a podle 2.15 C e, takZe p a v maji
spoleény aspoii jeden bod.

4.3. Jestlite primka p je kolmd k roviné T, pak s nt md spoleény prdvé jeden
bod.

Dikaz plyne z 3.31 a 4.2.

4.4, Jestlize primka p a rovina v jsou disjunkint, pak p je rovnobéind s .

Dikaz plyne z 4.2.

17



4.5. Necht p je pfimka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t#i pripadi:
1. p, T jsou rovnobéiné disjunkini,
2. p, T js0u riiznobéiné,
3. pleE v 7.
Diikaz plyne z 3.18 a 4.4.
4.6. Jestlize roviny ., 7, nejsou rovnobéiné, pak se protinaji v primce.
Dtkaz. Podle 3.5 obsahuje rovina 7, dvé riznobézné primky p, ¢. Kdyby
kazd4 z téchto p¥imek byla rovnobéind s rovinou 7,, byly by 7, 7, podle 3.25
rovnobézné, coz podle predpokladu nenastivi. Tedy jedna z piimek p, ¢ —
budiz to t¥eba pfimka p — neni rovnobéZna s rovinou 7,. Podle 4.2 existuje bod,
ktery lezi v roving 7, a na piimce p, tedy i v roviné 7,. Roviny 7,, 7, tedy nejsou
disjunktni a také ne totozné, nebot pak by byly rovnob&iné. Z 2.25 plyne, Ze
se protinaji v piimce.
4.7. Jsou-li roviny 7, T, kolmé, pak se protinaji v primce.
Dtukaz plyne z 2.31 a 4.6.
4.8. Jsou-li roviny t,, T, disjunkini, jsou rovnobéiné.
Dukaz plyne z 4.6.
4.9. Necht 7, T, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t¥ pFipadis:
1. 7y, T, jS0u TOVNObEENE disjunkind,
2. Ty, Ty jSOU TH2ZNObEENE,
3. 7y, T, jsOU totoZné.
Diukaz plyne z 2.25 a 4.8.

4.10. Budiz v rovina a A bod, ktery neleZi vv. Pak existuje pravé jedna rovina,
kterd prochdzi bodem A a je disjunktni s rovinou t. Je to rovina, kterd prochdzt
" bodem A a je rovnobéind s rovinou t.

Dikaz. Podle 2.22 existuje rovina 7;, kterd prochazi bodem 4 a je rovno-
bézné s rovinou z. Roviny 7, 7, nejsou totozné, nebof 4 lezi v v, a neleZi
v 7. Jsou tedy podle 2.20 disjunktni. JestliZe rovina v, prochdzi bodem 4 a je
disjunktni s rovinou z, pak je podle 4.8 rovnobéZné s v a podle 2.22 totoZna
8 Ty

4.11. Jestlize pFimky py, p, leZi v roviné a nejsou rovnobéiné, pak majs spoleény
prdvé jeden bod. ' '

Dukaz. Piimky p,, p, maji spoleény nejvyfe jeden bod. Jinak by byly
podle 1.11 totozné a tedy rovnobézné proti pfedpokladu. Oznadme 7 rovinu,
v niZ lezi pfimky p,, p,. Podle 3.31 nejsou p¥imky p,, p, kolmé k 7. Podle 3.35
existuji roviny z; (i = 1, 2) tak, %e 7, obsahuje p¥imku p; a je kolmé k roving 7.
Piimka p; lezi v roviné ¢; i v roviné 7 a tyto roviny se podle 4.7 protinaji
v pfimee. Z 1.5 plyne, Ze touto p¥imkou je p¥{mka p;. Kdyby roviny z,, 7, byly
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rovnobézné, byly by podle 3.28 i pfimky p,, p, rovnobézné, coz by byl spor
s pfedpokladem. Z 4.9 plyne, Ze 74, 7, jsou riznobézné. Oznaéme ¢ jejich prisec-
nici. Podle 3.36 je pfimka ¢ kolm4 k roving 7, takZe s ni ma podle 4.3 spoleény
bod; oznadme jej A. Protoze 4 e ¢ C 7; (¢ = 1, 2), 4 € 7, le%i bod A4 na prises-
nici p; rovin 7;, v. Tedy pfimky p,, p, maji spoleény aspoii jeden bod.

4.12. Jestlize pFimky p, q let v roviné a jsou disjunkini, pak jsou rovnob&iné.

Dikaz plyne z 4.11. )

4.13. Necht pfimka p a bod A leZl v roviné 7, necht A meleZt na p. Potom
existuje v roviné v prdvé jedna pFimka, kterd prochdzt bodem A a je disjunkini
s pfimkou p. Je to pFimka, kterd prochdzt bodem A a je rovnobéind s pFimkou p.

Dtkaz. Podle 3.3 existuje v roviné v pfimka ¢, kterd prochdzi bodem A4
a je rovnobéznd s p¥imkou p. P¥imky p, ¢ nejsou totozné, nebot 4 lezi na g
a nelezi na p. Tedy jsou podle 1.15 disjunktni. Jestlize piimka g, lezi v roviné =,
prochézi bodem 4 a je disjunktni s p¥imkou p, pak je podle 4.12 rovnobézn4
s p a podle 3.3 totoznd s gq.

4.14. Necht pFimky p, q lefs v roviné. Pak nastdvd prdavé jeden z téchto t¥i pFi-
padi: '
1. p, q jsou disjunkint rovnobéné,
2. p, q jsou riznobéiné,
3. p, q jsou totoEné.
Dikaz plyne z 1.17 a 4.12.

Pezome

K OCHOBAHUSAM TI'EOMETPUN
I. HEOPUEHTUPOBAHHEIE OUI'YPHI

BOPUC T'PYBEP (Boris Gruber), ITogeGpapnsr.
(ITocrymumo B pemakmmio 3/X 1955 r.)

Pabora mocBameHa axcEOMATHIECKOMY IOCTPOEHHMIO OCHOBAaHHH Tpexmep-
HOM eBKJIEIOBOM reomerpmé. B HacTOAme# mepBOM 9HacTH HCCISAYIOTCSA CBOM-
CTBA HHIOMIEHTHOCTH, NapalljIeIbHOCTY, IEePHeHNEKYIAPHOCTH, PAaBHO KaK
U clefcTBAA NATOrO mocrydara EBKInAa 0 mapasielbHBIX.

OCHOBHEIME TIOHATHAME SIBJIAIOTCA: IM04KQ, HEOPUEHMUDOBAHHOE HANDAsLe-
Hue u nepnenduryasprocms. Hamnol mape pasnmaasx Toek A, B mocTaBieHo
B COOTBETCTBHE OJHO M TOIBKO OLHO (HEOPHEeHTHPOBaHHOE) HaIpaBIeHMe,
o6o3Hagaemoe uepes ((4AB). [Ipa HampaBieHHA 2, 2; ABIAITCA, HIN B3AEMHO
IepUeHANKYIAPHBME (CEMBOI 2; | 2,), AIE HeNePHeHNHKYIADHEIMA (CEMBOI
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z;non | 2,). MHOMKecTBO BCeX TOYeK HAa3HIBAeM OPOCTPAHCTBOM M 0603HAUAEM
gepe3 P. 1@ mOBATHA YAOBIETBOPAIOT CIAEMYIOMHAM JEBATH aKCAOMAaM:
L. Cywecmsyem no mewvweil mepe o0Ha mouka U no Mewbuwield mepe 00HO
(HeopuenmuposarHoe) HANPABACHUE.
II. A + B= {(4AB) = {(B4).
II1. {(4B) = {(4C), B + C = {(4B) = {(BC).

IV. Ecau dana mouka A u nanpasaerue z, mo cyujecmsyrom mouky B, C max,
umo {(AB) = z, {(AC) * =.
V.2 | 2a=2 | 2.
VI. 2, | 2a=>2, *+ 2,.

VII. Ecau z, + 2, mo cywecmsyem 6 mouHOCMU 00HO HanpasieHue z, 04
Komopoz2o 2y | z | 2,

VIII. {(4B) | =z, {(AC) | 2, B = C={(BC) | =

IX. Ecau A &= B u z,non | z,, mo cywecmeyem mouka C, 0as kKomopoi
L(AC) = 2, L(BC) | 2,

Ha ocHOBaEME mepBEIX YeTHIpeX AKCHOM paspaboTaHO IIaBHHM 00pa3oM
TOHATHe NPAMOM, 3aTeM IpPHCOeJHHEHWEeM NalbHeHMWX dYeTHpeX, HOHATHE
nnocKocTH. VI3 meBATOR aKCHOMBL clieflyeT IATHI mocTynar EBkamma o mapan-
JeIbHEIX.

Ilpsamaa BeommTca Tax: muomcecmeo M C P mbl Hasvieaem MAKCUMALbHBLM
MHOMCECMBOM CO ceoticmeom V, ecau

1. M obaadaem ceoticmeom V,

2. ecau M CM' CP, M + M’, mo M’ re obaadaem ceoiicmeom V.
Toz0a Myl Ha3vi8aeM NPAMOE makoe mroxmcecmso p C P, Komopoe
1. codepmcum zoms 6w Cee pasauurbie MOUKWE,

2. AsasEMCE MAKCUMAADHBIM MHOHCECMBOM , u.uerowu.u Meay}owee c801UICMeo:
4,B,C,Dep, A+ B, O + D= {(AB) = {(CD).

OueBmpEO, MOOEM JBYM DPas3iI@YHBIM TOYKAM LPAMOHE P OTBEYaeT ONHO X TO
ke (HeOpHMeHTHPOBaHHOE) HaIpaBIeHHe, KOTOPOe MH Ha3HBaeM HeOpPHEHTHpO-
BaHHEIM HaUpaBIeHHeM OPAMOE p u oGosHavaem depes ((p). [Ise mpsmsie MBI
Ha3hBaeM IIaPaJJIeNbHEIMM, ecJIH WX HEeOPHeHTHPOBAHHOE HaIpaBileHHe ONH-
HakOBO. MBI HaszhBaeM WX B3aWMHO NEePHEHIWKYIAPHBIME, €CJIM HX HalpaBie-
HAA TePIeHANKYIADPHEl, ¥ HePeceKalomMUMUCs, eClIE OHHE EMEIOT B TOYHOCTH
0IHY OOIIyI0 TOUKY.

Ina 6ompmero ymoGerBa npu paGoTe ¢ MOHATHEM IPAMOM MBI 6yTeM HOIb30-
BaThCA CJIEAYIOImed TeopeMoi:

ITycmy A — mouka, z — Hanpasserue; mozda mHoxmcecmso ecex movex X, 0as
romopuix umeem mecmo usu X = A uau {(AX) = z, ssasemcs npsmoii, codep-
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acawjeil mouky A u umewwell nanpassenue z. Ilpm momomm axcmom I—IV mo-
Ka3aH PAJ TeOPeM O CYIIeCTBOBAHHE H ONPEJeNIeHHOCTH IPAMEIX.

IlsrockocTs ompenensierca Tak: mroxcecmso v C P mer nasusaem naockocmuio,
ecau

1. ono codepycum xoms 6v Ose pasauyHsle MOYKL,

2. cywjecmeyem makoe HANPAGAEHUE 2, UMO T ABAZEMCS MAKCUMANLHBLM MHO-
HCECTNBOM , UMEIOUUM CAedYBIUee C80TCMEO:

A,Ber, A + B=({(4B) | 2. (*)

Iloxasago, 9TO eca® T — IIIOCKOCTH, TO CYIIECTBYET B TOYHOCTH ONHO TaKOe
HaIpaBlIeHHE 2, 9TO T SBJIAETCA MAKCEMATIBHEIM MHOJKECTBOM CO CBOHCTBOM (*).
910 HampaBileHMe Z MEl Ha3hBaeM HEOPHEHTHPOBAHHEIM HaIpaBleHHmeM, Iep-
TDeHAEKYIAPHEM K IJIOCKOCTH T HJIHM, KOpOdYe, HaIpaBIeHWEM INIOCKOCTHE T
7z obo3mavaem dgepes ((r). Ilmockocrm 7,,7, ME Ha3EBaeM IapajilelbHEIMA,
COOTB. IEPUNEHIHKYIAPHEIME, eclm ((t,) = {(r;) coots. {(7;) | {(r5). Mu mx
Ha3HBaeM lepeceKaloIUMuCs, ecE OHE IepecexalTcs B mpamoii. Ilpamyro
p HasEBaeM NApaJIeNbHOR mimockoctd 7, ecaa ((p) | {(r). Mu HassBaeM
ee IePHeHANKYIAPHON K HIOCKOCTE 7, eciHm ((p) = {(r). M= roBopmm, d9ro
IpsAMaa’p I MIOCKOCTH T NepPeceKaloTces, eCiid OHA EMEIOT B TOYHOCTH OXEY
obmyio Touxy. JIBe mpsMBle Ha3HBAaeM CKPEIIABAIONIAMUCH, ©CIHE OHH He
JIe;KaT B ONHOHM IIIOCKOCTH.

Ncxopmnoii ToUKOH paccyKIeHmi 0 IIOCKOCTAX ABIACTCA TeOPeMa:

IIycmy A — mouka u z — Hanpasaenue; mozda mHomcecmso écex mouerx X,
Oas komopvix umeem mecmo uau X = A uau {(AX) | =z, 6ydem naockocmuvio,
codepycaweti moury A u umernwed HanpagieHue 2. '

Orcroma 3areM BHBOIATCS OCHOBHEIE TEOPEMEl CTEPEOMETPHE O CYINecTBOBA-
HAU X OTpefielIeHHOCTH IJIOCKOCTH, PaBHO KaK W W3BECTHEIE TEOPEMEI O Hapai-
JCIBHOCTY ¥ NEePHEeHARKYJIAPHOCTH INIOCKOCTEH M HPSAMEIX.

B paGore ymeaserca BEAMaEme BOIPOCAaM O CYIMECTBOBAHHNH [JIA TOTO,
9r06E MOKA3aTh, 9TO CHOPMYIMPOBAHEEIC TEOPEMEI HEIYCTHL

Résu_mé

UNE ETUDE DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE
I. LES FIGURES NON ORIENTEES

BORIS GRUBER, Podgbrady.
(Regu le 3 octobre 1955.)

Le présent travail construit, par la méthode axiomatique, les fondements
de la géometrie euclidienne. La premiére partie publiée étudie des propriétés
d’incidence, de parallélisme, de perpendicularité, et les conséquences du cin-
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quiéme postulat euclidien des paralléles. Les notions fondamentales sont
,,point*‘, , direction non orientée*) et ,,perpendiculaire’. A chaques deux
points différents 4. B est associée une direction, que nous désignons par ((4B).
Deux directions z,, z, sont ou perpendiculaires (signe z; | 2,), ou non perpen-
diculaires (2, non | 2,). L’ensemble de tous les points est appelé espace et
il est désigné par P. Ces notions accomplissent les neuf axiomes suivants:
I. I1 existe au moins un point et une direction.
II. A + B=({(AB) = {(BA).
III. {(AB) = £(AC), B + C=(4B) = {(BC).
IV. Soit A un point et z une direction. Il existe des points B, C tels que
((AB) =1z, ((4C) * 2.
Vo | zg=2, | 2.
VI. 2, | 29=>2; + 2,. ,
VII. Sott z, + z,. Il n’existe qu’une direction z, pour lagquelle z, | z | 2,
VIII. {(4B) | 2, £(4C) | 2z, B + C = {(B0) | =.
IX. Soit A + B,z non | z,. Il existe un point C tel que (AC) = z,, {(BC) |
1 2. . :
La notion de droite est construite avec les quatre premiers axiomes. En

ajoutant les quatre axiomes suivants, la notion de plan est fondée. Le cinquiéme
postulat euclidien des paralléles résulte du neuviéme axiome.

La droite est introduite ainsi: Un ensemble M C P est appelé ensemble maximal
de la propriété .V, si

1° M posséde la propriété V,

2° st MCM' CP, M + M, alors M’ ne posséde pas la propriété V.

Nous entendons par droite Uensemble p C P qua ' :

1° contient au moins deux points différents,

2° est l'ensemble mazimal de la propriété suivante:

A,B,C,Dep, A %+ B,C %+ D= {(4B) = {(CD) .

A chaques deux points différents de la droite p appartient évidemment la

méme direction que nous appelons direction de la droite p; nous la désignons

par {(p). Deux droitessont appelées paralléles, si elles ont la méme direction.
On les apelle perpendiculaires, si leurs directions sont perpendiculaires.

Avec la notion de ,,droite‘‘ on manipule avec facilité en appliquant le théore-
me suivant:

Soit A un point, z une direction; la droite de la direction z qui passe par le point 4
est ainsi Uensemble de tous les points X pour lesquels on a ow bien X = A, ou bien

*) Ci-aprés ,,direction‘‘ seulement.
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L(AX) ==z. A Taide des axiomes I—IV on démontre quelques théorémes
d’existence et d’unicité des droites.

Le plan est défini ainsi: L’ensemble v C P sera appelé ,,plan’, s’il

1° contient au moins deux points différents,

2° 1l existe une direction z, telle que v est 'ensemble maximal de la propriété

sutvante:

A, Ber, A+ B=((4B) ] =. (*)
De cette définition découle: si*z est un plan, il n’existe qu’une direction 2z
telle que 7 est I’ensemble maximal de la propriété (*). Cette direction z est
appelée direction perpendiculaire au plan 7 ou en peu de mots direction
du plan 7. Nous la désignons par {(z). On appelle deux plans paralléles, s’ils
possédent la méme direction. On les appelle perpendiculaires, si leurs directions
sont perpendiculaires. Une droite p est dite paralléle au plan <, si {(p) L {(7).

On I'appelle perpendiculaire au plan 7, si {(p) = {(7).

Pour ce qui concerne le plan, on applique le théoréme suivant:

Soit A un point, z une direction; I’ensemble de tous les points X pour lesquels
onaouX = A, ou {(AX) = 2, est le plan qui contient le.point A, et qui posséde
la direction z. ,

De 14 on déduit des théorémes stéréométriques d’existence et d'unicité d'un
plan ainsi que des théorémes bien connus sur le parallélisme et la perpendi-
cularité des plans et des droites.

Dans ce travail on concentre ’attention sur les questions d’existence.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

0 HELLINGEROVE INTEGRALU

ILJA CERNY, Praha.
(Doslo dne 6. 12. 1955.) DT: 517.65

V &lanku jsou vySetfovény nékteré jednoduché vlastnosti integrialu

]
? b .
I_Aglf_(@’!__l a variace p — var (f,g) a jejich prevedeni na Lebes-
g(x)| a
a

gueldv integral.

Integraly typu vySetfovaného v tomto ¢lanku se po prvé zabyval v roce 1907
E. Heruiwger. Pii studiu spekter kvadratickych forem nekoneéné mnoha
proménnych dospél k vyrazim, které maji nskteré vlastnosti integrala a
o nichZ soudil, Ze se nedaji pfevést na Lebesguetv integral. (E. Hellinger: Die
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Verinder-
lichen, Dissertation, Gottingen 1907; Neue Begriindung der Theorie quadrati-
scher Formen von unendlich vielen Verinderlichen, Journal f.r. u. a. Math., B.
136, 1909.) Tyto vyrazy byly nazviny ,,Hellingerovy integraly“. V roce 1912
se Hauwovr (H. Hahn: Uber die Integrale des Herrn Hellinger und die Ortho-
gonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinder-
lichen, Monatsh. f. Math. u. Physik, XXTIT, 1912) podatilo tyto integraly pre-
vést na Lebesgueovy. Od té doby nalezly integrily Hellingerova typu pouZziti
i jinde, na pf. pfi otazkich obecného vyjadieni linedrnich operdtort v nékte-
rych polouspofddanych nebo normovanych linedrnich prostorech (Kaxmoposux-
Byaux-ITunckep: (OYEKNIWOHAILHBEIE aHAIW3 B NOIYYHOPALOYEHHHEIX IpO-
cTpaHcTBax), ve statistice (H. Cramér: Mathematical Methods of Statistics)
a jinde.

Pokud vim, nebyly vlastnosti operace Hellingerova integrovani podrobnéji
vySetfovany. V Hahnové préci se v podstaté vyskytuji jen specidlni piipady
vét 1,8 a 2,1 tohoto &lanku. Hellinger i Hahn se zabyvaji integrily typu

(df()
dg(x)

a

, Pti demZ se predpoklada, Ze ¢ je spojité4 a monotonni.

Prvni kapitola tohoto 8ldnku obsahuje definici Hellingerova integrdlu vhod-

nou pro obecnéjii funkce f a g. Hahn definoval integral tak, jak jsme my v defi-
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]
nici 1,2 zavedli var (f, g). Tento postup souhlasi s na&im, jestlize funkce g je
a

spojitéd a monotonni, v jinych piipadech se vak ziejmé nehodi. Souvislost mezi
Hahnovou definici a definici 1,1 je obsahem v&t 1,6 a 1,7.

Druhé kapitola obsahuje véty o pfevedeni Hellingerova integrédlu na Lebes-
guetv se slab8imi predpoklady o funkeich f a g, neZ uvddi Hahn. P¥i dikazu
uzivam Vitaliovy véty, kterd umoznila dikaz zkritit a uéinit prehledndj¥im.

1. Definice a nékteré zikladni vlastnosti Hellingerova integrilu

Definice 1,1. Budte dény dv& (koneéné) redlné funkee f a g na (omezeném)
_intervalu <a, b). BudiZ p > 1. Necht plati tato podminka: Je-li pro dva body
x5 %, 7 <@, b) g(z;) = g(2,), je téZ f(x,) = f(x,). Oznadime pro struénost

[f(1) — f(&s)I?
M (z,, z,) =
0 ) = ) = gl
a éinime jednou pro vZdy tuto tmluvu: ,,Podilu‘ M,(x,, %,), v némz jmenovatel
(a tedy téz Citatel) je roven 0, ddvame hodnotu 0.

Pii této tmluvé mizeme kazdému déleni D ={a =z, < 2, < ... < &, =
= b} intervalu <, b) ptifadit soudet

'H:D(f’ g; -D) = Zlﬂlp(xi—la xi) D
Oznadime »(D) = max (z; — ;). JestliZe pro kaZdou posloupnost déleni
{D,}, pro niz ¥(D,) — 0, existuje vlastni lim H,(f, g; D,) — potom je oviem
n—roo

tato limita nezévislé na volbd posloupnosti {D;} — oznaéime

b
|df(z)l?

lim B, 65 D) = (p) — H(f,9) = [[or DL

n—rw

Této limité ¥{kdme Hellingerav integral p-tého stupné funkee f podle funkce g
v intervalu (a, b).
Umluva. Nebude-li tfeba ob4vat se nedorozuméni, budeme misto H,(f, g; D)

b b b
psat kratce H,(D) nebo H(D), misto (p) — H(f, g) podobné H (f, g) nebo H,
misto M,(z,, z,) symbol M(z,, z,).

b
Pozndmka 1,1. Existuje-li H(f, g), je to nezdporné &islo.
a

b z b
Véta 1,1. Existuje-li H(f,9) a jeli xze(a,b), existuji téZ H(f,g) a H(f, g)
a a z
a platt: , , .
H=H-+H.
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. Dikaz. Budiz z ¢ (a, b) a budiz { D, } libovolna posloupnost déleni intervalu
{a, £, pro niz »(D;) — 0, { Dy} libovolné posloupnost déleni intervalu (z, b},
pro ni% (D) — 0. Z posloupnosti { H(D,)} 1ze vybrat posloupnost { H(Dp,)},
kterd m4 (vlastni nebo nevlastni) limitu «. Jest

b
lim [H(D;) + H(Dn,)] = H ,
k— o

odkud pfedeviim plyne, %e « << + oo (nebot H(D,) = 0), a také, Ze existuje

z b
vlastni lim H(Dj}). Tedy existuje i H. Podobné& se zjisti, Ze existuje H. Dale je
a z

k>

H = lim [H(D}) + H(DI)] —

n—r

z b
=lim H(D,) + Lim H(D?) = H + H.

n—> n—-x
v /4 = b
Oznadeni. Existuje-li H, oznadime
a

0 pro z=a,

h(x) = 7
NH pro xe(a,b).

(Funkee % je pak neklesajici v (a, b).)

b b
Poznamka 1,3. Z existence HaH neplyne obecné existence H. Pfiklad:
a z a
Je-li f(z) = g(z) = 0 pro z =+ 0, f(0) = ¢(0) = 1, je pro libovolné p > 1

(p) — f{(f,. 9) = (p) — ér(f, g=1,

1
kdezto H(f, g) neexistuje, nebot pro kazdé déleni D intervalu (—1, 1, které
. -
obsahuje (resp. neobsahuje) bod 0, je H,(D) = 2 (resp. = 0) nezévisle na »(D).

b
Véta 1,2, Necht existuje (p) — H(f, g). Potom plati:
1. lim M, (z,y) = 0.

[z,y]—{a,a]
z>a,y>a, z+yY

2. Existuje vlastni lim M(a, x) a rovnd se lim é
0+ >0+ a
3. Je-li z, > a, z, - a a je-li posloupnost {g(x,)} omezend, existuje vlasint
lim f(z,) = A; existuje-li viasint lim g(z,) = B, je
n—>o n—co
@) — AP
lim X . —0
nres 19(@n) — B2
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SpecidIné: je-li g omezend zprava v bodé a, existuje vlasint lim f(z) = f(a +);
r—a+

existuje-li vlasint lim g(x) = g(a +), je
z—a+

() — fla +)I
lim =0.
roat 19(@) — g(@ T+
4. Je-li g(x) spojitd v bodé a zprava, je téZ f(x) spojitd v bodé a zpmva a

lim M(a, z) = 0.
z—a+
5. Je-li f(z) spojitd v bodé a zprava, je lim M(a, z) = 0. Je-li g(x) omezend
z—a+
v okoli bodu a a je-li f(x) nespojitd v bod¢ a zprava, je lim M(a, x) =+ O.

T—>a+
6. Je-li  spojitd v bodé a zprava, je i h(x) spojitd v bodé a zprava. Je-li g(x)
omezend v okoli bodu a a je-li f(x) nespojitd v bodé a zprava, je i h(x) nespojitd
v bodé a zprava.
7. Plati tvrzens analogickd torzenim 1—6, pifeme-li misto a v¥ude c, kde ¢ je
libovolny bod z {a, b). Plati tvrzent analogickd tvrzenim 1—6, piseme-li misto a
vdude c, kde c € (a, by, a mluvime-li o konvergenci (a spojitosti) zleva v bodé c.

Dikaz. 1. Kdyby tato limita bud neexistovala, nebo existovala, ale nebyla
rovna nule, existovaly by dvé posloupnosti {z,}, {#,} a &slo o > 0 tak, Ze
Tp—> 0, Yo —> G, Ty F Yn, T > @, Y > a, M(2,, 9,) > o0 Snadno vybereme
posloupnosti {%,,}, {¥,,} tak, Ze
Tng 11 < > Lngr1 < Yng > Ynxsa < Xy 5 Ynpsn < Yny
Najdeme § > 0 tak, Ze

(D) < 6= IIbI —HD) <1.

Muzeme predpokladat, Ze pro vSechna % je %, € (a,a + 0), Y, € (a,a -+ 6).
Potom Ize ke kazdému % sestrojit déleni D, majici tyto vlastnosti:

) w(Dy) < 6

b) Zpy, «ees Tago Yngs -+ o> Yy jSOU délici body Dy;

¢) mezi &, a ¥y, (v = 1, 2, ..., k) neleZi z4dny bod déleni D,.

Potom je H(D,) > ko, coz neni mozné pro vSechna k — spor.

2. Budiz & = lim A(z). BudiZ ¢ > 0. Existuje §; > Otak,Zeze (a,a + ;) =

z—a+

z b
= |H — «| < e. Existuje dale 6, > 0 tak, Ze »(D) < d,= |[H(D) — H| < e.
a a
Budi? 6 = min (&, 8,). Zvolime-li z € (a, a + 8) libovolns, existuje déleni D’
b
intervalu {z, b}, pro n&% je »(D') < 8, a |H(D') — H| < &. Oznaéme D déleni
z

intervalu <a, b), které vznikne z D’ p¥iddnim bodu a; jest »(D) < 6,. Tedy
|M(a, x) — & = |H(D) — H(D') —al <
< |HD) — HH—IH H(D)I+IH—0¢I<38



3. Predpoklédejme, Ze neexistuje vlastni lim f(z,) a budiz |g(z,)| = K pro

fn—> 0
viechna n. Z posloupnosti {z,} 1ze vybrat dvé posloupnosti {#,} a {2} tak, fe
If(xn) — f(@n)| > ¢ > 0 pro viechna n. Je vSak

If(@n) — fan)l? = M(@n, 27) . |g(xs) — glan)lP* < (2K)-1 . M(wy, 7) ;
podle 1 by pak bylo |f(z,) — f(z3)| — 0, coZ je spor.

— Al?
Necht nyni existuje vlastni lim g(z,) = B. Kdyby podil E'%%—)_—B—IJ_—I
n—rco n
nem&l limitu 0, existovala by vybrand posloupnost {2} a &slo ¢ > 0 tak, Ze
[f(@n) — AP .
Pt I ) P ro vSechna 7 .
foCes) — Bpx ~ ¢ P :
ProtoZe pfi pevném n je
|f(za) — A7 [f(@n) — f@,)IP

o) = BIE — p, Tg(@h) — g7
existuje ke kazdému n index m(n) tak, 7o @ < T < Zp & M (%) Tn) >
> p > 0, coz odporuje tvrzeni 1.

Je-li g(x) omezend zprava v bodé @, je kazda posloupnost { g(z,)}, kde z, > @,
%, —> a, omezend, a tedy pro kazdou posloupnost z, > a, z, — o existuje
vlastninlir: f(x,). Tedy existuje vlastnixl_iﬂaj(x). Podobné dale.

4. Je-li g spojité zprava v bodé a a f nikoli, jest f(@ +) =+ f(a) (f(a +) existuje

podle 3). Potom viak lim M(a, z) = -+ o0, coZ je nemoZné. Zbytek tvrzeni 4 je
z—a+

dtisledkem tvrzeni 3.

5. Necht z, > a, x, > a. Potom bud g(z,) - g(@) — v tom piipadé
lim M(a, z,) = 0 podle 3 — nebo {g(z,) } nekonverguje k g(a). V tomto piipadé

f—>0 .

lze vybrat z {x,} posloupnost {z,} tak, Ze {g(x,)} m4 limitu B =+ g(a). (Maze
byt i B= -+ 00.) Potom viak m3 itatel v M(a, z.) limitu 0, jmenovatel
limitu rtznou od nuly (event. nevlastni), a tedy lim M(a, z,) = 0. Protoze
podle 2 existuje lim M(a, x) je tato limita také rovna 0.

Neni-li f spojitd v bod& a zprava, existuji body z, > a, z, - a tak, Ze
H(z,) > 4 =+ f(a). Kdyby bylo g(z,) — g(a), bylo by
[f(zn) — J(@)}?
Ma, z,) =
8. ) l9(2a) — g(a)~
coz je nemozné podle 2. Tedy lze vybrat posloupnost {z,} tak, Ze g(z,) — B +

#+ g(a). ProtoZe g je omezen4 v okolibodu a, je B + 4+ o0, atedylim M (a, z,) +
%+ 0. Protoze lim M (a, z) existuje, je téZ =+ O.
z2—>a -+

-+ ©,

6. Staéi uzit tvrzeni 5 a 2: Je-li f spojita v bod& a zprava, je lim M(a, z) =
z—>a+
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= lim h(z) = 0 = h(a). Je-li g omezend v okoli bodu a a je-li f nespojité
z—>a+
v bodé @ zprava, ]e hm M(a, z) = lim A(z) + 0 = h(a).

T—a+

b
7. K dtkazu prvni &asti tvrzeni 7 stadi uvazit, Ze z existence H plyne existen-
a

b
ce H pro kazdé ce<a, b). Druhou 84st tvrzeni 7 dostaneme z prvni tim, Ze
e

prejdeme od funkei f(z), g(z) v <a, by k funkeim f(— z), g(— ) v intervalu
{(—b, —a).

b b
Véta 1,3. Existuje-li H, existuji pro kazdé x € (a, b) integrdly I;T a H a plati:
a a x
lim [M(z',z) + M(z,2") — M(z',2")] = 0.

T'—z—
"=z +

z b
Obrdcend: Existuji-li pro nékteré x e (a, b) oba integrily H o H a je-li uvedend
a z
b
limita rovna 0, existuje © H.
a

b T b
Dukaz. 1. Necht existuje H . Potom existuji téz H a H . Budte =,, «, takové

body, Ze z, < z < x,, %, — %, ¥, — x. Utvoime delem D tak, Ze x,, x, jsou
sousednimi body tohoto déleni a Ze »(D,) — 0. Oznadme D, déleni vzniklé z D,
pfiddnim bodu z. Potom plati:

0 = lim [H(D,) — H(D,)] = lim [M(z,, ) + M(z, ;) — M(,, 2,)] -

Nn—> 0 n—rw
2. Necht jsou podminky véty splnény a necht {D,} je posloupnost déleni
intervalu <a, b, pro niz »(D,) — 0. MiZeme se omez1t na tyto piipady:
a) z je délicim bodem kazdého D,
b) z neni délicim bodem Z4dného D,,.

b
V prvnim pripadé plyne existence lim H(D,) z existence I:; a H. Ve druhém
z
pfipadé existuji (pro kazdé n) sousedni body déleni D, — oznalme je z,, z,

tak, Ze z, < x < «,. Pridejme k D, bod «; tim dostaneme déleni D,. Z existence
Ha Ibi plyne existence lim H(D,). Protoze x, — z, , — * a protoZe

T H(D;) — H(D,) = M(z,, z) + M(x, z,) — M(x,, z,) ,

existuje podle podmmky vety ilim H (Dn) v pnpade a)iv pnpade b) je zfejmé
lim H(D,) = H + H tedy existuje H (a rovna se H + H)

Véta 1,4. Je-li | spojitd v bodé z € (a, b), g monotonnt v bodé = a existuji-li H

b b
a H, existuje téz H.
z a
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Dokézeme nejdfive toto lemmas:

Lemma. Jeli bud g(z') < g(2) < g(z") mebo g(z') = g(x) = g(a"), je
M, 2") < Mz, z) + M(z, z"). Je-li tedy g monotonni v intervalu {a,b)
a je-li D' zjemnénim délent D, je H(D') = H(D).

Dtkaz lemmatu. Je-li bud g(z') = g(z) nebo ¢(z) = g(z"), je tvrzeni
ziejmé spravné. Necht jsou tedy ob& nerovnosti ostré. Polozme na okamzik

ay= LD IE) 5 — gty — g7
9@) — ga)] 7
gy = LEL=I@ o etan) — g
o) — o) =
. Potom je |f(z") — f(z)] = | Zakbk[ < Z |ax| |6y Podle Holderovy nerovnosti
k=1
Z aal (Bl < (Z o)’ (Z BP0 ® — viz V. Jarnik, Diferencidlni potet

I 2. vydani, str 212 — dostaneme
. , If(z) — ()] f(z") — f(x)l? ]5
— < ”
") = fe )‘=[1g<x)— @ o) — g
- [lg(x) — g(=')] + lg(=") — g() H”
tedy (protoze |g(z) — g(x')| + lg&”) — g(@)| = lg(”) — g(=)))

e o [ @ — (@) 1" — fa)p N
If(x)—f(x)lé[lgx) L llg(x”)mg(x)l,_l].lmx) gla) 1,

odkud plyne hledané rovnost délenim obou stran vyrazem |g(z”) — g(z’)[?=2.

Dukazvéty 1,4. ProtoZe g(x) je monotonni v bodé z, jsou splnény podrmnky

lemmatu, volime-li 2’ < 2 < " a ', 2" dosti blizko k z. ProtozZe existuji Ha H
a z

a protoZe f je spojitd v bod& z, plyne z véty 1,2 (tvrzeni 5 a 7), ze
lim M(x'; ) = lim M(x,2") =0,

' —>z— 2"z 4

tedy podle lemmatu i lim M(2', z") = 0. Podle v&ty 1,3 existuje H
z'—z—
">z -+
Poznadmka 1,4. Vynechdme-li ve vété 1,4 n&ktery z pfedpokladd, nemusi
tvrzeni platit.
Priklad 1. Nestadi sama spojitost funkce f v bod& z: Budiz f(z) =
g(—1) =2, g(0) =0, g(1) = 3, A
glz)=2"+2a  pro ze(2n1 2n),
g(x) =21 —x pro ze(— 2" — 2771
(n=0,1,2 ...).
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Protoze

lim g(— 2 + 2) = g(2-1),
-0+

lze volit &isla z, > 0 tak, aby
lim M(— 2% +-z,, 271) = + o©.

n—- o

100
Snadno se zjisti, Ze H = H = 1.
o -1

Piiklad 2. Nestati monotonie funkee g v bodé z. Stadi polozit f(z) = |sgn z|,

0 1 1
g(x) = sgnz. Jest H = H = 1, ale H neexistuje.
-1 0 —1;

b
Véta 1,5. Necht existuje H(f, g). Potom plati:
a

1. Je-li g omezend, je i f omezend. .

2. Ma-li g konebnou variaci, md 1 f koneénou variaci.

3. Je-li g absolutné spojitd, je 1 | absoluiné spojitd.

Dikaz. 1. Je-li f neomezend v {a, b», existuje bod = € {a, b}, v jehoz kazdém
okoli je f neomezena. Kdyby pfitom g byla omezend v {(a, b, nemohly by byt
obé limity lim M (z', x), }im M(z, 2") vlastni, coz by odporovalo vété 1,2 (tvr-

T'—>r— " —r—
zeni 2).
b
2. Budiz &> 0. Existuje §d> 0 tak, Ze »(D)<d= |[H(D)— H| < e.

BudizD={a=z <z, <...<z,=0}, »(D) < 4. Potom

3 ) — oy = 3 O TGl g — gia, )5

= lg(a) — g(@ey)] 2
a podle Holderovy nerovnosti tedy

> @) — ) <
k=1

]”. [ 9z — gl » <
r=1

= Ig(xk) — g(xp_y) Pt

< [ 2 (flm) — f@ )l

1 b p-1

b
< (H-+ ). (varg)» .

a

b
Protoze se pii hleddni var f miZeme omezit na déleni D, pro néZ »(D) < 6,
a

plyne odtud, Ze f m4 koneénou variaci v (@, b) a Ze

b b ~ b
(var fyr < H(f, g) . (var g)>=1.
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b
3. Budiz &= 1. Existuje 6 > 0 tak, Ze »(D)< dé= |HD) — H| < 1.

Budiz > 0. ProtoZe g je absolutn& spojité, existuje ¢ ¢ (0, 6) tak, Ze pro kaz-
dou posloupnost z, < @, X ... X Xy < %y, bodil z intervalu <a, b, pro ni

8 8
S (o — Tey) < B, Jo . 9(a) — ()| <7. Kaidou takovou posloupnost
k=1 k=1 .

miiZeme doplnit na déleni D intervalu {a, b) tak, aby »(D) < ¢ a aby body
Zor_1, oy ZUstaly sousednimi body déleni D.
Stejné jako v bodé 2 ziskdme nerovnosti

z lf(xzk) = f(xgk_l)l é [z M(xzk_l, xzk)]]; . [z lg(xzk) o g\xzk-q)l]”_;—l g
k=1 =1 =1
SEDP.7'> S (H+ 107,

odkud plyne absolutni spojitost funkce f.

Definice 1,2. Pfedpoklady stejné jako v definici 1,1. Existuje-li konetné
sup H,(f, g; D), fekneme, Ze f mé kone&nou variaci p-tého stupné vzhledem
(D)

k funkei g (v intervalu (a, b)) a oznaéime
b
sup Hy(f, g; D) = (p) — var (f,g) .
D) a

(Pro struSnost budeme nékdy pismeno p vynechivat.)
Poznédmka 1,5. Obecnd neni Zaddné souvislost mezi existenci Hellingerova

b
integralu (p) — H(f, 9) a tim, Ze f ma konednou variaci p-tého stupné podle

a
funkece g.
1
Priklad 1. Jeli f(z) = |sgnz|, g(x) = sgn z, neexistuje H(f,g), aviak
—1
1 .
var (f, g) = 2.
—

Priklad 2. Budte f a g funkce z poznédmky 1,4, pfikladu 1. Polozme f,(2z) =
= lz|, gi(x) =g(— 1 — =) pro z < 0, g,(z) =g(1 — 2) pro = = 0. Potom

je _lél(fl, g1) =_I:l(f, 9) + {)il!(f, 9), ale sup H(f, g, D) = + 0.

Poznédmka 1,6. Naproti tomu plati: Existuje-li f.'; (f, 9), existuje 6 > 0 tak,
Ze pro kazdé z ¢ {a, b — &) plati: :r}; (f, 9) < + oo. Nebot je-li § > 0 takové,
Ze v(D)< 6= H(D) < {’:1 + 1, je pro kazdé déleni D’ kazdého intervalu

. b
{z, x 4 ) c {a, b) tim spife H(D') < H + 1.
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. b
Poznamka 1,7. Existuje-li H (f, 9) a je-li {D,} posloupnost, déleni intervalu
<a,b>,v(D)—>0D_{a—x"<x"< < axp =b}, je

"

fgﬂm%mwm

n—>w k= ka 1
Ke kazdému déleni D, miuZeme totiZ sestrojit zjemnéni D, tak, aby

n
LA

— D var (f al <—

klz

b
a jest H(D,) — H.
a

Poznamka 1,8. Necht f m4 koneénou variaci vzhledem k funkei g v inter-
valu <{a, b). Potom md f kone¢nou variaci vzhledem k ¢ i v kazdém intervalu

{a, ), kde z € (a, b), a poloZime-li v(a) = 0, v(z) = v;r (f,9) pro z e (a, b), je
a
v(x) neklesajici nezdpornéd funkce. Plati téZ% nerovnost
z b b
var (f, g) + var (f, 9) < var (f, 9) .
a z a

Rovnost pritom plati pravé tehdy, existuje-li § > 0 tak, Ze pro 2’ € (x — 4, ),
z"e (x, x + 0) je M(x’ &) S M, x) + M(z, 2"). V opadném piipadé jest

b .
v;r + var = var — lim sup [M(z', 2") — M(z, z') — M(z, z")] .
a a x —»z+

z'—z—

Piiklad, kdy neplati rovnost: Budiz f(x) = 2. Funkce g budiz definovina
takto:

n+l

g@) = 271 4 (1 — 27 »i)@ — 27%) pro me (21, 277,
g(x) =3 .21 — % (x — 277) pro zel— 2™, — 27n-1),
9(0)=0.

Potom existuji H a H a je tedyzlng.l M, 0)= '1—1>I(§1+M (0,2") = 0 (podle véty

1,2), kdezto 37 é hm sup M(z', 2”) < 8». ProtoZe [ mé konefnou variaci
z'—0—
"0+
vzhledem k g v intervalech {— 1, 05 a <0, 1), plyne odtud, Ze f m4 kone¢nou
variaci vzhledem k g i v intervalu (— 1, 1>. Zminéné rovnost vSak neplati.
« b :
Véta 1,6. Je-li g monotonnt o existuje-li H(f, g), md f koneénou variaci vzhledem
a

k g v intervalu {a, b) a jest

var (f,9) = H(f g) -
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b
Dikaz. Je vidy H(f,g) < sup H(f, g; D). Je-li g monotonni, D déleni
a (D)

{a, b, D' jeho zjemnéni, je podle lemmatu za vétou 1,4 H(D) < H(D').
Existuji jisté déleni D, tak, ze H(D,) — sup H(D). Budiz D, zjemnéni D,, pro
(D)

néz »(D;) < -?1; Potom i H(D]) = H(D,) konverguji k sup H(D) a ziroveil je
(D)

b
H = lim H(D)).

a NnN—> 0
Poznimka 1,9. Je-li ¢ monotonni a ma-li f koneénou variaci vzhledem
k funkei ¢ v intervalu {a, b), je pro kazdé x ¢ (a, )

z b b
var 4+ var = var.
a z a

Véta 1,7. Budi? g monotonnt a necht f md koneénou variact vzhledem k funker g
v intervalu {a by. Necht v kaZdém bod& x € (a b) plati: bud je funkce g spojitd
alespots z jedné strany v bodé x mebo je funkce f (oboustranné) spojitd v bodé x.

b
Potom existuje H(f. g).
a
b
Dtkaz. Oznalme H = var<(f, g). Je-li H = 0, je f konstantni v <a, b}, a
a

tedy 1 f:,l = 0. Lze tedy predpokliddat, Ze H > 0. Budiz ¢¢ (0, H). Existuje
déleni I‘) ==z, <t <.. <z,=>b)}tak, e

HWD)>H —¢>0.
Nejsou tedy vSechna &isla |g(2;) — g(z_;)| rovna 0. Lze pfedpoklddat, Ze Zadné

z téchto &isel neni rovno 0, nebot jinak bychom mohli nékteré délici body vy-
nechat, aniz bychom zménili hodnotu H(D,).

Oznadéme

o = min (% — Zr_y) -
k=1,....n

Pro strudnost vyjadiovani zavedeme tuto tmluvu: Vyrok ,,bod z je spravné
umistén vzhledem k bodu 2, bude znamenat, Ze nastava jeden z téchto p¥ipadi:

a) k=0nebok=1naz = x;

b) 0 < k < n, g je spojita zleva v bodé z;, a z < 5

¢) 0 <k < m, g je spojita zprava, ale nikoliv zleva, v bodé z, a 2 > ;.
(Je-li 0 < & < n a ¢ je oboustranné nespojitd v bodé z,, budeme ¥ikat, Ze bod =
nelze spravné umistit vzhledem k bodu .}

Dokézeme nejdiive, Ze funkce M(z', ") dvou proménnych ', 2" mé tuto
vlastnost: Oznalme 2, (k= 1, 2, ..., n) mnoZinu vSech bodt [/, "], kde 2’
(resp. 2") je spravné umistén vzhledem k bodu z;_; (resp. ), ,,je-lispravné
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umisténi mozné”; jestlize ' (resp. ") nelze spravné umistit, budiz =’ > z,_,
(resp. 2" < 2;). Potom je
*) lim M@, 2") = Uz, ) -

[#',z ]-»[xk 1,2k]
[2',2"] € 25

Predpoklddejme, ze 1 < k < n. (V piipadé, Ze k = 1 nebo &k = n ]e dukaz
obdobny a o néco jednodussi.) Uvazme nejdiive, Ze z ptedpokladu var (f,9) <
a

< 4 oo plyne, Ze f je spojitd zprava (resp. zleva) v kaidém bod& z e <a, b)
(resp. z € (@, b)), v némi je g spojita zprava (resp. zleva). Dikaz je zcela obdob-
ny dikazu prisludného tvrzeni ve vété 1,2. Odtud plyne, Ze limita itatele
M(z', 2") vidy existuje a je rovna [f(z;) — f(zx—_,)|?, nebot |f(z”) — f(z')|? ]e
spojitou funkei v bodé [z;_,, 7] vzhledem k uzavéru Q.. (Diukaz: Je-li z’
,,Spravné umisténo vzhledem k bodu 2;_,”’, je g(z’) spojitd z té strany bodu
%y, na niz leZi prvni soufadnice bodt z £2,, a tedy i f(z') je spojitd z téZe strany.
Nebylo-li mozno 2’ spravné umistit, t. j. je-li funkece g oboustranné nespojité
v bodé x;,_;, je podle predpokladd véty f oboustranné spojitd v bodé z;_;.
Podobné pro 2".)

Limita jmenovatele existuje vidy, nebot g je monotonni. Oznadme tuto
limitu y. Je bud 9 = 0 nebo y > 0. V prvnim ptipadé tvrdim, Ze M (z;_y, 7;) =
= 0. (Snadno se dokaze, Ze v tomto pripadé je f konstantni v {w;_;, z;).)
Kdyby totiz [fz) — flzm)lp =  lim  |f@@") — f(@)P> + 0, byla by

[2', 2"} > [2x—1,%k]
[x z ]s.ﬂ,,

lim M(2',x") = -+ o0, coZ je ve sporu s tim, Ze var (f, 9) < + 0. Nerovnost (*)
je tedy v prvnim p¥ipadé jisté splnéna. ‘
Ve druhém piipadé je
. lim [f(a") — f@)P _ |f(@) —f (xk—l)l”
lim M(x', ") = =
@) = g — e Ty

Tvrdim, Ze y < |g(x) — g(2¢_,)|?~2. Tato nerovnost jisté plati, znamend-li
podminka
(**) [CE’, x”] = [‘rk—la xk] > [x'> x”] € 'Qk
totéz jako podminka &' — %, +, 2" — 2, —. (Nebof z monotonie g plyne, Ze
l9(2 —) — g(@x—1 +)| < lg(x) — g(2)|.) Déle, znamens-li podminka (**) na
pt., Ze &' — 2, _y —, " — 3, —; je ¢ spojité zleva v bod€ x;_;, a tedy
y = 9@ —) — 9@y —)P7t = 9@ —) — g(Ber)|?2 £ |9(2) — g(@p—y)lPL .
Podobné je tomu i v ostatnich piipadech. Je tedy i v pripadé, Ze y > 0, splnéna
nerovnost (*).

Bodi¥ nyni &' = % [H(D,) — (H — &)] > 0. Existuje &islo7 ¢ (0, %a tak, %o
plati: Je-li [2',2"]e &, |2/ —my| <7, |27 — 3| <9, je Mz, 2") —
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— M(x_y, 2;) > — ¢'. Budiz s podet vSech téch bodt z, (k= 1,2,...,n — 1),
v nichZ je g oboustranné nespojitd. Polozme m = n + s. Budiz D = {a =
=Y <y <...<y,=0b}, (D) <n Bodu z, ptitadme bod y, bodu z,
bod ¥,. Kazdému bodu =, (k = 1, 2, ..., n — 1) pFitadme bud jeden nebo dva
body déleni D podle tohoto pravidla: Je-li g spojitd v bodé x; alespoi z jedné
strany, pfifadime bodu z; bod y; déleni D tak, aby bylo |y; — 2| < 7 a aby
bod y; byl sprévné umistén vzhledem k bodu ;. Je-li g oboustranné nespojita
v bodé z;, najdeme dva body y;, a y;, déleni D tak, aby z, — n < y;, < 2 <
<Y < % += n.

Je-li pak 0 < %, < ky < n a jsou-li ¥’ a y” body pfitazené bodim z, a x;,, je
y" < y". Dohromady je vSech piifazenych bod pravé m + 1. Srovnejme je do
rostouci posloupnosti a vzniklé déleni intervalu {a,b) oznaéme D’ = {a =
=<y <...<2z,=0b}L

Z lemmatu za vétou 1,4 a z postupu, jimz jsme body ptifazovali, ihned plyne,
Ze

H(D) =2 H(D') > H(D) — ¢'n = H — ¢,
a to pro viechna déleni D, pro néz »(D) < 5. Véta je dokdzéna.

Pozndmka 1,10. Je-li g oboustranné nespojitd v nékterém bod& z e (a, b)
a f jen jednostranné spojitd v tomto bodé (a spojita ve viech ostatnich bodech

{a, b)), nemusi fl (f, 9) existovat, i kdyz je v%.r (f, 9) < + oo. Priklad: f(z) = 0
proz < 0, f(z) = 1lproz > 0, g(z) = sgn 2. Jest v;-lr (f,g) = 1, H(D) = 1 nebho
-2-% podle toho, je-li bod 0 délicim bodem D nebo ne (nezivisle na »(D)).
Integral flll (f, 9) tedy neexistuje.

Véta 1,8. K tomu, aby f méla v {a, by koneénou variaci vzhledem k funkct g, je
nutné a stali, aby existovala neklesajict funkce u tak, Ze
a S @ <2 S b= My, %) S u(®,) — u(z,) .
Plati pak:
var (f, 9) < ul@y) — w(x,) -
. %y
. Dukaz. 1. Existuje-li takové funkce u, je pro kazdé déleni D = {a =
=y < By < oo < X, = b}
n n
H(D) = 3 M@es, m) < 3 [u(m,) — u(wis)] = ub) — u(a)
Tedy téz
b
var (1, 9) < u(b) — u(a).
a
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z
2. M4-li f kone¢nou variaci vzhledem k g, staéi poloZit u(z) = var. Z nerov-
a
@ b b
nosti var + var < var plyne ihned:
a z a

%5 2, Z,
w(®,) — u(x,) = var — var 2> var = M(z,, x,) -
a “a Zzy

2. Pfevedeni Hellingerova integralu na Lebesguetv

V' celé druhé kapitole budeme predpoklédat, ze funkce g je neklesajici
v intervalu P = (a, b).

Oznaéme A4 = g(a), B = g(b). Pro kazdé ye (A, B) definujme mnozinu
N(y) c P takto: Je-li y e g(P), budiz N(y) = E[g(x) = y]; neni-li y € g(P), budiz

z
N(y) jednobodové mnoZina, 6bsahujici prvek sup z (= inf z).
9(@)<y 9(®)>y

Budiz f funkce definovand v intervalu P, pro niz plati: g(z;) = g(z,) =
= f(x;) = f(x,). V intervalu R = {4, B} lze pak definovat funkci F takto:
F(y) = f(z), kde z je libovolny prvek mnoZiny N(y). (Specidlné: pro kazdé
zea, by je F(g(x)) = f(x).)

Za tohoto oznadeni, které podrzime v celé 2. kapitole, plati:

Véta 2,1. Necht funkce F je absolutné spojitd v R = (A, B). Potom integrdl

b
(p) — H(f, g) existuje prdvé tehdy, kdyt F'e LP(A, B) (¢ j. kdyZ konverguje
a
B
Lebesgueiv integrdl [|F'[» dy). Je-li tato podminka splnéna, je
4

b . B
(p) — H(f, 9) =Af|1"'l” dy .
a
Dikaz. 1. Budiz F' € L?(4, B). Protoze F je absolutné spojit4, je

k4
F(y) = F(4) +AfF' dy .
Je-lia < 2, < x, < b a polozime-li y;, = g(x,), ¥» = g(®,), je

Ya
' f(xg)—f(:vl)=F(y2)——F(yl)=yfF' dy .
Podle Hélderovy nerovnosti odtud plyne, ze

F(zs) — fl21)l? < |y, — walP2 . le’I” dy = |g(x,) — g(z,)?~? -yf Fpdy.
g(z)

Polozime-li tedy u(z) = [ |F'|? dy, je w neklesajici v (a,b>, a pro a < 2, <
A4 4

< z, < b plati:
M (21, 2,) S u(za) — () -
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b
Podle v&ty 1,8 z toho plyne, Ze var (f, g) < u(b) — %(a). K tomu, abychom
a

dokézali, Ze téZ
) B
H(f, 9) < u(d) — u(a) =Ale'l” dy ,

stadl podle vty 1,7 dokézat, Ze f je spojitd v {a, b). BudiZz ¢ {a, b), z < 2’ < b.
Potom
hm f(«') — f(@)] = lim [F(g(z")) — F(g(2))| =

g(z") g(z+)
= lim | [ F’ dy| -If F' dy| ;

z—>z+ 9(z)
g(z+)
je-lig(z +) = g(x), je oviem [ F’ dy = 0; je-li g(z +) > g(), je F konstantni
g(z)
g(z+)

v intervalu (g(z), g(x +)) a tedy opét [ F'dy = 0. Je tedy f spojité zprava
9(2)

v ka%dém bod& z e {a, b). Podobné se dokaZe spojitost zleva v kazdém bodé
ze(a, by.

. :
2. Necht existuje (p) — H(f, g) = H. Dokazeme, %e Lebesguetv integril
a
J |F'[» dy konverguje a Ze plati:
4

B
[IFpdy < H.
4
Kdyby tomu tak nebylo, existovala by &isla 0 <y, < y; < ... < ¥, tak, Ze

zyk 14(My) — H=12¢>0,
kde M, = E’[ye (4, B), 93y < |F’(y)l? = yk] a u(M;) znamend Lebesgueovu
miru mnozmy M,. UkéZeme, Ze to vede ke sporu.

Budiz A £ o < 8 < B a necht v intervalu («, 8) nelezi Zddny bod z g(P).
Je-li o < yy < 9y, < B, je vztah g(z) < y, ekvivalentni se vztahem g(z) < ¥a,
odkud plyne, Ze N(y,) = N(y,), tedy i F(y,) = F(y,). Funkce F je tedy kon-
stantni v (x, B) a ze spojitosti F' plyne, Ze je konstantni i v {x, §). Derivace
funkce F v bodé « zprava je rovna 0; podobné v bodé f.

\

Vzhledem k tomu, Ze g je monotonni, existuje ke kazdému ye R — g(P)
interval tvaru («, ¥) nebo (y, f) nemajici s g(P) spoleéné body. Alesponi jedna
jednostranné derivace funkce F v bodé& y je pak rovna 0. Je-li tedy F'(y) = 0
(specidlné: je-li y v nékterém M,), je pfedeviim yeg(P), a existuji body
v, e g(P), weeg(P) (k= 1,2, 3, ...) tak, Ze v, <y < Wy, U — Y, W — Y.
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Budiz y e M,. Zvolime-li w; tak; jak bylo pravé uvedeno, a uvazime-li, Ze
|F'(y)|? > Yn-1, vidime, Ze pro viechna dostateéné velka & plati vztah:
F(“’k) - F(?/) »
. Uy — Y

Odtud ihned plyne, Ze systém viech intervali (w, >, pro néi «eg(P),
Beg(P)a

F(p) —

p—
pokryva mnozinu M, ve smyslu Vitaliové (viz V. Jarnik, Integralni podet
1T, str. 172).

Polozme &* = ni K tomuto &* existuje podle Vitaliovy véty posloupnost

n

intervald J7 = (a7, 2> (1 = 1,2, ...,s,) tak, Ze plati:

> Yn-1 -

> yn-—l ’

(@) (M) < M 00 T7) + &%,

(b) J;‘nJ;}:Q pro ¢ *+ k,
(c) areg(P), freg(P),

@ ﬂT_—F‘—"‘ > Yt -

Oznadme S, = U J7, R, = (4, B) — §,. Mno#ina R,_, se skléda z koned-
i=1 :
ného poétu disjunktnich otevienych intervald, které oznadime tieba Kp-1
(k=1,2,...,7,4). S kazdym intervalem K?-1 a s mnoZinou K7 n M,_,
provedeme totéz jako difve s intervalem (4, B) a s mnozinou M,. Uhrnem
tim ziskdame koneénou posloupnost intervald J2-1 (1 = 1, 2, ..., 8,_4)-
Indukei bychom tak sestrojili:

8p—j

48] dJS]unktmmnozmyS = U J 7-i(j=0,1,...,n —1)amnoZziny R, ; =

= (4, B) — U S,_i §=1,2,...,n), pfi éemz
i=0
:u'(Rn-a' n Mn-—:l) <:u(Sn—a' n M'n—i) + e* 5
plati dale:
(II) Jr-iqn Jp-i=@ pro ¢ £ k;

(IID) J3-4 = <a?—f, Bi-15, a1-i e g(P), f1-7  g(P);
(xv) | P — Pz p
pri — o]
Podle (I) jest

Mn—a' = (M, n R amg) U Mn-—: n [(A By — —2] ==

=(M_JOR,,_,)UU(.M_5OS_,)

> Yn—j-1-
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tedy | .
WMoy =3 WMoy 0 Sps) + uM, 25 0 Rosy) <
i=0

7
<My 0 8asd) + e*.
=0

Dale: _ )
/"'(Mn—j) < yn—J—l S yn—j-—l .leu(M“‘f n Sn—z) + 8*%-1-1 <
. .
< Eﬂ(Mn—j n Sn—i) cYn—i1 + 8*%—;—1
i=0
a odtud
n—1 n—1 7
ZﬂMk) Yi—1 = Zﬂ —a) Yn—i-1 < 2 .=Z nei-l - @(Mp_; 0 Spy) + &=
n—l n—
—Eyn_l_lu U[M ni 0 8i]) + &=
n—l n—1
A'_zyn—z—llu —lnuM—J)+8<
’n—l n—1 Sn—i
ézoyn_i_l p(8ny) + &= _Zoyn—iﬂkzlﬂ(']i"i) -+ &
Celkem tedy
n—1 Sn—i
(*) Z:u ML ?/7:—1 < Z Yn—ia ZH Jﬂ_ —l— €.
Budiz D ={4 =2,<2 <...<z =B} ono d&leni intervalu {4, B),

jehoz dglici body jsou viechna &sla ap-4, fr-7 (j=10,...,n —1; ¢ =1, ...,
8,—;). VySetfujme soudet

L (z) — Flzq)l?
kk . _D —_ .
( ) 0'( ) LZ]- Izk —_ zk_llp—l
Intervaly <zg_;, 25y jsou pravé véechny intervaly J #-3; r je liché. Je-li {zgjy,
2y = J7-1, je podle (IV)
(***) |F(z2h) _ F(ZZk—l)lp
205 — Zgp— [P
Sedteme-li v (***) napfed pfi pevném j proi = 1,2,...,s,_; a pak vysledky
pro viechna j, dostaneme podle (*):
o(D) > ¥ (zox) — F(2q-)I?
T oer [P — 2y Pt
Zyolme body a = 2, < 2, < ... < @, = b tak, %e 2, — g(z) (to lze podle
(IIT)). Potom

> Yn—i-1 - (2o — Zgr—1) = Ynj_y - M(J?“j) .

>ZﬂM7c)yk—1—'6“H

;ﬁ Moy z) = 3 FO) = Pl
=1

k=1 lzk - zlc—llp_l
coZ je spor. Tim je véta 2,1 Gplng dokézéna.
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DokéZzeme nynf jesté dvé postadujici podminky absolutni spojitosti funkce F:

Véta 2,2. Budiz g spojitd (@ neklesajict) v (a, b>; necht existuje ;I (1, 9). Potom
je funkce F absolutné spojitd. ’
Dtkaz. Necht
ASy << .. S Y <y S B

a necht
05 %5 <0S S 21 <% S b
jsou libovolné body, pro néz y, = g(z). Potom je
|F(?/21.-) = F(?/ek—l)l = |f(za) — f(%k—ﬂl <
- 1 -1
= (@) — A(xgp_i)|? - |g(2y) — J(Tor—y)| 2

a podle Holderovy nerovnosti

kzllF(?/ek) — Fyp-1)l £
n 1 n -1
= [ 2 1h@a) = Brgea)7- [ 2 19@a) — g@an)l]” <
b L n »-1
& (HF, [Z (Yo — Yur—1)] 7,
a k=1
odkud plyne absolutni spojitost funkce F.

Véta 2,3. Je-lv g rostoucs funkce, pro niZ g'(x) = ¢ > 0 skoro vsude v {a, b»,
a spliuje-li f Lipschitzovu podminkw, spliuje také F Lipschitzovu podminku.

Dikaz. Budiz 4 <y, <y, < B. Budiz 2,eN(y,), 2,¢ N(y,). Je bud
2, = ¥y, tedy téz F(y,) = F(y,), nebo z; < z,, a mame:

K [
|F(yy) — Fly)] = f(@) — f(@)| S Klzg — 2] S —c-fg'(x) dz,

kde K je vhodné konstanta. Déle uZijeme zndémého vztahu (ktery plati pro ne-
klesajici g a %, < )

‘fgl(x) dz S g(xy —) — gz, +) -
Uvézime-li jedtd, Ze
gz =) = 9@ +) S 42 — U1

dostdvdme hledanou nerovnost .

K
|F(ys) — F(yy)l = -y

lys — il -
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Pozndmka 2,1. Budii g neklesajici a spojitd-Potom z véty 2,2 a 2,1 plyne,
Ze existence (p) — f g) je ekvivalentni s podminkou, Ze ¥ je absolutné spojité
aF e I7A,B). b

Z vty 2,3 a 2,1 plyne, Ze za pfedpoklada véty 2,3 existuje (p) — H(f, 9)-

Véta 2,4. Necht existuji spojité derivace ' a g’ v <{a, b) (v krajnich abodech stadi
derivace jednostranné) a mecht g'(x) + 0 vSude v {a, b>. Potom existuje (p) —
— gb(]‘, g9) a plati: \

w — Ht.0) = [T ar,

a
kde integrdl vpravo je Riemanniwv.

b
Dikaz. Existence (p) — H(f, g) plyne na pf. z véty 2,3. Oznadime-li y
inversni funkm k funkei g, je F(y) = f(y(y)) pro y e (4, B) a podle véty 2,1
dz
H = fwwww—fvmwwwwww—fo T
(substituce y(y) =z, t. j. y = g(x)).

Pezome

OB NHTETIPAJIE XEJUJIMHTEPA

WIbA YEPHEI (Ilja Cerny), Ipara.
(ITocrymmmo B pegakmuio 6/X11 1955 r.)

pegmonoskmm, 9t0 p > 1 @ 910 f @ ¢ — 7ABe (yHKOEA, OmpeAeIeHHES
B {a, b), Tarme, 4TO cuUpaBeIIABA AMILIAKANHA: §(Z,) = ¢(,) = f(z,) = f(xs).

Torpa rampomy D = {a = 2, < ; < ... < Z, = b} MO;KHO IIOCTABATH B CO-
OTBETCTBHE CYMMY °

n S V4
H(D) = H,(f, g; D) = /(@) — flany)| ,
@) olf» 9 D) 2:1 l9(z) — g(ze—y) P
npmdeM Kaxpmoe ciaraemoe B H(D), 3HaMeHaTels (CIeI0BATEIBHO, I 9ATATEIIh)
KOTOPOr0 paBeH HYIIO, clefyeT 3amenmTh Hylem. [lamee monommm »(D) =

= max (T, — Z;_,). Ecam cymecrByer Komewnwil mpepen lim H(D), To o6o-

k=1,...,n »(D)—0
3Ha49EM ero depes

~ ldf@)p
J |dg(=z)[—*

@
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b
unz (p) — H(f, 9) » mazoem uwmezpasom Xeaauwzepa. O6ozmaumM ere
a

b
(p) — vax(f, g) = sup H(D).
a (D)

b
B macroameit cratbe m3ydaworcs Herorophle mpocthe cBoicrBa H(f, g)

a
¥ HEKOTOpHIe YCIIOBHA, KOTOPHIM JOMKHEL yAOBIETBOPAT: PYHKOUH f, ¢ B KO-

b
TOpHe HeoOXOamMEI A TOro, robu H(f, g) cyliecTBOBAI; 3aTeM MCCIEAYETCH
a

. b 6 b v
cBA3b Mexny H(f, g) u var(f, g) u meron mpuseperus H(f, g) m var(f, g) & un-
a

a a

Terpainy JleGera.

Zusammenfassung
DAS HELLINGERSCHE INTEGRAL

ILJA CERNY, Praha.
(Eingelangt 6. XII. 1955.)

Setzen wir voraus, dass » > 1 ist und dass f und ¢ zwei in {a, b) definierte
Funktionen sind, fiir welche gilt: g(z,) = g(z,) = f(2,) = f(%,). Dann koénnen
wir zu jeder Teilung D = {(a =2, < %, < ... < &, = b} die Summe H(D) =

n
|f(2e) — F(2e—y)|? - : . :
= ,9; D) = ~ konstruiren; dabeisoll jeder Summand in
oA 0= 2. [a6a) — g P =" !
H(D), dessen Nenner (und folglich auch Zahler) Null ist, durch Null ersetzt

werden. Setzen wir weiter »(D) = max (z, — 2;_,). Wenn eine endliche Grenze
k=1,..,n

b
lim H(D) existiert, bezeichnen wir sie mit |df(@)l®

b
o @) oder (p) — H(f. ) wod

nennen sie das Hellingersche Integral. Wir fithren noch die Bezeichnung
b
(p) — var (f, g) = sup H(D) ein.
a ) .
b
Ich untersuche in diesem Artikel einige einfache Eigenschaften des H(f, g),
: b
einige Bedingungen fiir die Funktionen f und g, notwendige dazu, dass\ H(f,q)
' b
existiere; weiter untersuche ich den Zusammenhang zwischen H(f,g) und

b b b
var (f, g) und die Zuriickfithrung von H und var auf das Lebesguesche Integral.
a n a
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

POZNAMKA O JORDAN-DEDEKINDOVEJ PODMIENKE
V BOOLEOVYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBIK, Koice.
(Doslo dne 23. prosince 1955.) DT: 512.9

V poznamke sa vySetruje platnost zovSeobecnenej Jordan-Dedekin-
dovej podmienky pre Booleove algebry.

Znakom R(a, b) (pripadne s indexami) oznaéime retazec s najmensim (naj-
vadiim) prvkom a(b) v $iastodne usporiadanej mnozine S. Ak kardindlne &islo
retazca R(a, b) je n, nazyvame jeho dizkou &slo n — 1 (ak » je koneéné) resp.
n (ak n je nekonedné kardinilne &islo). Retazec R(a, b) je maximélny, ak zo
vztahu R(a, b) C R,(a, b) C S vyplyva R(a, b) = R,(a, b). Hovorime, Ze &ias-
toéne usporiadand mnozina S spliiuje Jordan-Dedekindovu podmienku
(v dal8om struéne: podmienku (JD)), ked plati: ak a, b € S, a < b a ak R,(a, b),
Ry(a, b) st maximalne retazce, potom oba tieto retazce maji rovnaka dizku.

Je zndme, Ze podmienka (JD) plati pre konetné moduldrne svizy (vid [1])
a dokonca pre koneéné semimoduldrne svizy (vid [2]). Naproti tomu neko-
neéné moduldrne svizy nespliiuji podmienku (JD). Podrobnejsie povedané,
platia vety:

(S) Nekoneiné distributivne svizy vo vSeobecnosii nesplituju podmienku (JD).
(Vid [3], veta 3.)

(8,) Ku kaZdému kardindlnemu &islu x, x > c') existuje 4plny a dplne distri-
butivny svaz S, s najmendim prokom f, a nejvilsim f,, kiory md tito viastnost:
pre kaZdé kardindlne &islo B, vyhovujice nerovnosti ¢ < B < w, existuje vo sviize
8, maximdlny retazec Ryfy, f,), ktorého dika je . (Vid [4].)

Dokaz vety (S,), uvedeny v [4], sa nedd pouzif pre zostrené tvrdenie, Ze
S je Booleova algebra. Pri hladani ,,hranice®, pokial aZ podmienka (JD) ne-
plati v nekoneénych Booleovych algebrich, je prirodzené zadat vyletrovat
najprv triedu takych nekoneénych Booleovych algebier, ktorych vlastnosti sa
o najviac zhoduji s vlastnostami koneénych Booleovych algebier. Je znédme,
Ze kazda koneénd Booleova algebra S je izomorfns s &iastoéne usporiadanym

1) ¢ znaéi mohutnost kontinua.
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systémom vSetkych podmnozin vhodne zvolenej mnoziny M. A. TARSKI o-
kazal tvrdenie (vid [5], resp. [1], str. 233):

Nutnd a postabujica podmienka, aby plnd Booleova algebra S bola izo-
morfnd s Eiastoéne usporiadanym systémom vdetkych podmnoZin vhodne zvolenej
mmnoziny M, je, aby Booleova algebra S bola vplne distributivna. To nas nabida
vySetrovat platnost podmienky (JD) v dplnych a uplne distributivnych

Booleovych algebrach.

Jednoduchym postupom dokézeme vetu:

(§') Nech S je nekoneénd uplnd a plne distributivna Booleova algebra. Potom
S nespliiuje podmienkw (JD).

Doékaz. Nech S je nekoneéna tiplné a tplne distributivna Booleova algebra.
Na zaklade spomenutej vety Tarského méZeme bez Gjmy vSeobecnosti pred-
pokladat, ze § je diastodne usporiadany systém vSetkych podmnoZin neko-
neénej mnoziny M.2) Vyjadrime mnozinu M vo tvare M = M, v M,, M, n
n M, = ¢, priom M, je spoditatelnd mnozina. Nech S, je ¢iastodne usporia-
dany systém vietkych podmnozin mnoziny M,. Zrejme S, je konvexny pod-
svaz svizu S. Z toho vyplyva, ze k dbkazu vety sta¢i preverit neplatnost
podmienky (JD) vo svize S,. ' '

Nech mnoZina M, je nejakym (lubovolnym) spésobom usporiadand; nech
J je mnozina v8etkych dolnych skupin Dedekindovych rezov usporiadanej
mnoziny M,. Pre kazdy prvok I ¢ J plati zaroveil I € S;; zrejme je J retazec
v §; (najvadsi (najmensi) prvok v retazei J je M, (9)). Zo zékladnych viet
o usporiadanych mnoZindch (vid [6]) vyplyva, Ze J je maximalny refazec
v S, ‘

Uvazujme dvoje usporiadanie mnoZiny M;, a to 1. tak, aby mnozina M,
bola dobre usporiadand, a 2. tak, aby usporiadanid mnoZina M, bola izomorfna
s mnoZinou v8etkych racionilnych éisiel (pri obvyklom usporiadani). Utvorme
podla predoflého prisluiné maximalne retazce J, a J, v &iastoéne usporiada-
nom systéme S,. Kardindlne &slo mnoziny J, resp. J, je zrejme ¥, resp. ¢. Tym
je tvrdenie vety dokazané.s)

Naskytuje sa otdzka, & aj veta (S,) ostdiva v platnosti, ak v nej vyraz
,>Uplne distributivny sviz‘ nahradime vyrazom ,,iplne distributivna Booleova
algebra“. Na zdklade analogickych tivah ako v dokaze predoslej vety sa takéto
otédzka d4 redukovat na otdzky, tykajtce sa len usporiadanych mnozin. Nech
f(«x) je supremum vsetkych mohutnosti mnoZin rezov v usporiadanej mnozine

2) Ciastotné usporiadanie je dané mno¥inovou inkltziou. Podobne v dalSom.

%) Lahko sa zostroji spoéitateInd Booleova algebra, ktoré spliiuje podmienku (JD). (Je
riou napr. algebra vietkych konefnych podmnoZin & ich komplementov v danej spoita-
tel'nej mnoZine.) L. RIEGER ma upozornil na to, Ze existuju nespoditatelné tiplné Booleove
algebry, ktoré spliuji podmienku (JD), & dokonca omnoho silnejsiu podmienku: Ze totiz
kazdé dva maximélne retazce st (vo zmysle ich usporiadania) navzéjom izomorfné.
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M mohutnosti «, a to pri vietkych moznych usporiada,ni\ach mnoziny M.
Aké vlastnosti m4 takto definovand ,,funkecia‘ f(x)? Ak f(x) = y, musi ku
kazdému y,, « < y; < y existovat usporiadanie mnoziny M tak, aby systém
v8etkych dolnych skupin Dedekindovych rezov mnoziny M (pri tomto uspo-
riadani) mal kardinalne é&islo y,?
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éasopis pro péstovini matematiky, roé. 82 (1957), Praha

0 KIEFER-WOLFOWITZOVE APROXIMACNI METHODE

VACLAV DUPAC, Praha.
(Doslo dne 20. ledna 1956.) DT: 519.282

Jsou vySetfovany asymptotické vlastnosti Kiefer-Wolfowitzova
stochastického iteraéniho postupu pro odhad hodnoty z = @, v ni%
regresni funkce M (z) nabyvé svého maxima. Rozli§uji se dva pripady:
V prvnim se pfedpokladé, Ze derivace M’(z) leZi mezi dvéma piimkami
8 kladnymi smérnicemi (= vlastnost V) a Ze rozptyly odchylek od
regresni funkce jsou ohraniGené; v druhém piipadsé se predpokldd4, Ze V'
plati v n&jakém okoli @, e odchylky od regresni funkce jsou ohranifené
a Ze je zndm konelny interval obsahujici @. V obou piipadech jsou
odvozeny fddové odhady rozptyli n-tych aproximaci, je zodpov8déna
otézka o optimélni volb& konstant a,, ¢, aza dodatednych predpokladii
jo dokdzéna asymptotickd normalita vhodng normovanych n-tych
aproximaci. My&lenkov$ je vzorem préce K. L. CEUNGA [7], Vv ni% se
studuji obdobné vlastnosti Robbins-Monroovy methody pro feSeni
rovnice M(z) = «.

1. Stochastické aproximacni methody

Stochastickymi aproxima¢nimi methodami se nazyvaji jisté iteradni po-
stupy, jimiz lze piiblizné Yesit tuto dlohu:

M(z) je funkce, jejiz analytické vyjadieni nezndme, kterd vSak spliiuje
uréité predpoklady. Kromé téchto piedpokladu lze ziskat dalsi informaci
o funkei M(x) jenom tak, Ze zvolime libovolné néjakou hodnotu = a k ni
experimentdlné zjistime hodnotu y = M(x) + ¢, kde ¢ je uréitd nahodné
sloZzka. Pokust miZeme provést libovolny, aviak konedny podet; hodnotu =
mizeme od pokusu k pokusu ménit a to i v zdvislosti na vysledcich pokusii
predchézejicich. Je-li z, hodnota z zvolend v n-tém pokusu, pak necht pod-
min&né rozlozeni pravddpodobnosti ndhodné slozky e, zdvisi jen na z, (a ni-
koli na pokusech piedchézejicich) a stiedni hodnota tohoto rozlozeni necht
je rovna nule.

Ukolem je nalézt co nejlepsi piiblizeni té hodnoté «, pro niz funkce M(z)
nabyva néjaké vyznaiéné hodnoty (na pf. svého maxima nebo dané hodnoty
&).
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Ulohy ¥eSeni rovnice, resp. nalezeni extrémi funkce maji popsany charakter
v mnoha praktickych piipadech, kde funkéni zavislosti jsou zjistoviny empi-
ricky. Jestlize ndhodné slozky jsou zanedbatelné velikosti, nebo jestliZe ne-
znidme pouze parametry funkce M(z), ale zndme typ této funkece (a spliiuji-li
piitom ndhodné slozky uréité piedpoklady), lze k FeSeni pouzit béZnych
method praktické analysy, v poslednim p¥ipadé ve spojeni na p¥f. s methodou
nejmensich &tverci; neni-li tomu tak, jsou tloze adekvitni stochastické apro-
ximaéni methody.

Prvni methodu tohoto typu (pro fefeni rovnice M(z) = x) odvodili H. Roz-
BINS a S. MoxRO [1].. Autofi predpokléddaji:
{H(y|x)} je systém distribuénich funkei, zavislych na redlném parametru

z; M(x) = [y dH(y|z) je regresni funkce; x je dand, © hledand konstanta;
dale plati i

c .
(A) existuje konstanta C > 0 tak, Ze [dH(y|z) =1 pro — 0 <z < + =,
-c
a budto

(B) M(z) < 0 — 6 pro z < 6, M(x)za—}— é pro z > O, pro néjaké 6 > 0,
nebo

(B,) M(z) je neklesajici, M(O) = «, M'(O) > 0.
Budiz {a,} posloupnost kladnych &isel takové, ze > a, = + 0, > a, < + .
n=1

n=1

Zvolme libovolné konstantu z; a pro n > 1 definujme

Ty = Tp + Ap(x — Yy) ,
kde y, je ndhodnd proménné, jejiz distribudni funkce pro dand z,, Z,, ...
oo Ty Y15 Yoo o> Ynoy jESE H(y|x,). Za t&chto predpokladd =z, konverguje

k O (pro n — o0) podle kvadratického sttedu a tedy také podle pravdépodob-
nosti.

J. Worrowrrz [2] nahradil (A) pfedpokladem
(A) M) = C, [y — M(x)?dH(ylz) < 0® pro — 0 <& < + ©
a soudasné zeslabiaf (B,) na
(B,) M(x) = & pro z= 0, M(x) je rostouci pro |z — 6| < 4,
inf |[M(z) — x| > 0.
o- 6|26
Za téchto predpokladi z, konverguje k @ podle pravdépodobnosti.
J. R. BuuM [3] nahradil prvni nerovnost v (A,) slab&i nerovnosti |M(z)| <
< C + Dz|,C = 0, D > 0, soudasné zeslabil (B,) na -
(Bs) M) S o pro 2 = @’a <]infI< |M(z) —«| >0 pro lib. 0<é <6
1=le- 0|6,

a dokézal, Ze za téchto predpokladi z, — @ s pravdépodobnosti 1.
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- Konvergenci z, - © s pravdépodobnosti 1 dokézal rovné# G. KALLIANPUR
[4] za phvodnich RM piedpokladii, s jistym omezenim na volbu konstant
a,. (Toto omezeni obsahuje implicitné i omezeni na funkei M(z).) Dikaz je
odliny od Blumova a umoZiiuje jako vedlej’i vysledek horni ¥4dovy odhad
veli¢in b, = E(z, — O)2
Odhady velidin b, se podrobnéji zabyval L. SCEMETTERER. V d&ldnku [5]
vychazi z predpokladi
(A2) E[(gn — )] S C=0C(2,0) pro n=1,2, ...,
(By) M(z)=«x pro =0, |[Mz) —a| > K|lz — 60| pro — 0 <z <+ ©
a néjaké K > 0;
v &lanku [6] pak vychazi z pfedpokladu (A) a
Bs) M) s xprozs 0, |M(z) — x| = K|z — O] pro |z — 0| <&, |M(z) —
— «| = B pro |z — 0| = ¢, pro néjaki K > 0, B> 0, &> 0.
(Predpoklad (B;) je slabii nez (B,).) V obou piipadech je dokdzana konver-

gence z, — O podle kvadratického stfedu a pii specialni volbé a, jsou odvo-
zeny horni ¥4dové odhady veli¢in b,. V prvnim piipadé plati

(aﬂzl _];<(x<l):.bn= (..]:_);

v druhém piipadé

1
a/,,=1;’,

bo| =

1
<a <1)$bn=o(m);
1 1
a”=-;[$bﬂ=0(]3g—zﬁ),
kde K, je uréité konstanta zdvislé na M(.), O, |z, — 6.

Pozoruhodné asymptotické vlastnosti RM methody odvodil K. L. CEHUNG
[7]. Rozlisuje dva p¥pady — ,,omezeny* a ,,quasi-linedrni*. V prvnim p¥ipadsé
vyslovuje predpoklad (A), dile
(Bo)M(z) = o pro z = 6, M'(0) > 0;

(C) inf |M(z) — x| > 0 pro kazdé 6 > 0;
|z—-©|>6

piipadnd jests

D) [y — M@y dH@R) =2 E>0 pro— o <z<-+w®,
(E) fm(?/—M(x))de(y)lw)=az>0 pro — 0 <z< 4 ®.
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1 1 1 .
~ =_nT—°’2_(1-—l-_f’) < 6<'§,kde.K
je urditd konstanta zévisld na M(.), C, |z, — 6|, odvozuje horni odhady pro
absolutni momenty B = E[|z, — @|7] viech fadd, za dodateéného pied-
pokladu (D) také dolni odhady pro S a za dodateéného piedpokladu (E).

1-¢
dokazuje'), Z%e limitni rozlo¥eni ndhodnych proménnych =% (z, — @) je

Za, predpoklad (A), (By), (C) a p¥i volb¥ a

a2
normélni s nulovou stfedni hodnotou a s rozptylem T kde x, = M'(O).

V druhém piipadé nahrazuje (A) predpokladem

(A,) M(x) je ohrani¢end v kazdém koneéném intervalu,

0 < lim inf (z)<hm sup ()<+oo

|@}—c0 x ||—>00

a vyslovuje dalsi predpoklad
F) [(y — M(z)*dH(y|r) <K, pro — 0 < & < + 0 a prondjaké sudé p > 2.

Za, predpokladi (A,), (By), (C), (F) a pii volbé a, = %, a> 3 K”’ (K" mé ob-

dobny vyznam jako K’) odvozuje horni odhady pro g, r < p a za dodated-
'ného piedpokladu (E) a za piedpokladu, Ze (F) plati pro kazdé sudé p > 2
dokazuje,!) %e limitni rozloZeni nédhodnjch proménnych n*(z, — @) je nor-

o, o2
maalnl N(O, —m) o o

Zévérem je za jistych podminek dokézéno, e veliina 2,.,, kterou dosta-
neme provedenim » krokit RM methody, je asymptoticky minimaximdalnim
odhadem 6.

Zobecnénim RM methody na p¥ipad, kdy z i M(z) jsou k-rozmérné vektory,
se zabyval J. R. Blum [8]; za dosti specidlnich pfedpokladiéi dokézal, Ze zobec-'
nénéd RM methoda konverguje s pravdépodobnosti 1.

J. KIEFER a J. WOLFOWITZ [9] odvodili (vhodnou modifikaci RM methody)

stochasticky iteraéni postup pro odhad hodnoty z = @, v ni% regresni funkce
M(z) nabyva svého maxima:

Necht H(y|z) a M(z) maji tyZ vyznam jako d¥ive; dile necht
(A") M(x) je rostouci pro x < @ a klesajici pro z > 0,

f(y— (@) dH(yl) < o* pro — o <z < +

1) Dikaz obsahuje chybu (neoprévn&né pouZiti 1. véty o stfedni hodnot$ v integralnim:
podtu); nieménd tvrzeni i zékladni mySlenka diikazu jsou spravné.
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(B') existuji § > 0, B > 0 tak, Ze
|2 — 6] + |2" — 6] < = |M(z') — M(z")| £ Bz’ — 2"|;
(C') existuji o > 0, R > 0 tak, Ze |2’ — 2"| < o= |M(2') — M(2")| < R;
(D’) k libovolnému é > 0 existuje n(d) > 0 tak, %e
|z — 6| > 6= inf M + o) — U — o)

16>e>0 €

> 7(9) -

Necht {a,}, {c,} jsou posloupnosti kladnych &isel takové, Ze
) © 0 2
¢, — 0, Za,,=+oo,2a,,c,,<+oo, z(%)<+oo.
n=1 n=1 Nn=

Zvolme libovolné konstantu «, a pro n. > 1 definujme

Yon — Yon—
Tpyy1 = Ty +an+‘;* 5
'n

kde Yan, Y21 jsou ndhodné proménné, jez pro dand x;, y, ..., Tni Y1, Yas -+
«ee» Yan—z Maji po Fadd distribudni funkee H(y|z, + ¢,), H(y|r, — ¢,) a jsou
nezavislé. Za téchto predpokladi z, — @ podle pravdépodobnosti.

J. R. Blum dokézal [3], Z¢ KW methoda konverguje s pravdépodobnosti 1;
piitom lze vynechat pfedpoklady (B') a > a,c, << 4 co. Rovné% tato methoda
n=1
byla v [8] zobecnéna na ptipad, kdy M(z) je funkce k¥ proménnych.

Naproti tomu nebyly dosud odvozeny odhady veliéin b, a (nezvrhld) limitni
rozloZeni z,; rovnéz nebyla zodpovédéna otdzka — kterou kladou KW v [9] —
o optimalni volb konstant a,, c,. Cistetné Fe¥eni t&chto problémd je po-
déno v nésledujicich odstavcich tohoto &ldnku. Pfedpoklady KW methody
jsou modifikovany tak, aby bylo mozno pouZit Chungovy myslenky dikazu.

Rozlifuji opét dva pripady; v prvnim — ,,quasi-parabolickém‘ — jsou p¥ed-
poklady (B’), (C'), (D’) nahrazeny jedinym piedpokladem

(E) Kyje—0|< | M)LK, r— 0| Pro — o <z < + ©

a je dokdzéna konvergence x, — @ podle kvadratického stiedu. (Konvergence
neplyne z diive uvedenych vét, nebof predpoklady (E’) a (C’) se navzijem
vyluduji.)

: a c 1
Pro posloupmosti {a,}, {¢} t7PM 0n = 1, 0 = o kdo = 10 > 7
jsou odvozeny horni ¥4dové odhady velifin b, a je dokdzéno, Ze volba & = 1,
y =}, kterh dévé odhad b, = O (i%) jo optimélni v nésledujicim smysla:
n
Jestlize budto « =+ 1 nebo y + }, potom existuje systém {H(y)|x)}, spliiujici
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(A7), (B') a takovy, Ye b, — 0-1( 1_5) pro ngjaké &> 0. Za dodatetného

nt
predpokladu
(F) |M"(@)] =@ pro — 0 <z < + :
je optimdlni volba &« =1, y =}, kterd dava odhad b, = 0( ) za doda:

tetného predpokladu

(G') ME+1D(@) =0, |M@+3(z)| < A%+1(2k + 1)!
pro —oo <z <+ 0, k=1,2;...

existuje k libovolnému & > 0 takové 3o, %o (x = 1, ¥ = 7o) b, = O (;11—) :
Jsou-li spln.én.y predpoklady (A'), (B’) a dale
H") o¥(z) = f (y — M(x))? dH(y|x) ]e spojitd a kladnd v né]akém okoli 6,
) pro kazdé sudé p > 2 existuje K tak, Ze
f(y-—M(x))”dH(ylx)<K pro — oo <z < +

a nastéva-li ngktery ze tii pifpadi: 1°y = }« a v n8jakém okoli @ emstu]e
spojitd M"(x) < 0, 2° y > 4« a plati (F), 3° plati (G'), potom ndhodné promén-
né n*(" ) (a: — @) jsou asymptoticky normélni se stfedni hodnotou 0 a

L 1, kde o% — o¥(®
(2m_%+y)czpro o =1, kde ¢% = 0%0),

S rozptylem St pro x <1,

m = |M "(@)[. ‘
Druhy pfipad — ohranidenych odchylek od regresni funkce — je charak-

terisovan predpokladem

(A”) M(x) je rostouci (klesajici) pro z < @ (z > 0),

M(z)+C

existuje C > 0 tak,%¢ [ dH(ylz) =1pro — 0o <z < + o,

M(z)—C

existuje omezeny interval (4, B) takovy, Ze

o 0 _[0proy = M(x),

1° ® € (4, B), 2°znon € {4, B) = H(ylx) = {1 sy M)
dile predpoklady (C’), (D’) a lokdln& (pro |z — @] < 8) vyslovenym pred-
pokladem (E’). Posledni pfedpoklad je splnén zejména tehdy, kdyZ existuje
M"(@) < 0. Specidlni tvar distribuénich funkei H(y|z) pro znon e {4, B)
neni omezenim, jestlize je pfedem zndmo, Ze O e (4, B); potom lze totiz

H(y|x) a M(x) zménit vné intervalu (A B) ve shod& s (A”") a ostatnimi pred—
poklady.

Za predpokladt (A”), (C'), (D') a (E') plati (s nepatrnou zménou) viechna
tvrzeni, dokdzand pro prvni p¥ipad; rovnéz predpoklady (F’), (G') stadi vy-
slovit v tomto p¥ipadé jen lokalné; pfedpoklad (I') je jiz obsaZen v (A”).
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V praci pouZivam téchto symbol a dmluv:
Jsou-li f(n) a g(n) > 0, n = 1, 2, ... dv& posloupnosti, potom symbol f(r) =
= O(g(n)) znadi, Ze lim sup '—— lf ()]

n—>c0 (

< + oo (muZe byt i nula); symbol f(n) =

= 0-Y(g(n)) znadi, e lim inf %)—l > 0 (miize byt i + co). Symbolu ,,0* pouZi-
vam jen, ve spojeni f(n) = o(1), t. j. lim f(n) = 0. Je-li s pfirbzené dislo, potom

n—wo )
znadim (2s — 1)!! = (28 — 1) (28 — 3) ... 3.1

Pi%i-li rovnost (nerovnost) mezi ndhodnymi proménnymi, rozumim tim vidy
rovnost (nerovnost) s pravdspodobnosti 1, aniZ to vyslovné piipomindm.
(N&které rovhosti v textu plati oviem jist&; rozliSovat mezi obéma piipady
je viak zbytetné vzhledem k tomu, Ze viechny véty obsahuji pouze tvrzeni
o stfednich hodnotéch.)

V definici 2,,, pfedpokladdm (jak se mltky &ini i ve zmin&nych praclch
o RM a KW methods), #e ndhodné proménné y, po¥adovanych vlastnosti
existuji. Tento predpoklad znamend jisté omezeni na distribuéni funkce
H(y | #) ?); k jeho splnéni stadi, aby pro kazdé y byla H(y |x) borelovsky mén—
telnd funkce z.

2, KW methoda v pFipadé ,,quasi-paraboiické“ regrese

Pro kazdé redlné z nechﬁ H(y|z) je distribuéni funkece. Regresm funkce
M(z) = f y dH(y|z) necht je konedné, rostouci pro x < 6 a klesajici pro z > 6.

Utitime piedpoklady
I o*z) = f(y — M(z))* dH(y)|z) S 0* pro — o0 <z < + ©;
(IT) Kol.fc‘—@]__é_|M’(z)}§K1|z—@| pro — w0 <z < + ©;

(02, K,, K, jsou kladné konstanty).
Necht {a,}, {c,} jsou posloupnosti kladnych ¢&isel, necht

2
¢, — 0, za-+oo Za,,c,,<+oo Z()<+oo (1)
Budiz «, ]ibovolna konstanta (nebo ndhodnd proménna, kterd mé koneéné
momenty viech ¥4dd). Pro n 2> 1 poloZme

Yan — Yona
Tpyq = Ty +an—c )
n

2) Upozornil na to O. HaNS ve svém sd&leni na IV. sjezdu &s. matematiki.
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kde ¥,, & Y2,y jsou ndhodné proménné, jez pro dand xy, ,, ..., Tn; Y1, Yas +-+»

eevs Yan—g maji po ¥ads distribudni funkee H(y |z, + ¢4), H(y |2, — ¢a), & jsou

nezavislé. ;
Véta 1. Za predpokladi, (I), (IT) a (1) konverguje z, — O podle kvadratického
stiedu.

M@ +c)— Mx—c)

Dikaz. Pro z redlné a ¢ > 0 polozme M (z) = 5

déale polozme

xo(Z) = _xl‘_{ (g) Pro z + 0, x4(0) = K, .

Vzhledem k (IT) a vzhledem k monotonii M(z) proz < @ az > O jest
K, < #o@) S K, pro — oo <z < + .
Daéle jest
M (x) = M'(x + 9) + M'(x — 94¢) = — xg(x + 90) (x + Pc — O) —
— #o(T — Bye) (x — Py — O) = — {xg(x + $1¢) + xo(x — F5C)} .
(& — 0) + {Dyxe(x — Fy0) — Dyxg(x + Fi0)} ¢ = — Ko,.(2) (z — O) +
+ Go @)
kde
o<h<l, 1=12, 2K, < Ke,c(:z;) < 2K, |G9,c(x)| <K,. (2
Jest tedy

)

L

(x — 0) My(z) = — Ko,(2) (@ — O) + olg,o(@) (z — 0) ,
— 2K (x — 0)2 — Kiejg — O| < (x — O) M (z) £ — 2K (x — 0)* +

+ Eclz— 0], (3)
0 < M=) < 2 (Ko o(x) (v — 0)* + G o(a)} <
< 8Kj(x — 0)* + 2Kjc*. ) 4)

Z monotonie funkce M(z) pro z < @ a'z > O a ze spojitosti v bodé z = @
nésleduje platnost implikace (z — @) M (x) > 0= |z — @l < ¢; z této impli-
kace a z pravé vétve nerovnosti (3) vyplyva nerovnost (z — 0) M (x) < K,c2.

Z definice ndhodnych proménnych z, plyne

2

(@psr — 0)2 = (@, — O)2 + 2a,(z, — O) Yon ";1/%-1 + a2 (yzn "; Z’/zn—).) .

Vypoétéme podminéné stfedni hodnoty vyrazi
Yon — Yon— Yon — Yon 2
Cn ’ Cn

za predpokladu z,. Pifeme-li Yy, — Yan1 = Yon — M (®n + €n)) — Yan—1 —
— M(z, — ¢,)) + (M(z, + ¢,) — M (2, — ¢,)), dostaneme

E[?f_z;c_y_z_ | z] — M. (a),

n
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a vzhledem k nezévislosti ¥y, Yon_1
- 2 2 —
E [(Z/zn = yzﬂ-l) l xﬂ] — o (xn + Cn) :; Gz(xn cn) + M%“(xn) .
QOdtud a v dalsim radku postupné dle (5), (I) a (4):
E[( n+l T @) Ixn] =
2 o .
= (B — 0" + 20, (0, — 0) Mo(an) + a3 T T o) £ Mo =) 4 pingy () <
< (@, — 0)* +2K,a,c2 + 2&%,%0;2 + SKfaf,(x:, — 0) + 2K%a2c2. (6)
Oznadime-li jako b,,; nepodminénou st¥edni hodnotu
E[(#ns1 — 0)%] = E[E[(%s1 — O)f2al]l, (b = E[(z;, — O)?]),

dostdvame

bn+1_§%xbn+wn: n=12..

kde
=1+ 8K3a2, w,=2K,a,c: + 20%c;® + 2K3alch .
Odtud
buin = by l_[ 0 + Z Wy H g, n=1,2, ..., kdesymbol [ [ g,znad 1. Dle pfed-

k=1 J=k+1 j=n+1

pokladu z a, konverguje a tedy také 1_[ ¢: konverguje; z ostatnich pfedpokladi
n=1 k=1 3

O @y, Cy VypPlyVa, Ze také > w; T1 g¢; konverguje. Jezto g, > 1, jest

k=1 J=k+1

baa b [T+ Sw [] g, t§ .<B, n=12... ()
k=1 k=1 i=k+1
Ze zndmé nerovnosti E[[z|]] < V?zz] plyne: '
E[le, —O[1<B, =n=12,.... (8)

Z rovnosti (6) dostavdme pouZitim pravych vétvi nerovnosti (3), (4):

E[(%ps1 — @)2|xn] < (% — @) — 4‘Koa’n(xn — 0)* 4 2K1ancn]m,, = @l +
1 20%alc; t + 8K2a2(x, — @)% + 2Kaich (9)

Utvotime-li na obou strandch stfedni hodnoty a uz1]eme-11 (7), (8), dostaneme
b1 b, +w,, n=12,..., kde ¢q,=1—4Kga, w,=2K,Ba,.c, +
+ 20%2c;% + 8K2B%?2 + 2K2a2c2. Pro viechna n =>m, je q,, >0 (neboﬁ

@, — 0). Necht N > n,; indukei se snadno ov&H, Ze b,,; < by H 7 + Z w}, .
. 1_[ g, n=N,N + 1, .... Z (1) plyne, Ze 1_[ g, diverguje k nule (pfi tom sou-
J=k+1 k=¥

&iny [ [ ¢ jsou vesmés nejvys rovny 1), a %e > w;, konverguje. K libovolnému
jok+1 K=&
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&> 0 zvolme N, = n, tak, Ze Z w, < &, a n; > N, tak Ze nqk iB"
=, k=N,

potom b, ., < & pro viechna n _Z n,. To jest, lim b, = 0, c. b. d.
Nn—>0

V dal§im budeme vyZetfovat rychlost konvergence b, — 0. Omezime se
na piipad, kdy konstanty a,, ¢, jsou typu

a c
Cp = —

O = e’ e

(10)
Z (1) vyplyva: _

3<a<ll, l—a<y<a—1%, a>0, ¢>0; (1)
jestlize « = 1, pak budeme piedpoklidat, Ze

1 ¥
> - . (12)
0

K rédovym odhadém velidin b, pouZijeme nasledujicich lemmat, kterd odvodit
Chung [7].

Lemma 1. Necht {b,} je posloupnost redlnych Gisel; pro vdechna n = n, mechf

platt
c ¢
b < (1 _ ﬁ) B o | (13)
kde 0 <s<1l,8<t c>0,c¢ > 0. Potom
lim sup nt-b, <— (1)

Lemma 2. Necht {b,} je posloupnost redlnyjch &isel; pro véechna n = n, necht
plati

I

(1)

bn+1<(1__‘)b +np+1:

-kdec>p>0,-c'>0.Potom

¢’ 1 1
i+ O+ ) (16)
Lemma 1 plati i tehdy, zam&nime-li v (18) a (14) soudasn& ,, < na ,,=>“

a,,lim sup“ na ,,liminf*. Lemma 2 platiitehdy,zaménime-li v (15) a (16)soudasné
n—c0

,,S“ na ,,>“. Na tato tvrzeni se budeme odvoldvat jako na lemma 3, resp. 4.

DokéZeme nyni

' vétu 2, Za predpoklada (I, (II) a (10), (11), (12) platé
1 ,
0(;"2—7'), kdyzy<}oc,
,' 0(,,;%,—,), kdyE y > do .

56



Poznimka. Piipad y < }o muZe (vzhledem k (11)) nastat jen tehdy, je-li
4
<a<ll

Dtkaz véty 2. Utvofime-li opét stfedni hodnoty na obou stranich ne-
rovnosti (9) a uZijeme-li (7) na predposledni élen vpravo, dostaneme

4K .0 2K ac 202a%c2
b S (1 - n: )bn +_’E‘;%7 E[]xn—@l] =t DEiEy =}
8K2B%a? 2K2%q2c? ,
+ = ;2“ n201t+2'y . (17)
Plati nerovnost :
Eflz., —Oll= [ |2.—06|dP+ [ |z2,—0]dPZ
[Zn—O|=e, |Zn—O|>ep i
< &, P, — 0] < &,] + sl f (x, — @)2dP < &, + glb,, (18)
ﬂlzn—9|>3n "
. . 2K ¢ ,
pro libovolné &, > 0; poloZme &, = S (0 < e < 4) a dosadme do (17).
0

Pro n > ny(n) dostévame
< (1 _ (41_—_>_{f_) b, 4 KK ea0t | (24 1) ctate?

bn+1 == ne nat+2y n2a—2y 4

kde 7 je libovolné kladné é&islo. »
Posloupnost {b,} ziejmé vyhovuje pfedpokladim lemmatu 1, resp. 2. (Jezto
a> 4% dle (12), I1ze volit ¢ tak, aby (4 — ¢) K,a > Max (2y, 1 — 2y).) PouZi-
0
tim téchto lemmat plyne tvrzeni véty 2.

s

o 7o ... a _c 1  nald
- Véta 3. Plati-li (1), (1) a je-li a, = o c,f = o o> i) potom b, = O(;;) .

Tato volba {a,}, {c.} je optimdlni v ndsledujicim smyslu: Jestlize a, = :—a, , .c" =

n

== % sphitujt (10), (11), (12) a jestlize budto o’ + 1 mebo y" =+ %, potom existuje

nt-*

Dukaz. DokéZeme, Ze pro kazdou pripustnou dvojici «, ¥ existuje systém
{H(y|z)}, pro n&j% plati tvrzeni v&ty 2 i tehdy, nahradime-li symbol ;,0* symbo-
lem ,,0-*‘. Tim bude dokizéina i véta 3.

1) Necht y > }«. Uditime pfedpoklad ,

(@) 2 02>0 pror —w <2<+ 0. - (19)
Vyjdéme z rovnosti (6). Pouzitim (19) a levych vétvi nerovnosti (3), (4) do-
stdvime :

systém (H@yla)}, splivjics (), (IT), pro ndj% b, = O~ (L) ke & > 0.

E [(xn+1 - @)2Ixﬂ] g (21,, - @)2 - 4K1a,.(x,, - @)2 -
— 2K,a,¢,|2, — O] + 203a2c;2;

nn 2
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odtud

200a c—2
nZa—ﬂ'y :

bn+1 .Z— (

Poloiﬁle_ v nerovnosti (18)

o Eflz, — O] +

L) 5o — 2 (20)

sola

2K.c*ny ’ 0<s<3,

& ==

a dosadme do (20); dostaneme

2pde—15—2
By > (1 4K + Zf’flc e 1o;

(2 — &) o2a%c?
n2a—2y

3

Jou +

1
nebof « + 2y = 2x — 2y. Dle lemmatu 3 resp. 4 jest b, = O~ (na—zy) .
2) Necht y < }«. Necht {H(y|z)} je systém takovy, Ze

— — @)2 S@,
M@ ={" 6" 0k e 536 1)

Predpoklad (II) je zfejmé splnén s konstantami K, = 1, K, = 2. Pfedpoklad
(I) necht je splnén s konstantou o% = 1. Necht pro jednoduchost

©=0. - (22)
Vyjdeme-li z rovnosti (6) a uZijeme-li pravé vétve nerovnosti (4) a odhadu
véty 2, dostaneme snadno nerovnosti

9 2,2
buss < bn + o B[ Mo (n)] + SO s mgla), 1> 0, (23)
bpiy = bn + n_z_: E[x, Mo (x,)], n=12,.... (24)

Odvodime nejprve nerovnosti pro E[z,M cn(x,l)]; Pro z reilné a ¢ > 0 jest dle
(21), (22):

— 4z pro z< —e¢,
M (z) = %x’—?,x—{-%c pro —c<z<ec, (25)
— 2z pro z=>c;
— da?
2 M (x) = %xs — 322 + -;— cr ¢ < — 22 4 2 (26)
— 222
dale
oM (@) = — 4a? + 2? (1 + %x) @) +iear (@) + 20 (@)
kde 2. &len vpravo je = 0 a 4. &len je > -}x’x (=) g %czx (x) ; odtud
oM (z) 2 — da® + Jory, gﬁ)}”mw A (21)
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Z (26) a (27) vyplyva
62
E[ngc,.(xn)] é - 2bn + ;'%‘27 ’

B[z Mo, (2a)] = — 40 + 5 E[xn]

Dosadme (28) do (23); jezto & + 2y < 2x — 2y, dostaneme

na+2y

, .
bn+1§(1_:_z)bn +(iﬂ)—gc_ PI'O n>n0(77,)’ n’>0'

»

Vzhledem k libovolnosti " > 0 jest dle lemmatu 1 (2):

3¢ proa<l1,
2ac?
40 — 2y

1 2
h?jilpnyb"é =gqge* pro a=1.
Jeito 3 < ¢ < 1 (nebot y < 1 < a), je v obou piipadech |

e L
n v P Oq ,q q &

=n2

Z CebySevovy nerovnosti plyne

c b n2y ’ ’
i 2 5] <2 <00 fllml < ] 21— 0 =2
pro n > ny(q’). Z definice ndhodnych proménnych z, pak vyplyva

E[#n] = El@a] + = E[M eal®a)] -
Dle (25) jest M, (z,) = — 3z, + Cnx (xn) ; 8 pouzitim (30) ]est

(=€ Cn)
B, (w,)] = — 3E[] + 2°
[ 0,.(3:1:)] = [xn] + '2_77)',
pro n > m,(q’'). Dosazenim do (31) dostaneme

Egne] = (1 - 3—“) 2] + 222 pro > mlg)

Dle lemmatu 3 (4) je

ip'c pro o < 1,
.= 17
ln::ffn? Elza) 2 32——? m; >1lpc prox=1.

V obou piipadech tedy

p'c
E[x,] > Ty
pro n > n, (n&jaké). (32) umoziiuje zpfesnit nerovnost (29):

p'c
E[xﬂMCn(zn)] > 4b + 14,",2.),

(28)

(29)

(30)

(31)
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Ppro n > n;. Dosazenim do (24) dostaneme
p'ac’
bn+1 = (1 - —) b + e 7n¢+27
Pro n > n,, a dle lemmatu 3 (4)
P - »
lim inf 276, > =~ >0, t. j. b,=0 1(n27) :

n—-0

Obor ¢&isel y, pro néz b, = O( ! ) lze roziifit pripojenim daliich pred-

pokladt o"funkei M(z). Uéiime piedpoklad

(III) |M"(z)] £ @ pro — o < z < + o0 a pro néjaké @ > 0.
Potom plati:
Véta 4. Za predpokladi (1), (II), (III) a (10), (11), (12) jest

Zejména tedy plati b, = O (%) pro a, = %, Cpir= E’ m Tato volba
konstant a,, c, je optimdlnt v ndsledujicim smyslu: Jestlite {a,}, {c;} splriugi
(10), (11), (12) @ jestliZe budto x’ + 1 meboy’ + 1, potom existuje systém {H (y|z)}
splriugict (1), (IL), (III), pro n&jZ

1

bn=0-1( ;) kde ¢ > 0.

ns

Dikaz. Pro z redlné a ¢ > 0 je za pfedpokladi (II), (IIT)
M (z) = 2M'(z) + §c* {M"(x + Dic) + M"(x — $0)},

b. j.
'Mc(z) - 2"6(2;) (Z - 0) + c2Qe o(z) )
kde :
|Q6,.(@)| < 2. (33).
Odtud
(@ — 0) M (@) < — 2Ky(x — O)® + 3Qc* |z — 6)] . (34)

Pouzijeme-li v rovnosti (6) nerowvnosti (34), (I), (4), utvofime pak st¥edni
hodnoty a pouZijeme (7), dostaneme '

b < (1 - 2o, + 1, g 4 EEDIIT (a5
pro n > n4(7), n > 0. PoloZme v nerovnosti (18)
2Qc?
0= 3K endr
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kde 0 < & < 4 je takové, e a > 1. a dosadme do (35):

(4 —e) Ky
4 —¢) Ky £Q?°K e tact (2 + 1) o%atc?
bn+1 g (1 ._ ne : b“ + £ nmo+ 4y + n2a—2y

Pro 1> ny(), 7 > 0. Lemma 1 (2) déva pak vysledek.

Diikaz optimality provedeme struéng; je obdobny diukazu v&ty 3. Pro
¥ = }o stadi opét predpoklad o%(z) = 62 > 0 pro — © < z < + o k tomu,

aby b, = 0‘1( 1 ) Pro y < 1« polozme (jest @ = 0)

ne—2y
' — L2 +2* pro |2|<d (L>0, 0<3d<]),
M) = "
— Lz pro |z] =1
a pro § < |#| < 1 definujme M (x) tak, aby pro viechna z byly splnény pred-
poklady (II), (III) a pFedpoklad monotonie. To lze na pf. pomoci Lagrange-
Silvestrova interpola¢niho polynomu a vhodnou volbou L > 0. Pro |z| + ¢ < 3,

¢ >0, jest
: M (r) = — 4Lx + 62 + 2¢%. (36)

Dalsi krok diikazu se opiré o lemma 5, jez bude dokdzdno pozd&ji; pfedpoklady
tohoto lemmatu necht jsou splnény. Potom

E [z Mo (2)] = f 2 M (2,) P + O (7%)
|zn] <0

pro libovolné é > 0 a ¢ > 0; obdobny vztah plati i pro E[M., (x,)] Odtud
a dle (36) plati pro 0 < d, < 43 a ¢, <, (t. j. pro » > ny(d,)) =

E (@M (2,)] = — 4Lb, — 63,5, + 262 E [z,] + O (7%) ; (37)

' 1
E[M.,(2,)] = — 4L E [z,] + 2¢2 + O (7_{“) )
Dosadime-li posledni nerovnost do (31) a pouZijeme lemmatu 3 (4), dostaneme

02
E [%,] Z 3Intr

pro . = n,. Tuto nerovnost dosadme do (37), a (37) do (24). ((24) i (31) plati
obecné — pokud @ = 0). Lemma 3 (4) pak dava
1
b, = 07 (W) :
- Uditime koneéné pfedpoklad
V) ME+O) =0, |ME+(z)] < A%+1(2k 4 1)1
pro — o <z < + 00, k= 1,2, ... a pro ngjaké 4 > 0.
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Vita 5. Za predpoklads. (I), (IT), (IV) & (10), (11), (12) platt

pom0 (5.

Poznimka. K libovolnému &> 0 lze tedy volbou a,,=%, Cp = —

nte’
1
a> E doséhnouti toho, Ze b, = O ( ) s
" Dikaz véty 5. Budiz z redlné a 0 < ¢ < ——V: Potom
M(x +c) = 2 M(k)(x) , M — c) Z i 1)k M(k)(x)
jsou absolutné konvergentni fady a je tedy
4= By 20~
{ 2e(@) + 2 Z Gy M (0 + oo — @))} ( — 6),
kde
2 i <9 % AT =24 T c?4z| < 443 (38)
P B oo T—cd < ’
Odtud '
(xn - 0) Mcn(xn) g - (2 - 77) Ko(xn - @)2 (39)

Pro > my(n), 0<n<2.
Pouzijeme-li (39) v rovnosti (6), dostaneme obdobné& jako diive

b (L — =iy 84 o

nda—2y

pro n > ny(n’, 47"), ' > 0, " > 0, odkud plyne vysledek.
Za jistych dodatednych pfedpokladi lze dokéizat asymptotickou normalitu

nédhodnych proménnych z,. K tomu cili odvodime nejprve ¥4dové odhady
absolutnich momenti g = E [z, — ©|r] vSech ¥adi.

Vyslovme predpoklad
(V) pro kazdé sudé p > 2 existuje K, > 0 tak, Ze
J(y — M()»dH(ylz) < K, pro — o<z <+ ®.

Vi&ta 6. Necht platé (I), (IT), (V) @ (10), (11), (12). Nastdvd-li jeden z pFipads
1°9 > 1w,2°y = ix a platt (L), 3° plati (IV), potom AP = O ( 1 )

3
E(a—Zy)

)
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e ; 1
pror =1,2,... (40); jestlize 4°y < lu, potom B = O (ﬁ) pror=1,2,...;

jestlize 5°y < 1o a plati (III), potom B = O (nzlry

)pror: 1;2;.:.

Ditkaz. Uvazujme pfipad 1°. Pro r = 2 plati (40) podle véty 2. Budiz r > 2
sudé. Vyslovme indukéni pfedpoklad:
i
lim sup n

n—0

® < B, pro f_2<t<r—2
a pro néjaké B, > 0. Z definice ndhodnych proménnych z, vyplyva

(#n4r — @) = (% — 4 angﬂ‘_c“yz”’;l) 3

n

odtud
=0+ Bl — O M@ + 3 (1), @
kde
2 1
= a,,i E[((L'n _ @)r—t (y%- _cyzn—l) ] .
Jest
27 20—2
Jy < a2 Elle, — )+ (20% + My )] < T80 DBrs
nT(“—27)
8K a? 2K2a?c? B,_ (2 + ') B, 02a20—2 8K?2a?
(r) 1 " 2 r—2 ()
= B = 2” P i Pn (42)
# n

pro n > ny(n’), n’ > 0. (PouZili jsme (4) a indukéniho pFedpokladu.) S pouZitim
(2) a nerovnosti |a + b + ¢t < 3¢ (|a|* + ||t + |c|!) odhadneme vyraz

E [ Yon — Yon— !

Zde K, pro t liché, ¢ > 3, zna&i konstanty, je% ohraniéuji momenty [ |y —

x,,] < 2.3 K cqt + 3¢ | M, (@,)|' < 2. 3K ot +
+ (12K, — Ot + (6K,)'ct. |

— M(x)|*dH (y|z); existence téchto konstant plyne z (V) a z Ljapunovovy ne-
rovnosti.
Odtud pro 3t < r— 2

]J ] < (2 -+ 77)t 32Ktatc_ . T‘Btr—t (lzK)tat ﬂ(,,) < (2 +"7)tBr;—t3tha'tc—t +
nE= n%‘(u—z/) n'= LETTEW)
(12K) at
—
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pro n > ny(n), t. j.

=0 [———) + 0(%) By (43)
nia+5(“—2y) e .o

Snadno se zjisti, Ze odhad (43) plati i pro J,_, a J,. Dle (2) jest
E [(Z,, - @)r—-1 Mcn(xﬂ)] é — 2K0ﬁ:) -+ chnﬁ;r—l) .
Plati nerovnost

By < eafly ™ + 87 (44
> P ‘
11
pro libovolné &, > 0. Polozme ¢, = 1&%#” kde ¢ > O volime tak, aby
(2 — &) Kya > } — y; to lze vzhledem k (12). Dostdvime
2K ~-1o—1
Bz, — O)—1 M, (@) S — (2 — o) Keflp + S8 po-w;

odtud
‘ - 2K-1B, e lrac?
ra, E[(x, — @)1 M, (z,)] < — (23__)_K07‘_a o + KIK'B,_,e'rac

ne 47+§(a—2v)
n

. (45)

Dosazenim (42), (43), (45) do (41) dostdvame (vzhledem k tomu, Ze 4y > )

(;) (2+7') B,—yo%ato~+ KK B, _e~irac?

9.1 - B E g, :
o ] n* ‘ ats(a=2y)
e

' (46)
pro n > ny (', 1"), 5" > 0, " > & > 0. Odtud vyplyva
lim sup #F 77 pw < B,

N—>c0

pro néjaké B, > 0. Konelné ze znimé nerovnosti (vynechdvim index 7

e =
(Br-vy -1 < (B
plyne (40)iprot=r —lat=1.

V pripadé 2° plati (40) pro r = 2 podle vty 4. Pfedchozi dikaz lze pak opa-
kovat s tim rozdilem, e pouZivime vztahl (33), (34) misto (2), (3). Vysledné
nerovnosti (42), (43) plati beze zmény; v (44) polozime
. = 10
posledni élen v (45) pak prejde ve vyraz

1Q*K;1B,_,elract

.
by +5(*-27)
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Jezto 6y = «, plati opét (aZ na konstanty v &itateli 2. &lenu) nerovnost (46)
a tim i odhad (40).

Rovnéz v piipadech 3°, 4°, 5° 1ze ditkaz provést obdobné jako v piipadé 1°,
s plisluSnymi zménami. .

Disledkem véty 6 jest:

Lemma 5. Za pfedpokladi (X), (II), (V) @ (10), (11), (12) jest

f jan — O]7dP =0 (l)

na
&0 — 0] >8
pro kaZdé 6 >0, r=0, ¢>0.
Diukaz.
: lw, —Olrdp < 6t [ |z, — O|r+tdP < 8-180+ =
|2, — O] >6 |2y~ O] >0 .
1 1
e >
0( ’l”(a-zy)) proy Z s o,

— n 2

0 1 1
W PI'O y < ‘4_ % -
Nyni stadi volit ¢ tak, Ze

r+1

- (0 —2) =g, resp. (r +H)y=29.

Utitime predpoklad :
(VI) funkee o%(x) je spojitd v bods O; ¢%O) = o > 0.

Nyni jiz miZeme piistoupit k dikazu asymptotické normality ndhodnych
proménnych z,.

Véta 7. Plati-li (I), (IT), (V), (VI) @ nastdvd-li jeden z pFipadi 1°y > }x
a v néjakém okoli bodu O existuje spojitd M"(x) < 0, 2°y > ix a plati (III),
3° platt (IV), potom limitnt rozloZeni ndhodmnijch proménnych n3 -2 (z, — O)
o6 coal
St prox<<1,resp. ( 2m

je mormdini se stiedmd hodnotou 0 a s rozptylem
pro « =1, kde m = — M"(O).
Poznédmka. Na rozdil od véty 6 neni ve 2° zahrnut pfipad y = }«.

Dtkaz véty 7. Oznadme b? = E [z, — O)], r = 1,2, ...; tedy b? = b,.
Jak zndmo (viz na pf. [10], str. 111—112), staéi dokazat, Ze

0 pro r = 2s — 1,
r 0'26(1 # % 1 " o
lim nE(a:—w) b,(,;’) — 2—’)11,62 ( = ) pro r = 28, x s
n—m 0Bl #
2s — ! == 23, =1 R
(=g ara) o0t o r=2e

s=1,2 .... (47)

65



1) UvaZujme nejprve ptipad 1°. Necht z + ¢, x — ¢ (¢ > 0) néleZeji do

intervalu; v némz existuje M"(x). Potom jest
M (x) = 2M'(x) + dc{M"(x + 9y¢) — M"(x — 9y ¢)},

kde 0 < 4; < 1,i = 1, 2. Jak plyne z 1°, je M"(x) stejnomérné spojité v néja-
kém uzavieném intervalu ( ® — §, @ + §); existuje tedy k libovolnému
7 > 0 &islo 0 < §; < 0 tak, Ze ,

(Jlt —O0| L6 —6,, 0<e<é)=3 | M"(x + die) — M'(x — 9y0)| < 77
Déle jest M'(x) = M'(0) + (x — @) M"(O) + o(|Jx — 6)|), M'(O) = 0; existuje
tedy 8, > 0 tak, Ze |z — 0| < 6, = |M'(x) — (x — @) M"(0)] < In|xz — O|.

Polozme §, = Min (6 — &y, J,). Celkem pro [z — O] < 6,0 < ¢ < §, dostdvame
M (x) = — 2m(z — O) + 7P (@ — O) +nPc, (48)
kde m = — M"(0) a P, n® (a v dalsim @, n®) znadi funkce z (a také c), pro

néz @ <y pro |z — 6| L4, i=1,2, 3,4 Pismena 7, Tes - Tt znadi
v dalsim &sla (mohou byt i nekladnd) takové, Ze |n| <%, 1 =1,2, ..., 1L
Tvrzeni (47) dokédZeme nyni indukei. V celém diikazu budeme predpoklidat,
Ze ¢, < 0y, t. J. Ze 1 > my(6y).

2) Necht r = 1. Dle (31) jest b2, = b + a,E [M, (x,)]. Dle (3) a lemmatu
5 a ddle dle (48) jest

E M, ()] = f M. (z,)dP + 0 (7%) —_om f (@, — @) dP +

[EAC A |2n— 6|3,
+ f 2, — 0) dP + c, f 72 dP + o(;_q) _
|‘tn - 9[_5_(5, ]mn“ @léé,

1
= — 2 + B2 + men + 0 (5g).
Odtud a dle véty 6 je pro dostatedn® velkd n

B, (1_2_"'23) B 4 nsBya + 1o +o(i).

nx nex+3(a-2y) nety n

Jezto }(x — 2y) < y, jest
bk, < (1 - E@) 6] + 7(Bia +ac + o(1))

ne+Ha-2y)

Dle lemmatu 1 (2) (posledniho smime pouZiti, nebof m => K, a a > — dle

tLKo
predpokladu)
B, +¢) By +c)a
Him E(a-29) |pm 77(__ . i I B! i
’Hs;lpn » o] < o resp me—3+7
a vzhledem k libovolnosti n > 0 )
lim n¥-2)p0 = 0 . (49)

n—oo
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3) Necht r = 2. Necht 6, je uz voleno tak, Ze také
[v — 0] < 8 + 8, = |o*=) — do| < 1. (50)

Podle (6) jest
2
buas = by + 20, [(2, — 6) Moy (zn)] + -2 E [03(z, + 60) + 02(@n — ca)] +
+ Q3 (M2 (@,)] = by + 2,8, + 22 B, + a3, . (51)

n

Podobng jako ad 2) dostdvime
By = (@ — 6) M. (z,) dP + 0(,—:;)= —om [ @—0rdr+
o - B[ =90 |20~ ©] <3,
+ 0@, — 02dP + o, [ 72— 6)dP +0 (nl) —
|#n~ €] =6,
e oft)
nq

PP
s
4
" pyida-2)

1
= — (2m + 1,) by + 7Ca P +o(n_q — —(2mtnyb
1
{0%@n + ¢,) + 0%z, — c,)} AP + O (n—) = 2% +7,+0 (n'l")

E,=
[en— 6]=6,
koneéné dle (4) jest By = o(1). Dosazenim do (51) dostaneme
. (4m + 2m,) a (206 +7,) a%c~?  2y,Biac + o(1)
bn+1 = (1 - —nT— bn _I' 7&2“_27 + n%“ -
Vzhledem k nerovnosti 2x — 2y < 3« a vzhledem k libovolnosti 7 > 0

obdrzime pomoci lemmat 1 — 4:
2
Oc
pro a <1,
lim n*-2%v b, = 272"’6: (52)
n—>00 Ol .
| @na—3Tpe 0T
4) Necht r > 2. Pro r > 2 plati (srv. (41))
bn = bn + ra,E [(z, — O)r-1 M, (x,)] + > (:)J, 5 (53)
t=2
kde
— t
J, = atE [(x" — @)t (@%) ]
Podobng jako ad 2), 3) odvodime
El(x, —O) 1M, (x,)] = — 2m (z, — O)r dP +
|2n— B]<3a
+ [ e —6rd+e [ 2@ —0y1drt0 (ni) =
[z~ ©]=6, |2, ©|<8,
-Br B,-_ 4 1
o (n—) ; (54)

= — Imbm 4 8 r
S(x=27) y+I==(a-2y)
n n
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o 3
J,—a? f (@, — O)-2 {___i"_

|n— O[=3d,

+ Mgﬂ(xn)} &P +0 (7%) =

n

—_ 20‘26(126_2 hir—2) +7710BT—2a’26_2 + 0(1) .

RS e ondob 55
pie-2y " +2(a-2y) (83)
Dle (43) jest
Jt=0(—3——;1——) pro3<itr. ' (56)
nézx +§(a-2y)
Dosadme nyni (54), (55), (56) do (53) a soudasné polozme jako indukéni pFed-
r 2n— )
poklad hm nt bf,[ -5 = B* , >0, kde B* , = B¥ ,(«, y). Dostidvime tak
pro n > no(n)
pn — (1 — 2mra b + n.Bra 4 n,B,_ rac
"fl Tnr o+ 2o - 2y) lat2y+ Ha-2y)
n 2 n? 2

L OBy ) 1 — D @ | mB,y drlr — 1) atet + o).

o+ (o= 2y) a+L(x-27)

Jestlize B* , > 0, potom vzhledem k nerovnosti ix + 2y = « a vzhledem
k libovolnosti n > 0 plati

b(,?l = (1 —_ 2’mra,) b(r) + 7'(7' _ 1) (-B:l-:_g :l: 8) 0'290:20—2

+1 = ppe

a+%(at-—2y)
n

pro libovolné £ > 0 a viechna n > n,(¢); odtud

0' a
Lia-2y) (r—1) Bf 2 2,;202 pro x<1,
lim »? W= B = .

(r — 1) B* e ro =1
Ema—f e T ‘

Jestlize B} , = 0, potom

lbm | < (1 — @Z) [bml o S
¢+—( -27)

n

pro ¢ > 0, n > my(e), a odtud lim n? 2 b"’ B¥ = 0. Ponévadz dle (49)

a (52) je indukéni pfedpoklad splnén pro r =1 a r = 2, pfi demz B¥ = 0,
2 72

B;"—Uzzpro«x<1respB %e%

(2m,a —_ % + .},) 2P1'0 x=1, je timvpi’:ipadé
1° tvrzeni (47) dokazéno.
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5) 'V pripadé 2° a 3° lze vést dikaz stejné jako v pfipadé 1° s tim rozdilem,
Ze misto (48) pouZijeme v pfipadé 2° vztahu M (z) = — 2m(x — O) + @ .
(= 0) + Q% kde |@,. < 1Q, pro |z — O < 6y(n), a v piipads 3°
vztahu

M (z) = — 2m(z — 6) + P — 0) pro |z — O] < &) .
Tyto vztahy vyplyvaji z (33) a (38).

3. KW methoda v p¥ipadé€ ohrani¢enych odchylek od regresni funkce

NeChﬁ H(ylx) M(x) (_ o <r< + CO) 5 Zns yZn: yzn—l, Ay, C -(n - 1 2 ):
maji tyz vyznam jako v odstavei 2. Predpok]ady (I), (IT) nahradme v8ak pred-
poklady
(VII) existuje koneény interval (4, B) tak, ze

1°@ € (4, B);

2° 2 non ¢ (4, By = H(y|z) = 0 pro yéﬂ{(x

1 pro y> M(x
(VIII) existuje konstanta C > 0 tak, Ze
M(z)+C

[ dH(ylx) =1 pro — o0 <z < + o0;
M(z)-C

(IX) existuji 6 > 0, K, > 0, K; > 0 tak, Ze
E|lze—0|<|M@)| <K, jxr—6] pro |x—6<9;
(X) existuji ¢ > 0, B > 0 tak, e |
|r — 2"| < o= |M(x') — M(2")| < B;
(XI) k libovolnému 6 > 0 existuje 7(6) > 0 tak, f6 -
o — 6] >0 inf HE+e)—Uz—e

A‘d>e>0 €

)’
)i

) > 7() .

Déle nechf z, € (4, B).

Pozndmka. Splnéni pfedpokladu (VII) miZeme dosdhnout ze]ména.
tehdy, kdyz H(y|r) splituji (VIII) — (XI) v néjakém koneéném intervalu
{4, By, o némz% vime, Ze obsahuje @ jako vnitini bod, a kdyZ zndme néjaky
dolni odhad hodnot M(A4) a M(B). (Tento pfipad v praktickych tlohich
zfejmé asto nastdvd.) Potom lze totiZ zmé&nit distribuéni funkee H(y|x) pro =
lezici vné (4, B) a stanovit je ve shods s pFedpoklady (VII) —

Predpoklad (IX) je oviem podstatné slabii ne# predpoklad (IT) odst. 2.; je
splnén, zejména tehdy, kdyZ existuje M"(0) < 0. Pfedpoklady (VII) — (XI)
predstavuji (na rozdil od piedpokladi (I), (II)) specidlni piipad ptvodniho
piipadu Kiefer-Wolfowitzova; odtud plyne konvergence x, — @ s pravdé-
podobnosti 1.
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Polozme
g = sup 21’ q' = sup ¢,,
n=12,... Cn n=12 .
Ay=4—q¢ —q2C +R), B,=B+4q +49@2C + R).
Predpoklidejme, Ze ¢’ < }p; to lze bez Gjmy obecnosti: plati-li totiz (X),
pak existuji &sla o’ > 0, R’ > 0, kterd rovnéZ vyhovuji (X) a takovd, Ze ¢’ <
< o'
Lemma 6. Za predpoklads (VII) — (XI) jest
A Z 2, < B, pro n=12,.... (57)
- Dikaz. Pro n = 1 plati (57) dle pfedpokladu. BudiZ nyni » > 1 pevné.
1) Necht 4 —¢' < 2, < B + ¢'. Jest V

a, .
Tpyy = Zp + N (Y2n — Yon-1)
n

kde
[Yan — Yan—| < 2C + R (dle (VIII) & (X)) ;
odtud
A4—q —q20 +R) S %,y < B + ¢ +49(2C + R),
t. j.

4 S 2,3 S By
2) Necht budto z, < A — ¢’ nebo z, > B + ¢'. Potom dle (VII):

Tnaz = T + 22 (M@ +6,) — U@, — )}

jetto 4 — ¢ <O —¢,, B+¢q¢ >0 + ¢, — a tedy z, + ¢, < @ v -prvnim
a z, 4 ¢, > © v drubém piipadé — a jeZto M(z) je rostouci (klesajici) pro
z< O (x>0), jest v prvnim pfipadé =z, <z,,, <4 —¢ +qR < B,
a v druhém z, > z,,; > B + ¢ — ¢gR > A,. Dle indukéniho predpokladu
je viak 4, < z, < By; tedy i 4y < 7,4y < B,
Lemma 7. Za pfedpoklads (VII) — (XI) existuje konstanta K > 0 a pfirozené
&islo m, tak, Ze
(Zn — 0) Mo (z,) < — K@, — O) + Ky, |5, — 6] pro n = my.  (58)
~ Dikaz. Dle (IX) jest pro [t — O] +¢ < §, (¢ > 0)
(x— O) M () < — 2Ky(x — O)2 + Kyc |z — 0.
Bud.lz 7y = ny (39) index, od n&ho# podinaje jest ¢, < 16; potom
(. — O) M, (2,) < — 2K (2, — E'))2 + K¢, |z, — 0| (59)
pro n=mna |z, — 6O < 26.
Pro n = n,y a |z, — O] > 20 je viak dle (XI)
M ()| 2 e M te) =M —ol (59

}o>e>0 &

w
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Oznadme D, = Max (|4, — 6|, | B, — 0)|); dle lemmatu 6 jest
|%n — 6] _
Tgl pro. o= 1,2; ...

a tedy
|Mc,.(xn)] =

4

(39) 25
D30 |z, — O] pro n =n, a ]x,,-@[>§6.

Vzhledem k nerovnostem ¢, < 18, |#, — @] > 25 a vzhledem k monotonii
M(z) pro z < O jsou vyrazy (z, — 0) a M, (x,) opaéného znaménka a tudiz

7(36) 24
@, —0) M, (x,) < — D (x, — @) pro n=n, a |z, — O] > 30. (60)
p :
Spojenim (59) a (60) dostdvame pro » => n, nerovnost (58), kde
_ Mip (769
.K-—M_m( D, 2K,) .

Vyslovme je$té dodateéné predpoklady
(XII) | M"(x)|<Q pro |x— O] <45;
(XIII) M@+D(@) =0, |M*+d(x)| < A%+1(2k + 1)!
pro |z — 6| <%, k=1,2,... apro néjaké 4 > 0.
Jako (12a) oznadme inmplikaci 6 = 1 =>a > %
Nyni jiZ miZeme vyslovit hlavni tvrzeni tohoto odstavce.
V&ta 8. Véty 1—17 (odstavce 2) plati © tehdy, kdyZ souéasné nahradime

pedpoklady (1), (II) — predpoklady (VII) — (XI),
predpoklad (I1I) — pfedpokladem (XII) ,
predpoklad (IV) — predpokladem (XIII),
predpoklad (12) — predpokladem (12a) ,

1 1
A =, = 1 |3
(resp nerovnost a > ix, nerovnostt a > 3 K) ,9)

vynechdme predpoklad (V), a vde ostatni ponechdme beze zmény.

Diukazy vét 1—7 za novych predpokladii jsou obdobné dikazim uvedenym
v odstavei 2. Omezime se proto na vytéeni nékterych odlisnosti.

K v&té 1: Konvergence z, — @ podle kvadratického stiedu plyne z kon-
vergence z, — O s pravdépodobnosti 1 a z lemmatu 6.

K v&t& 2: Misto nerovnosti (3) pouZivame (jako viude v dal§im) nerovnosti
(58). Misto (I) a (4) uzivime nerovnosti
— 2
E [(?/z_n—c.’/zl—_l) ] <c;?(20% + R?), (61)

kterd plyne z (VIII) a (X).

3) Jde o konstantu K, vystupujici v (58).
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K v&té 3: K dikazu pouZijeme lemmatu 5, které (jak pozdéji ukiZeme)'
plati i v tomto piipad® a které umoZiiuje omezit se pfi vysetfovani stiednich
hodnot jistych néhodnych promé&nnych na integraéni obory typu |z, — 0] <
< é, 6 > 0. Rozdilnost proti dikazu v odstavei 2 zdleii pak v tom, Ze splnéni
(19), resp. (21) poZadujeme jen v n&jakém okoli @; dle (IX) plati v tomto okoh
(8) 1 (4), a tedy i jejich dusledky.

K v&té 4 a 5: Jako v dikazu lemmatu 7 zjistime, Ze

(xn - @) Mcu(mn) g - K(x‘n = @)2 + %Qci lxn —= @l pro n __2_ 7y
resp.
(z, — O) Mca(xn) é — (I N) (T — 0)* pro n > AR
V dikazu optimality je tfeba jen trividlnich zmén.
K vé&té 6: K odhadu vyrazu
il ]

]yzn - y2n—i[ g 20 +‘R 4

Predpoklad (V) neni tfeba vyslovn® uviddt: je zfejm& splnén dle (VIII).

Disledkem véty 6 je opét lemma 5.

K vét& 7: Lemma 5 umoziiuje omezit se pii vySetfovani stfednich hodnot
na integradni obory |z, — @| < 6, 6, > 0. V urditém okoli bodu & lze viak
zpfesnit vztah (58) takto: K libovolnému 7 > 0 existuje 8, > 0 tak, Ze pro
e — 6] +c<é(c>0) jest M (x) = — 2m(x — O) +n®x — O) + 7P c,
kde |n®| < #, ¢ = 5, 6. Podobng lze zpfesnit ostatni vztahy, na p¥. (61):

a2E [(?lzn — yzn—1)2] _ (208 + mp) a%c? 40 (L)
n c 3

i n2*-2y n2x

Yon — Yan1
cﬂ

pouZivime nerovnosti

kde |7,,] < 5. Nerovnost 4ma > 1 — 2y je splnéna, nebof a > Q—If dle (12a)

1 . P
am = K, = 5 K dle definice K. Pfedpoklad (VI) je ve znéni v&ty podstatny.

Poznidmka. V dobd, kdy byl tento &lanek v tisku, vyila price: C. DERMAN,
An application 6f Chung’s lemma to the Kiefer-Wolfowitz stochastic approxi-
mation procedure, Annals Math. Stat. 27 (1956), s. 532—536. Vysledky této
prace jsou zformuloviny ve dvé véty, jez jsou podobné — co do predpokladit
icodo tvrzeni — v&té 5 a vété 7, p¥ipad 3°, nadeho &lanku.
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PesoMme

OB ATIMTPOKCUMAIIMOHHOM METOIE HKU®EPA-BOJbOOBHIA

BAI[JIAB VIIAY (Véclav Dupag), IIpara.
(ocrymuao B pegakmmio 20/I 1956 r.)

B cratre ycraHOBIBAIOTCS aCHMHTOTHIECKIE CBOMCTBA aIIPOKCHMAIMOBHO-
ro merora Kudepa-BomsdoBuna [9] aasa oreickarua 3HageHds ¥ = 6, B KOTO-

pom ¢yrxnums perpeccum M(z) = [y dH(ylx) JOCTHTaeT CBOEr0 MaKCHMyMa.

VCI0BEA 9TOTO MeTojia BEIOM3MEHEHE! TAKEM 0GPa3oM, YTO MOMKHO BOCIONB30-
BaThCA AHAJUTHYECKEME CpelcTBAME, IpmBefleHEHMA B pabore Wxyma [7].
Pasnmuarorcs nBa BapmaHTa. B BapmaHTe, paccMaTpHBaeMOM B § 3-eM, IPUHATH
Bce NpenoJioseHua m3 [9] M HeKOTOpHe ycuiIeHH: BMecTo (2.8) — m3 [9] —
IpeduosaraeTcs BHIOJIHEeHEe HepaBeHCTBA

Kijo— 6] < |M'@)| < Kz — 6], K, >0, K >0

B HEKOTOPOH OKpectHoct: 6; BMecTO (2.2) mpejmoiaraeTcsa 3HaHUe OrpaHAYeH-:

HOro, copmep:kamomero @ mpomesxyrxa (4, B) BMecTe ¢ HIKHEME OLNeHKaMH
M(z)+C

sHavenmit M(A), M(B) u BHmonHeHme ycioBus . [ dH(y[z) = 1 pgis Bcex
M(z)-C

a c

z e (4, B). llocrossBEke @y, C, NPEANONATalOTCA B BHAC Gy = ——, Cp == o M 10~

na
KaskBaeTcs, 40 mopbop « =1, y =1} (rme ¢ > 0 m @ Gonpme HEKOTOPOH
IOCTOAHHOM) ABJIAETCA Hammyummy, obecnedmsas, aro E[(z, — 0)%] = O(n~?%);
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BCAKHMHA [pyroii MOAGOp &, ¥ MOKET BECTH K MeHee BHIOJHOMY pe3ylbTaTy.
Ecam momonBuTelsHO NPeANONIOKETH CYIIeCTBOBaHMe OrpammueHHOM M"(v)
B HEKOTOPO# OKpectHoctH @, TO Iydmmm sBiIgercs MOmbop & =1, y =4,
paromuit E[(z, — 0)%] = O(n~3); ecim B HEKOTOpO OKpecrHOcTE O PyHKIEA
M(x) — amanuTmYecKas I cAMMeTpPHYHAs OTHocHTensHO O, To E[(z, — ©)%] =
=0(n %9 ma x =1, y=}e u qua mpomssoasHOro & > 0. Ilpm momommm-

TeIbHOM ycioBaH, U0 oX(z) = [ (y — M(%))? d.H(y[x) HeIlPepPEIBHA ¥ IOJIOKHA-

TeIbHA B HEKOTOPOH OKpecTHOCTH @), W IpHW OTPAHWYCHWH 3HAYCHME o, y [0-
Ka3aHO, 4TO ciydaitEeie BeimumEm n3* %" (x, — @) acmMmroTHYECKE HOP-
MAaTIBHEL

B BapmanTe, paccmatpuBaemMoM B § 2-oM, Ha QyEKumE pacupenenenus H (y|x)
HAJIO3KeHHl TONBKO J(BAa YCJOBHA, & MMEHHO (2.2) m BHIIOIHEHMEe HepaBeHCTBA
Koz — 6] < |M'(z)| £ K,Jx — O] gns Beex z e (— o0, + 00). C HeGombmmmMa
W3MEHEHASAME B JONOJHATENBHEX IPENNOJIOKEeHAAX COPAaBeANHBH M B 3TOM
ciIydae Bce BHIIE YIOMSHYTHE TEOPEMEL.

§ 1-51it apnseTca pedepEpyommmM.

IMpumeganme. B cratee C. DERMAN, An application of Chung’s lemma
to the Kiefer-Wolfowitz stochastic approximation procedure, Annals Math.
Stat. 27 (1956), 532—536 moKasaHK [Be TEOPeMHl, MOXOKHEe ,HA TEOPeMH 5
m 7 (cwywait 3°) mame# cTaThH.

Summary

ON THE KIEFER-WOLFOWITZ APPROXIMATION METHOD

VACLAV DUPAQ, Praha.
(Received January 20, 1956.)

Asymptoticproperties are established for the Kierer-WoLrowrTz [9] procedure
of finding the value z = @, for which the regression function M(z) = [ y dH(y|x)

achieves its maximum. The original assumptions are modified in such a way
that it is possible to use the mathematical tools due to Cmuxe [7]. Two
different cases are treated. In the case considered in Sec. 3, all assumptions
from [9] are accepted, some of them being strengthened: instead of (2.8)
— from [9] — it is supposed that the inequality

Kle—O| X | M@)| LK, |jx—0|, K,>0, K; >0

74



holds in some neighbourhood of ©; instead of (2.2) it is assumed, that a finite

interval (4, B), containing 6, is known, together with some lower estimates
M(z)+C
of M(4), M(B), and that [ dH(y|z) =1 holds for all z e (4, B) (C being
M(z)-C
a constant).

The sequences {a,}, {¢,}, occuring in the approximation scheme, are supposed
a c :
to be of the type a, = el “dwon: then the choice x = 1, y = } (c being

positive and @ greater than a specific constant) is proved to be optimal. This
choice ensures that E[(z, — ©)%] = O(n~%) — every other choice can actually
lead to a worse result. If in addition the existence of bounded M" () is supposed
in some neighbourhood of @, then the best choice is o« = 1, y = %, giving
E[z, — 0)?] = O(n-3); if in some neighbourhood of © the function M(z) is
analytical and symmetrical about @, then for an arbitrary ¢ > 0 we can reach
that E[(z, — 0)2] = O(n~*~*) by a suitable choice of «, y. Under the additio-

nal hypothesis that o2(z) = f y — M(x))? dH y[x) is continuous and posi-

tive in a neighbourhood of @ and with a restriction on the range of «, y, the
asymptotic normality of the random variables 13~ *)(z, — ©) is proved.

In the case considered in Sec. 2, only two conditions are set upon the distri-
bution functions H(y|z), namely, the (2.2) and the inequality Koz — 0| <
< |M'(z)| £ Ky|z — O), holding for all z € (— o0, + o). With some changes
in additional conditions, all the theorems mentioned in the above case hold.

The Sec. 1 is an expository one.

Added in proof. C. DERMAN, An application of Chung’s lemma to the
Kiefer-Wolfowitz stochastic approximation procedure, AMS 27 (1956), pp.
532—536, has proved two theorems, which are similar to our Theorem 5
and Theorem 7 (case 3°).
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 82 (1957), Praha

Z TEORIE KONECNYCH PRAVIDELNYCH GRAFOV
TRETIEHO A STVRTEHO STUPNA

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Doslo dne 21. vinora 1956.) DT: 5183.84.001

V 8lanku pojednéva sa o systémoch uhlov konedného grafu a o ich
vztahu k systému vSetkych eulerovskych SiastoSnych grafov daného
grafu. Zo ziskanych poznatkov o grafoch vSeobecnejsich odvodzuja
sa dosledky pre pravidelné grafy tretieho stupiia vSeobecne a zvlaSt
pre také, ktoré maji aspon jeden linedrny faktor, resp. ktoré sa daji
rozloZit na tri linedrne faktory. Na zaklade tychto poznatkov vyvodzu-
ji sa vety o existencii linedrnych faktorov a hamiltonovskych &iar
v istych pravidelnych grafoch Stvrtého stupiia.

1. Definicie a pomocné vety

V tomto prispevku pouZivam terminov obvyklych v teorii grafov. Definicie
zékladnych pojmov v tejto prici pouZivanych si uvedené napr. aj v mojej
praci ,,0 istych rozkladoch koneénych grafov (Matematicko fyzikilny &aso-
pis SAV, ¥, 1955, &. 3). Uvadzam preto na doplnenie len tieto definicie:

Definicia 1. Hovorime, %e graf je orientovany, ak pre kazdd hranu grafu je
ustéleny smer a to tak, Ze z dvoch uzlov u, v, s ktorymi je ITubovoln hrana
incidentné, jeden ustalujeme ako podiatodny, druhy ako koneény uzol hrany.
Ak u je podiatoény, v konedny uzol hrany A, vyjadrujeme sa tiez tak, Ze hrana
h smeruje z uzla » do uzla v.

Definicia 2. Trojici prvkov grafu {u, k,, h,} pozostivajicej z uzla « a hrin
h, == by hovorime uhol grafu s vrcholom v uzle % a s ramenami %,, h,, ak obe
hrany h,, k, st incidentné s uzlom u.

Definicia 3. KruZnici K Iubovolného koneéného grafu hovorime hamilto-
novské &iara grafu, ak K obsahuje vietky uzly grafu.

Vzhladom na to, Ze predmetom skiimania budd len koneéné grafy, budeme
v celej prici pod grafom rozumet vidy koneény graf.

Prv nez prikroéime ku skimaniu pravidelnych grafov, odvodme si niektoré
pomocné vety, ktoré maji vieobecnejdiu platnost:

76



Veta 1. Nech @ je Lubovolny orientovany hraf o q hrandch. O pobte n tych
uzlov grafu G, do ktorgch smeruje nepdrny potet hrdn, plati n = g (mod 2).

Doékaz. Oznadme znakom &(z) podet tych uzlov grafu @, do ktorych smeruje
prive ¢ hran. PretoZe ka?dd hrana orientovaného grafu smeruje prive do

jednoho uzla plati: ¢ = > 4£(i) z Goho ihned vyplyva: n = ¢ — 2[£(2) +
i=0
+ &(3) 4 2&(4) 4 2£(5) + ...] ¢iZe n = q (mod 2).
Veta 2. Nech C_il je Tubovolny orientovany svwisly graf, u == v nech st Tubo-

volné dva jeho uzly a mech ¢ je Tubovolnd cesta spojujica uzly w, v v grafe 51
(pritom orientdcia hrdn cesty nemust suhlasit so smerom, v ktorom prichddzame

z wzla uw do wzla.v). Ak zmenime orientdciu vdetkych hrdn cesty C v orientdciu
opalni. a w ostatnych hrdn grafu C:’: zachovdme orientdciu bez zmeny, vznikne
tak isty graf @1, o ktorom plats:

1. Do uzla w (resp. v) smeruje v grafe C—fz pdrny resp. nepdrny podet hrdn prdve
vtedy, ked do tohoto wzla smeruje v grafe @1 nepdrny resp. pdrny pobet hrdn.

2. Do Tubovol'ného uzla w rézneho od u a rézneho od v smeruje v grafe 52 pdrny
resp. nepdrny polet hrdn prave viedy, ked do w v grafe C_il smeruje pdrny resp.
nepdrny pobet hrdn.

Doékaz. Uzol u (resp. v) je incidentny prave s jednou hranou cesty G, teda

zmena Vv orientdcii hran pri vzniku grafu C_f,, nastane prave u jednej hrany
incidentnej s uzlom % (resp. ), z éoho hned vyplyva tvrdenie 1.

Ak w je Iubovolny iny uzol nez » a iny ako v, potom bud w nie je uzlom
cesty (liZe nenastane Ziadna zmena v orientécii hrdn incidentnych s w pri

vzniku grafu C—iz), alebo w je uzol cesty taky, Ze zmena v orientécii pri vzniku
6*2 nastala prdve u dvoch hrén, s ktorymi je uzol w incidentny, z ¢oho ihned
vyplyva tvrdenie 2.

Veta 3. Nech G je Tubovolny neorientovany stwisly graf, ktory md pdrny podet
hrdn, potom hrany grafu G moZno orientovat tak, Ze vanikne orientovany graf C?,
v ktorom do ka#dého uzla smeruje pdrny poéet hrdn.

Dékaz. Nech é’:, je orientovany graf, ktory vznikne z @, ak orientujeme
kazdi jeho hranu. Ak by uZ pri tejto orientécii hrén do kazdého uzla smeroval
parny podet hran, nebolo by treba ni¢ dokazovat. Predpokladajme preto, Ze

v G, existuji také uzly, do ktorych smeruje nepirny podet hran. Pocet ta-
kychto uzlov je podla vety 1. parny, lebo podet hran grafu G (resp. é:,) je parny.
Nech %, ,, ..., Uy, 84 tie uzly grafu @, do ktorych smeruje v C_io neparny podet
hrén. Pretoze G a teda aj &, je podla predpokladu stvisly graf, existuja v grafe
G cesty O, C,, ..., C, také, Ze cesta C; spojuje uzly uy;_,, uy; (¢ = 1,2, ..., 7).
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Ak zmenime v grafe @, orientéciu vietkych hran cesty C; a zachovdme orien-
téciu v¥etkych ostatnych hran grafu Gy, vznikne tak isty graf G,. Ak v grafe
—C;’l zmenime orientdciu vietkych hrin cesty C, a u ostatnych hrdn ponechidme
orientaciu bez zmeny, vznikne tak isty graf 52 atd. az: ak zmenime orientéciu
vietkych hrin cesty C, v grafe G, _; & zachovame orientéciu jeho ostatnych
hrin, dostaneme tak isty graf @,, v ktorom podla vety 2. do v&etkych uzlov
bude smerovat parny podet hran. G = C—T"),, je orientovany graf poZzadovanych
vlastnosti. Tym je veta 3. dokdzani.

Ozna&me znakom (@) == @ systém vSetkych orientovanych grafov, ktoré
vzniknd orientdciou vietkych hrin istého neorientovaného grafu G a ktoré
maji tito vlastnost: do kazdého uzlalubovolného grafu @ e A(G) smeruje parny
podet hran. Oznadme znakom P(GF) systém vSetkych tych &iastoénych grafov
grafu @, ktoré st eulerovskymi grafmi (t. j. grafmi, u ktorych kazdy uzol je
parneho stupiia), pritom prvkom systému P(G) nech je tiez nulovy graf N (t.
j. graf, ktory nem4 Ziadnej hrany a Ziadneho uzla).

Dokazme, ze plati: Systémy U(G), P(G) pre Lubovolny koneény graf G s pdrnym
poltom hrdn si ekvivaleniné, t. j. existuje vidy prosté zobrazemie w systémw
A(G) na systém P(G).

Nech Y(G) = {P,, P, ..., P,} (kde P, = N) a nech é’l je orientovany graf
e A(Q@). Oznadme znakom é’:- (¢ =1, 2, ..., n) orientovany graf, ktory vznikne
z grafu G, tak, ¥e zmenime orientdciu vietkych hrdn grafu P; na orientéciu
opadni a u ostatnych hridn ponechidme orientéciu bez zmeny. Je zrejme
G, « %(Q), pretoze do TubovoIného uzla u € @ smeruje v grafe @, podla pred-
pokladu parny podet hran a pri vzniku grafu 67,- dojde ku zmene orienticie
hrany u pérneho poétu hran, s ktorymi je uzol  incidentny (pretoze P; je
eulerovsky graf). .

Nech dalej a, je Iubovolny graf ¢ Y(GF). Oznadme znakom H,, mmnoZinu
tych hrin grafu @, ktoré maji ind orientéciu v grafe ?;1 nez v grafe C—#; a zZna-
kom P, &iastoény graf grafu @, ktory pozostdva z hrén mnoziny H, , a z tych
uzlov grafu G, s ktorymi je incidentnd aspoi jedna hrana e H,, Tvrdim:
P, je eulerovsky graf. Nech totiZz « je lubovoIny uzol ¢ P,. Podla predpokladu
do uzla u smeruje ako v grafe (—3"1 tak aj v grafe @, péarny podet hran, preto je
potrebné zmenit orientdciu u parneho poétu hrin incidentnych s uzlom u v gra-
fe C_il, aby vSetky hrany incidentné s w mali takd istd orientdciu ako v éz,
ize kazdy uzol grafu P, je parneho stupiia t. j. P, € P(G).

Uvézme eSte toto: nech P;, P; ¢ P(G) st dva rozne eulerovské grafy. U gra-
fov G’),-, (—:7),-, ktoré vzniknd s grafu é; popisanym spésobom, bude mat aspoin
jedna hrana odli§nd orientéciu. Teda @:-;C_f, su rozne grafy. Je preto U(GF) =
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== {@;, G‘;, vy 5,,} a ak polozime w(é",-) = P, pre vietky 1 =1,2,...,7n je
tym definované prosté zobrazenie w systému A(G) na systém P(GF), teda
systémy U(G), P(G) st ekvivalentné. Z toho vyplyva napr., ze strom S s par-
nym poétom hrdn moZno prive jednym spOsobom orientovat tak, aby do
kazdého uzla smeroval parny podet hrén (stromom nazyvame stvisly graf,
ktory neobsahuje Ziadnu kruZnicu a teda ani Ziadny nenulovy eulerovsky
graf), pretoze systém (S) obsahuje jediny prvok: graf N.

Poznémka 1. Je zndme, Ze o podte = eulerovskych &iastodnych grafov
stivislého kone&ného grafu o m uzloch a » hranich plati: ¢ = 2"~ "**. Uvedeny
poznatok dédva ndm preto moznost lahko vypoditat podet prvkov systému
WG).

Veta 4. Nech G je Tubovolny stwisly graf s pdrnym potom hrdn, potom exis-
tuje systém B uhlov grafu G taky, Ze kaidd hrana grafu G je ramenom prdve
jednoho uhla systému B a systém uhlov s touto vlastnostow existuje len vtedy, ked
graf G md pdrny poéet hrdn.

Dékaz. I. Podla vety 3. mozno orientovat hrany grafu @ tak, Ze vznikne
orientovany graf (7, v ktorom do kazdého uzla smeruje parny poéet hran.
Nech U = {uy, %, ..., U,} je mnoZina tych uzlov grafu G (teda aj grafu —é'),
do ktorych smeruje v grafe G asponi jedna hrana. Oznadme znakom H(u;)
mnozinu tych hrén, ktoré v grafe ] smeruji do uzla %; (¢t =1,2,...,m).
Pretoze kazd4 hrana orientovaného grafu smeruje prave do jednoho uzla
grafu, je kazd4 hrana grafu G hranou prive jednej mnoZiny systému & =
= {H(u,), H(uy), ..., H(4,)}. Nech 2n, je podet hran mnoziny H(u,) (¢ = 1, 2,
...,m). Rozlozme Iubovolnym spdsobom mnozinu H(u;) na =; tried R;,
R;, ..., R;;, po dvoch prvkoch a nech W, (z=1,2,...,n,) je uhol grafu G,
ktorého vrcholom je uzol u; a jeho ramenami hrany triedy R, .

Nech B, ={W,;,W,,...,W;} je systém uhlov takto konStruovanych,
ktorych vrcholom je uzol #; (1 = 1, 2, ..., m).

m
Stdet systémov B = > I, je systém pozadovanych vlastnosti, lebo kazda

=1
hrana grafu @ je hranou prave jednej mnoZiny H(u;) € & a je prvkom prive
jednej z tried B; (¢ =1,2,...,m, z=1,2,...,n,;) a teda aj ramenom prave
jednoho uhla ¢ I8.
II. Ze systém S8 méze existovat len v grafe s pdrnym po&tom hréan, je zrej-
mé z toho, ze kazdy uhol mé prave dve ramend.

2. Systémy uhlov v pravidelnych grafoch tretieho stupiia

. Priamym désledkom vety 4 je tdto veta o pravidelnych grafoch tretieho
stupna:
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Veta 5. V lubovolnom stiwvislom pravidelnom grafe tretieho stupria s pdrnym
poltom 2p > 0 hrdn existuje taky systém uhlov, Ze kaZdd hrana grafu je ramenom
prdve jednoho uhla systému.

Poznamka 2. V dokaze vety 4. popisali sme postup ako najst v grafe taky
systém ublov B, Ze ka?d4 hrana grafu je ramenom prave jednoho uhla systé-
mu, ked je dan4 orientécia hrén grafu, pri ktorej do kazdého uzla grafu smeruje
parny podet hran. V popisanom postupe je ponechdna Iubovéla v tom, ako
rozlozime mnozinu H(w;) obsahujicu 27»; hrén na n, tried po dvoch prvkoch,
ked =, > 1. PretoZe v pravidelnych grafoch tretieho stuplia nemdze byt
n; > 1, odpadé tu spomenutd Iubovéla a kazdej orientécii hran grafu, pri
ktorej do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran, odpoveds (pri zacho-
vani popisaného postupu) prave jeden systém uhlov 8.

Odvodme si teraz dalsie vety o pravidelnych grafoch tretieho stupiia.

Veta 6. Ak sivisly pravidelny graf treticho stupiia G s pdrnym potom hrdn
md linedrny faktor, potom existuji také dva systémy whlov I,, B, grafu, Ze
plati: .

1. Ka#dd hrana grafu je ramenom prdve jednoho uhla € B, a kaZdd hrana
graju je ramenom prdave jednoho uhla e I,.

2. Systémy W,, W, st disjunkiné.

Dékaz. Nech G je sivisly pravidelny graf tretieho stupfia s pdrnym poétom
hrén, L linedrny faktor a F kvadraticky faktor tohoto grafu. Nech dale] (3; je
graf @ orientovany tak, Ze do kazdého uzla smeruje parny poset hran, I8, sy-
stém uhlov, ktory odpoveds orientovanému grafu (_ﬁl. Nech G, je opat oriento-
vany graf @, pritom nech hrany linedrneho faktora L majii rovnaki orientdciu
‘v grafoch @)1, G’; a hrany kvadratického faktora F nech v grafe 6—%72 maji opadni
orientéciu ne# v G,. Pretoze kazdy uzol grafu je incidentny prave s dvoma
hranami kvadratického faktora, bude sa orientécia hran incidentnych a Iubo-
voInym uzlom % grafu C—% liit prave u dvoch hrén vodi orientécii tychto hran
v grafe @,. To véak znamen4, %e aj v grafe C-v‘; bude do kazdého uzla smerovat
parny podet hrin. Podla ddkazu vety 4. existuje potom systém uhlov I8, (od-
povedajici jednoznadne orientovanému grafu 5'2) taky, e kazda hrana grafu
G je ramenom prave jednoho uhla z I8,.

Treba efte dokézat, Ze systémy IB,, I, sd disjunktné. Nech %, je ITubovolni
hrana grafu ¢ a nech &, je takd hrana grafu @, ktord s hranou k, tvori ramené
uhla z 98,, vrcholom tohoto uhla nech je uzol . Oznadme znakom v druhy
uzol, s ktorym je hrana h; incidentnd (% = v) a znakom h, hranu roéznu od
by & roznu od ky, ktorad je incidentnd s uzlom u.

A. Ak hrana A, je hranou linedrneho faktora, potom bude mat ta istd
orientéciu v (3,, akd mala v 51, ale hranv k., h, budd maf ind orientdciu v ég

80



nez v (_}’:. Teda uhol z M, ktorého ramenom je hrana k,, bude mat tieto
Prvky %, hy, hs. .

B. Ak hrana kb, je hranou kvadratického faktora, potom %, bude mat ind
orientéciu v ég nez v é’l. To znamend, Ze vrcholom uhla z 98,, ktorého rame-
nom je h;, nebude uzol u, ale uzol v. -

V oboch pripadoch uhol z B, a uhol z BW,, ktorych ramenom je hrana A,,
st dva rézne uhly. Hrana %, bola v8ak Iubovolna hrana grafu ¢. Teda systémy
B, MW, nemdzu mat spoloéného prvku. Tym je veta 6. dokdzani.

Veta 7. Nech sivisly pravidelnyj graf tretieho stupria G s pdrnym potom hrdn
dd sa rozloZit ma tri linedrne faktory L., L,, Ly, potom existujd systémy whlov
W, BW,, B, W,, ktoré maju tieto vlastnosts:

1. Pre kazdé i € {1, 2, 8, 4} plati: kaZdd hrana grafu je ramenom prdve jednoho
uhla systému I8,.

2. Ak 1 +7;19,7 €{1, 2, 3, 4}, potom plati: W;, W, = 0.

Dékaz. Oznaéme znakom G, orientovany graf &, ktorého hrany st orien-
tované tak, Ze do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran. Nech I8, je
systém uhlov, ktory odpoveda grafu 54. Oznaéme dalej znakom 631, C-v";, é?a orien-
tované grafy, ktoré z grafu é; vzniknd zmenou orientécie hran takto: orien-
tacia hran v grafoch 554 a 5,- je rovnaké u hran linedrneho faktora L;, ostatné
hrany nech maji ind (opaéni) orientéciu v @: nez v é; (t=1,2,3).

Z dokazu vety 6. je zrejmé, Ze grafy C—r;l, Gs, 6_}73 budi mat opat tid vlastnost,
Ze do kazdého uzla grafu smeruje parny podet hran a Ze teda existuji tymto
grafom odpovedajice systémy uhlov 98,, M,, W, také, Ze kazds hrana grafu
G je ramenom préve jednoho uhla z I8; (z = 1, 2, 3).

Vieme uZ (z dékazu vety 6.), Ze plati I, = @ pre vietky ¢ = 1, 2, 3.
Treba efte dokazat, ze plati I,IB, = @; W, W, = §; WM, = §; platnost
tychto tvrdeni je vSak zrejma z toho, Ze graf @, dostaneme z grafu é;, ak
zmenime orientaciu u hran kvadratického faktora, ktory pozostdva z hran
aj linedrneho faktora L; aj linedrneho faktora L; (¢ == 7; 7, j € {1, 2, 3}). Preto
M;M; = @ pre vietky ¢ == j; 3,7 € {1, 2, 3, 4}, &o bolo treba dokéizat,

3. §-obrazy grafov tretieho stupiia

Nech @ = U + H je stvisly pravidelny graf tretieho stupiia. Oznaéme zna-
kom W systém vSetkych uhlov grafu . Nech podet uzlov grafu G je 2n (je
zname, Ze podet uzlov nepirneho stupiia Iubovolného grafu je parny), 3n je
potom podet jeho hran. Polet roznych uhlov v grafe & je 6n, lebo kazdy uzol
grafu je vrcholom troch réznych uhlov. Nech teda H = {h, hy, ..., hy,};
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B = {Wy, Wy, ..., W,}. Skonftruujme graf G* =U* 4 H* podla gran
@ takto: o _

- U% = {uy, uz, ceo Uaa), 2. H* = (hf, B}, ..., b5}, 8. Hrana A7 je ind-
dentna. s uzlom %} prave vtedy, ked hrana ; je ramenom uhla W.,.

Pretoze kazdy uhol v @ mé dve ramend, bude skutotne kazdé hrana B
‘incidentné préve s dvoma uzlami z U*; teda mnozina G* = U* + H* pri
definovanej incidencii je grafom. UkidZme este, e ak G je stvisly pra.videlnjr
graf tretieho stupiia, potom G* je stvisly pravidelny graf &tvrtého stupiia.
Ukézme najprv, Ze kazd4 hrana z @ je ramenom #tyroch roznych uhlov z @
Nech totiz %, je Iubovolns hrana z @, 4, w’ uzly, s ktorymi je tato hrana inci-
dentna v gmfe G. Oznadme znakom hy, hy, by hrany, s ktorymi je incidentny
uzol w a znakom hy, hj, b, hrany, ktorymi je incidentny uzol »'. Hrana h, je
ramenom tychto uhlov {u, hy, hy}, {w, kg, he}, {U', g, By}, {w', hy, hs}. PretoZe za
Prvé: by = hy; by == hy (ind& by uzly u, u’ neboli tretiecho stupiia) a za druhé:
% =+ v’ ide nutne o Styri rézne uhly. Ze h, nemédze byt ramenom daldich uhlov
grafu je zrejmé. Preto kazdy uzol u* e U* je nutne uzlom ¥tvrtého stupiia
v G*, Eige G* je pravidelny graf Stvrtého stupiia.

Dokéazme eite, Ze G* je suwsly graf, ked @ je sdvisly graf. Stadi dokazaﬁ
toto: ked @ je stvisly graf a u}, »} st IubovoIné dva uzly z G*, potom w; st-
vist s ).

- Nech brana &, z @ je incidentn4 s uzlami u, %', hrana %, z @ incidentné s uzla-
mi v, v’ v G. Ak by hrany &,, h; boli incidentné s tym istym uzlom u, v grafe
@, znamenalo by to, Ze existuje v grafe @ uhol W, = {u,, k;, k;} a teda v grafe
G* by hrana h} bola incidentns s uzlami u¥, u}, &iZe uzly u}, u; by stviseli
v grafe G*. Predpokladajme preto, Ze u, w’, v, v’ st &yri rézne uzly grafu G.
Pretoze @ je podla predpokladu savisly graf, existuje v grafe G cesta uy, by,
Ugy o Bp_yn, U, (kde u; = u, uw, = v) spojujtica uzly %, v. Je bud hye =k
alebo je h,, taka hrana, ktord s hranou %; a uzlom u tvori uhol grafu G. Je
dalej bud k,_, , = h;, alebo hrana h,_, , s hranou k; a uzlom v tvori uhol grafu
G. Okrem toho, ak n > 2, plati pre vietky z =1, 2,...,n — 2 toto: hrana
by .y 8 hranou b, 4 z_,_, a uzlom u,,, tvori uhol grafu G.

' Oznadme znakom %, ten uzol z G*, ktory odpoveda hrane h, .., z G. Z uve-
deného vyplyva, Ze uzol %Y sdvisi § uzlom «* L ®=1,2..,n—2), pretoze
exmtu]e hrana v G*, ktoré je incidentnd s oboma uzlami. Pretoie dalej uzol
u; bud je totoiny, alebo stvisi s uzlom ) a préve tak uzol u} bud je totoZny,
alebo sivisi s uzlom «,_, plati nutne u stvisi s 4}. Teda fubovolné dva uzly
grafu G* stvisia. Preto G* je stvisly graf, ak G je stvisly graf.

O pravidelnom grafe §tvrtého stupiia G* budeme hovorit, Ze je 9-obrazom
pravidelného grafu tretieho stupiia @ (pisané G* = #(G)) ak:

. 1. existuje prosté zobrazenie x mnoziny hrin H grafu @ na mnoZinu uzlov
U* grafu G*,
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2. existuje prosté zobrazenie f systému uhlov ¥8 grafu G' na mnoZinu hrin
H* grafu G*,

3. pre Iubovolni dvojicu pozostivajicu z uzlu u* a hrany A* grafu G*; kde
w* = w(h;); h* = B(W,); h; e H; W; ¢ B plati: Uzol u* je incidentny v grafe
G* s hranou A* prave vtedy, ked hrana %; je ramenom uhlu W; v grafe G.

Poznémka 3. Specidlnym pripadom pravidelnych grafov tretieho stupiia
st grafy, u ktorych uzlami st vrcholy a hranami s hrany takého mnohostenu,
v ktorom kaZdy vrchol je incidentny s troma hranami. Nech napr. @, je graf
pravidelného Stvorstenu, potom #(G,) je napr. graf pravidelného osmistenu;
alebo nech G, je graf krychle, potom #(@,) je graf zndmého Strnéststenu,
u ktorého 6 stien st §tvoruholniky a 8 stien si trojuholniky. D4 sa dokézaf,
Ze plati toto: ak pravidelny graf tretieho stupiia ¢ dé sa realizovat na oriento-
vanej ploche rodu g, potom pravidelny graf §tvrtého stupiia #(QF) da sa tiez
realizovat na tejto ploche. Tato problematika vymyks sa v8ak z rdmca nasho
prispevku.

Poznimka 4. Existuju tiez grafy tvrtého stupiia, ktoré nie st #-obrazom
#iadneho pravidelného grafu treticho stupiia. ‘

O pravidelnych grafoch $tvrtého stupiia, ktoré si $-obrazom pravidelného
grafu tretieho stupiia, platia tieto vety:

Veta 8. Kazdy pravidelny graf Stvrtého stupiia, ktory md pdrny poet uzlov
a je & — obrazom stwislého pravidelného grafu tretieho stupria, md linedrny faktor.

Dékaz. Mnozinou hrin linedrneho faktora grafu G* = @) je mnoZina
obrazov systému 8, uhlov grafu @ (v zobrazeni ), ktorého existencia vyplyva
z vety 5.

Poznimka 5. Existujd tieZ pravidelné grafy Stvrtého stupia s parnym
podtom uzlov, ktoré nemaji linedrneho faktora.

Veta 9. Nech G* je pravidelny graf Stvrtého stupria s pdrnym poltom wuzlov,
ktory je & — obrazom suwislého pravidelného grafu treticho stupiia G a nech G md
linedrny faktor, potom graf G* md kvadraticky faktor, ktory se dd rozloZit na
dva linedrne faktory.

Doékaz. Podla vety 6. existuji v G systémy ubhlov IB,, 8, také, Ze kazda
hrana grafu @ je ramenom prave jednoho uhla z I8, a prive jednoho uhla
z IB,, pridom W I, = @. To znameni, ze Iubovolny uzol »* u G* je incidentny
prave s jednou hranou mnoziny Hy = B(,) a prave s jednou hranou mnoZiny
HY = f(B,) a plati Hy . Hf = ¢. Teda mnoZina H; je mnoZinou hrén istého
linedrneho faktoru L a taktiez mnozina Hj mnoZinou hrén istého linedrneho
faktoru L), pritom L; a L; nemaji spoletnej hrany.

Ich komporzicia je kvadraticky faktor, ktory sa dé rozlozif na dva linedrne
faktory. :
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Veta 10. Nech G* je pravidelnyj graf $tvrtého stpiia s pdrnym poctom wzlov,
ktory je ® — obrazom siwislého pravidelného grafu tretieho stuptia G a nech G dé
sa rozloZit na tri linedrne faktory, potom G* dd se rozloZit na Styri linedrne faktory.

Poznamka 6. Ako je znime, existuje pravidelny graf tretieho stupiia
s padrnym podtom hrin, ktory sa nedé rozloZit na tri linedrne faktory.

Dékaz vety 10.: Podla vety 7. existuji v G systémy uhlov 98;, I8, B,
B, také, e kazdéd hrana grafu G je ramenom prive jednoho uhla systému
MW; (1=1,2,8,4) a pre i =7; i,je{l,2,3, 4} plati: WM, = §. Oznalme
znakom H¥ mno#inu obrazov prvkov systému B, v zobrazeni f. Lubovolny
uzol »* grafu G* je incidentny prive s jednou hranou mnoziny HY (i = 1,2,
3, 4). Teda HY je mnozinou hran istého linedrneho faktora L] gra,fu G*. Pre-
toze H;H = ¢ pre vietky & == §; 4, « {1, 2, 3, 4} moZno graf G* rozloZif na
linedrne faktory L¥, LY, LY, Lf, &o bolo treba dokizat.

UkéaZeme, Ze plati aj tato veta:

Veta 11. Nech G* je pravidelny graf Stvrtého stupria, ktory sa dd rozloZit na
Styri linedrne faktory Ly, LY, LY, LT anech G* je 9-obrazom istého pravidelného
grafu tretieho stupria G, potom G dd sa rozlofit na tri linedrne faktory.

Doékaz. Nech U = {uy, %, ..., u,} je mnozina uzlov grafu G. Oznacme zna-
kom H(u;) mnoZinu tych troch hrin grafu @, ktoré st incidentné s uzlom %,
(¢=1,2,...,p). V zobrazeni « obrazom mnoziny H(u;) je istd trojica uzlov
grafu G*, oznaéme ju znakom 7. Pretoze I'ubovolni dvojica hran mnoZziny
U(u;) spolu s uzlom u%; tvori uhol grafu @G existuje nevyhnutne taks hrana
v @*, ktoré je incidentnd s Iubovolnou dvojicou uzlov z trojice T* Trojica
hrén grafu G*, ktor4 je v zobrazeni f obrazom trojice uhlov s vrcholem v uzle
u; v grafe G, spolu s uzlami trojice 7' tvori istd kruznicu K] grafu G*. Uzol
u; bol Tubovolny uzol grafu ¢. Ak teda najdeme takéto kruznice pre vietky

uzly u; (0 =1,2,...,p), dostaneme tak systém kruinic C* = (KT, ES,
- K *} ktory mé tieto vlastnosti:

ceny

1. Ka#dé hrana grafu G* je hranou prave jednej kruZnice z C*, pretoze
kazdy uhol ma prave jeden vrchol a je podla predpokladu 2* e Ky prave vtedy,
ked vrcholem uhla, ktory je vzorom hrany A* v zobrazeni f, je uzol %;.

2. Kazdy uzol u* grafu G* je uzlom prave dvoch kruZnic systému C%*, lebo
vzor uzla u* v zobrazeni « t. j. hrana A = «~1(u*), je ramenom jednak uhlov

s vrcholom v jednom, jednak uhlov s vrcholom v druhom uzle, s ktorym je
hrana % incidentn&.

Teda zo Styroch hrin, ktoré si incidentné s fubovolnym uzlom u* grafu G*
dve patria do jednej z kruznic ¢ C* a dve do inej kruZnice ¢ C*. Pri danom
rozklade grafu G* na S$tyri linedrne faktory (ktory podla predpokladu existuje),
patri kazdé z tychto Styroch hran k inému linedrnemu faktoru L (1 = 1, 2, 3,
4). Teda o hranich incidentnych s uzlom »* plati:

84



bud A. hrany z linedrnych faktorov L a L* (resp. Ly a L) st v tej istej
kruznici systému C*,

alebo: B. hrany z linedrnych faktorov Ly a L (resp. L a L) st v tej istej
kruznici systému C*, .

alebo: C. hrany z linedrnych faktorov L} a Lf (resp. L¥ a L¥) st v tej istej
kruZnici systému C*.

Ak plati tvrdenie A. (resp. B., resp. C.) zaradme uzol »* do triedy uzlov
UY (vesp. Uy, resp. U;). Ked prevedieme uvedenym sposobom zatriedenie
vietkych uzlov grafu G* do tried dostaneme tak isty rozklad ®* = (U5, Us,
U} mnoziny uzlov grafu G*.

O rozklade ®* plati: nech 7'} je Iubovolné trojica uzlov grafu G*, ktors je
obrazom trojice hran incidentnych s uzlom u; grafu G v zobrazeni «, potom
kazdy uzol trojice 7' patri do inej triedy uzlov U;.

Dokazeme spravnost uvedeného tvrdenia.

Kazd4 z hran kruznice K musi patrit k inému linedrnemu faktoru, pretoze
indé by uzol kruznice bol incidentny s dvoma hranami toho istého linearneho
faktora, ¢o nie je mo#mé. Z toho viak vyplyva, vzhladom na to akym spdso-
bom sme zatriedovali uzly grafu G* do tried U¥, %e ka#dy uzol trojice T
patri do inej triedy rozkladu R*.

Kazdy uzol grafu G* ms préve jeden vzor v zobrazeni «, jeho vzorom je .
ist4 hrana grafu G. Vzormi uzlov triedy U} st hrany istej tnedy bhrén H,
grafu G (x =1, 2, 3).

Z troch hran, s ktorymi je incidentny Iubovolny uzol z G jedna je z H,, jedna
z H,, jedna z H,. Dok4zali jsme uZ totiZ, Ze kazdy uzol trojice 7'} patri do inej
triedy rozkladu ®*. Z toho vyplyva, Ze ka#?d4 hrana trojice hran H(u;) (kde
u; je Iubovolny uzol grafu @) incidentnych s uzlom u; patn do inej z mnozin
H,(x=1,2,3)

Graf G mozno preto rozlozit na tri linedrne faktory takto: linedrny faktor
L, bude pozostivat z hrdn a len z hrén mnoziny H, (z = 1, 2, 3). PretoZe
H.H,= 0 pre z &y, je tym skutodne dany rozklad grafu G na tri linedrne
faktory. To bolo treba dokézat.

4. O rozkladoch pravidelnych grafov $tvrtého stupiia 4(G)
na hamiltonovské &iary

Odvodme si niektoré vety, ktoré poukazuji na tzky vztah medzi hamilto-
novskymi éiarami v pravidelnych grafoch tretieho stupiia a rozkladmi #-ob-
razov tychto grafov na dve hamiltonovské éiary.

Veta 12. Nech @ je siwisly pravidelny graf tretieho stupria. Ak v grafe G exis-
tuje hamiltonovskd &ara, potom graf 9(Q) mono rozloZit na dve hamiltonovské
Gary.
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" Veta 13. Ak graf 9(G) dd sa rozloFit na dve hamiltonovské iary, potom v G
existuje hamiltonovskd Giara.

Veta 14. Nech A je pobet réznych hamiltonovskych &iar v sdvislom pravidelnom
grafe treticho stupria G @ nech 2n je podet uzlov tohoto grafu, potom o polte A* réznych
rozkladov grafu G* = §(G) na dve hamiltonovské Giary plats 2* = 2 . 2"~*.

Dokaz vety 12: Nech ¢ = U + H je sivisly pravidelny graf tretieho
stuptia, U = {u,, U, ..., 4,} mnoZina jeho uzlov a nech existuje v G hamilto-
novskd diara K. Hamiltonovsks &iara je faktorom druhého stupiia, preto

hrany z G nepatriace do K st hranann linesrneho faktora (oznaéme ho L)
grafu G.

~ Nech @* = #(G); @* = U* + H* a nech U} je mnoZina tych uzlov grafu
G*, ktoré v zobrazeni « sii obrazmi hrin linedrneho faktora L, U mnoZina
ﬁjrch uzlov grafu G*, ktoré v zobrazeni « st obrazmi hrdn hamiltonovskej
diary K. Zachovajme oznadenie O* — {K7, KF, ..., K}} pre systém kruZnic
grafu G* taky, %e krufnica K* odpoveds uzlu ¢ G takto: uzly kruznice K
s obrazy tych hrédn grafu G v zobrazeni «, ktoré si incidentné s uzlom u; a
“hrany kruZnice K, st obrazmi v zobrazeni 8 tych uhlov grafu G, ktorych vrcho-
lom je uzol u;. Vieme, Ze kazdy uzol grafu G* je uzlom prive dvoch kruZnic
z C*.
" Nech C} je systém tych kruznic z O*, ktoré obsahuji uzol z Uj; plati:
- OF = C*. Je totiz C} systém vietkych tych krugnie, ktoré odpovedaji mnoZine
UL vﬁetkych uzlov z grafu @, ktoré si incidentné s hranami linedrneho fakto-
ra L.

Rozdelme hrany mnofiny H* do dvoch tried HF, HF takto: nech ] je
Iubovolny uzol mnoziny U7 a nech K, K st tie kruznice systému C*, ktoré
obsahuji uzol u}, ‘

1. do triedy HY zaradme dve hrany kruznice K}, ktoré st incidentné s uz-
lom %}, zbyvajtcu (tretiu) hranu kruinice K, zaradme do tnedy .

2. dve hrany kruZnice K* a to tie, ktoré st meldentne 8 u zaradme do H;,
ostavajicu (tretiu) hranu za.radme do triedy Hy.

Ak takto prevedieme zatriedenie hrin vSetkych dvojic kruznic obsahujicich
uzol z e U}, je kazd4 hrana grafu hranou préve jednej z tried Hy, Hy, pretoZe
za prvé: kazds hrana je hranou prive jednej kru#nice z C* (pozri dokaz pred-
chidzajticej vety) a za druhé: kazdéd kruZnica z C* obsahuje prive jeden
uzol z U}. V&imnime si eSte, Ze dve hrany Iubovolnej kruznice ¢ C*, s ktorymi
je incidentny uzol z U7} patria do tej istej triedy a dve kru#nice, s ktorymi je
incidentny uzol z U%, patria k réznym triedam.

Dokézme teraz, Ze plati: Ciastodny graf GF (resp. G¥) gra,fu G* obsahujtci

vietky hrany a len hrany triedy Hy (resp. Hy) je hamiltonovskou &arou
grafu G*.
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A. Tvrdim: Gf (resp. Gf) je faktorom druhého stupfia v G*. Nech ) je
Tubovolny uzol grafu G*. Ak je ) e U}, potom w je zrejme incidentny préve
s dvoma hranami z H;' a s dvoma hranami z H;. Ak je u; « U, potom vzhla-
dom na to, Ze ka?d4 z dvoch hran incidentnych s uzlom %] v jednej kruZnici
(a tak isto aj v druhej kruZnici) systému C* obsahujticej uzol «; patri do inej
triedy, plati: uzol «; je incidentny s dvoma hranami z H; a s dvoma hranami
z Hy . Tym je dékaz tvrdenia A. vykonany.

B. Tvrdim: Gf (resp. G5) je stvisly graf. Dékaz tvrdenia: Ak h,, h, st Tubo-
voIné také dve hrany hamiltonovskej diary K, ktoré si incidentné s tym istym
uzlom u, grafu G, potom uzly &(h,), x(hy) sivisia v grafe GF. Nech totiz &, je
t4 hrana linedrneho faktora L, ktord je incidentnd s uzlom u;, potom obrazy
a(hy), a(hy), x(hy) st uzlami kruinice K} e C*. Teda do triedy HY patri bud
hrana incidentnd v G* s uzlami x(h,), x(hy) (potom uzly «(h,), x(h,) zrejme
stvisia v GY), alebo do triedy Hy patri aj hrana incidentnd v G* s uzlami
a(hy), o(hy) aj hrana incidentnd s uzlami o(h,), x(h,). Cize uzly x(k,), oc( 2)
stvisia v grafe Gf. Obdobn4 dvaha vedie k rovnakému uziveru pre Gy
* Teda v zobrazeni « obrazy dvoch ,,stisednych® hrén hamiltonovskej &iary
K stvisia v Gf (resp. v G¥). To viak znamend, %e v Gf (resp. v GY) sivisia
vietky obrazy (v zobrazeni «) hrdn z K. Indé povedané: IubovoIné dva uzly
mnoziny U% stvisia v grafe G (resp. v grafe Gy). PretoZe hrana z Hy (resp.
z Hy), ktord je incidentné v grafe Gf (resp. G3) s istym uzlom z U3} je inci-
dentn4 aj s jednym uzlom z U%, stivisi v grafe Gf (resp. v grafe Gy ) kazdy uzol
u U} so vietkymi uzlami z U%. Preto graf G (resp. graf Gy) je suwsly graf.
Tym je dokaz vety 12. vykonany

- Dékaz vety 13.: I. Nech G* = #(G@); G=U + H; U = {uy, Uy, ..., Uy} &
nech Gf, G5 st dve hamiltonovské &iary grafu G*, ktoré nemaji spolodnej
hrany. Hrany hamiltonovskej &iary Gf (resp. G5) tvoria triedu hran HY (resp.
HY). Nech 0* = {K}, K7, ..., K}} je systém kruZnic grafu G* taky, Ze uzly
kruznice K¥ ¢ C* st obrazmi troch hrén incidentnych s uzlom u; ¢ U v zobra-
zeni « a hrany krunice K} st obrazmi troch uhlov grafu @ s vrcholom v uzle
u; vV zobrazeni f. Ak by systém C* obsahoval iba dve kruZnice, t. j. ak by graf
@ pozostaval iba z dvoch uzlov u,, u, a z troch hrén s tymito uzlami incident-
nych, potom by @ zrejme obsahoval hamiltonovski éiaru a nebolo by potrebné
nié dokazovat. Predpokladajme preto, Ze G mé najmenej §tyriuzly ateda najme-
nej Sest hrdn t. j., Ze C* obsahuje najmenej Styri kruZnice a najmenej Sest
uzlov. Plati: Tubovolné krunica K} systému C* obsahuje hrany z oboch
tried HY, HY. Ak by totiz krufnica K} obsahovala napr. len hrany z triedy
HF, potom K} by bola kruznicou aj v G a uzly tejto kruinice by nestviseli
s ostatnymi uzlami grafu G¥, &0 odporuje predpokladu, Ze G je hamiltonovska
diara.

Teda kazds kruzmca, z C* bud obsahuje dve brany z HY a jednu z HJ,
alebo obsahuje jednu hranu z Hy a dve z Hy .. Tak &i tak existuje prave jeden
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uzol (budeme mu hovorit vyznaény uzol) kruznice K; taky, ze je incidentny
s dvoma hranami kruznice, ktoré patria do tej istej triedy H; (j =1, 2).
Kazdy uzol je uzlom prive dvoch kruznic systému C*, je viak zrejmé, Ze ak
isty uzol je vyznadnym (resp. nie je vyznaénym) uzlom jednej kruznice, je
vyznaénym (resp. nie je vyznadénym) uzlom aj druhej kruznice.

Oznadme znakom V* mnoZinu vietkych vyznadnych uzlov grafu G*. Vzory
vyznaénych uzlov v zobrazeni « tvoria istd mnoZinu hrdn Hj, grafu @, ktord
mé thto vlastnost: kazdy uzol grafu G je incidentny prive s jednou hranou
z Hy, pretoze obrazy hrdn incidentnych s uzlom grafu G v zobrazeni « si
uzly kruznice z C* a kazdé kruZnica z C* — ako sme prave dokdzali — mé pré-
~ ve jeden vyznaény uzol. Teda H}, je mnoZinou hrén istého linedrneho faktora
L grafu G. Hrany grafu G nepatriace do L sd hranami istého kvadratického
faktora K grafu G. DokéiZeme, Ze K je hamiltonovské ¢iara grafu G. Prv viak
nez prikrodime k ddkazu tohoto tvrdenia, dokiZeme eSte toto:

II. Nech G* je tiastolny graf grafu G*, ktory pozostiva z tych hrén grafu
G*, ktoré sd incidentné s dvoma uzlami nevyznaénymi, potom G* je kruZnica,
ktora obsahuje vSetky nevyznadéné uzly grafu G*.

Ze vietky uzly v G* st druhého stuptia, je zrejmé, lebo ak ist4 hrana je in-
cidentnd s dvoma nevyznaénymi uzlami, potom kaZdy z tychto uzlov je in-
cidentny eSte prave s jednou takouto hranou.

 Nech Ky je kruZnica z C* a nech v} je jej vyznaény uzol, uf, uj jej uzly

nevyznaéné. Obiehajme po hranich hamiltonovskej &iary Gf a po hranich
hamiltonovskej &iary G5 cez ich jednotlivé uzly tak, Ze v oboch pripadoch
vyjdeme z uzla %5 a uzol 4} bude najblizsi nevyznaény uzol, ktory dostihneme.
Teda u jednej hamiltonovskej ¢iary bude ni$ postup popisovat istd postup-
nost uzlov uf, uy, ..., u druhej postupnost uzlov uf, of, u¥, .... Pri dalom
postupe z uzla %’ v jednej z hamiltonovskych &ar prejdeme hned do dalgieho
nevyznaéného uzla uy = «f, u druhej najblizéi uzol bude opit isty vyznaény
uzol (v}) a potom a# nasleduje uzol ;. UvéZme totiZ, 7e v kazdej kruznici
z C* jedna hrana patri do jednej z tried HY, Hy, zbyvajtce obe do druhej
z tychto tried a wuzol kruZnice incidentny s hranami tejto kruZnice, ktoré
patria do tej istej triedy, je vyznaény uzol.

Viimnime si, Ze poradie uzlov nevyznaénych (ak neprihliadame k ,,umieste-
niu® vyznaénych uzlov) v akom cez tieto prechidzame obiehajic hamilto-
novské &iary GY, Gy, musi byt v oboch hamiltonovskych ¢&iarach rovnaké,
nech ako dlho pokradujeme v postupe. AvSak v takom istom poradi musime
prechidzaf cez jednotlivé nevyzna&né uzly, ak volime tento postup: vyjdeme
z uzla wf, po hrane, ktors je incidentns s u¥, dalej z uzla »* po hrane, ktors je
incidentnd s u} a je incidentn4 s dal§im nevyznadnym uzlom (tymto uzlom je
zrejme uzol u;) bez ohladu na to, do ktarej triedy této hrana incidentné s dvo-
ma nevyznaénymi uzlami patri. Obdobne z uzla %; do nevyznaé&ného uzla u;
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atd. Pretoze pri obiehani po hamiltonovskej &iare prejdeme po koneénom
podte krokov cez vietky uzly grafu G* (a teda aj cez vietky nevyznadné uzly
tohoto grafu), musime nutne pri obiehani po hranich grafu G* po konetnom
podtte krokov (a to v rovnakom poradi ako pri obiehani hamiltonovskych &iar).
prejst cez vietky nevyznainé uzly grafu G*. Teda G* je graf druhého stupiia
a je grafom sGvislym. G* je kruznica a obsahuje vietky nevyznainé a len
nevyznaéné uzly grafu G*. Tym je dokaz tvrdenia IT prevedeny.

III. Dokéazme napokon, Ze kvadraticky faktor K (z prvej ¢asti dokazu) je
hamiltonovskou &iarou grafu G. Stadi dokazat, ze K je stvisly graf.

Nech postupnost hrdn P* = hfhy, ..., kY, bY, ... popisuje v akom poradi
prechddzame cez hrany kruZnice G* pri obiehani po nej v pevne zvolenom
smere obiehania vychddzajic z jej hrany h;. Kazd4 hrana postupnosti P*
je hranou prave jednej kruznice z C*; oznaime znakom K: kruznicu z C¥*,
ktorej hranou je hrana A} postupnosti P* (j = 1, 2, ..., p). Dalej oznadme
znakom u};,; uzol kruznlce G*, ktory je incidentny s jej hranami &J, A},
G=12..,p—1).

Plati zrejme: vzorom v zobrazeni « uzla u} ‘o1 jeistd hrana by ;) = «~Y(u};, 1)
ktord je v grafe K incidentnd s uzlami u,, w, ., (j =1, 2, ..., p — 1). PretoZe
stvislost medzi uzlami je vzfah tranzitivny, musia nutne suv1seﬁ v K vietky
uzly u, (j=1,2,...,p), ktoré odpovedaji kruzniciam K, Kf . K*
z ktorych kazdé obsahuje po jednej hrane postupnosti P* (kruznica K “ ob-
sahuje podla predpokla,du hranu AJ).

Nech U = {«, cee Uy} Vieme, ze kazd4 kruznica z C* obsahuje prive
jednu hranu z G* a teda podIa éasti II. d6kazu aj prave jednu hranu postup-
nosti P* a kazdd hrana postupnosti P* je hranou prave jednej kruznice z C*.
Teda U = U, ¢iZe K je stvisly graf obsahujtci vietky uzly grafu @ a kazdy
uzol z K je uzlom druhého stupiia. Preto K je hamiltonovskd &iara grafu @, ¢o
bolo treba dokazaf.

Doékaz vety 14.: Ak je A = 0, potom je aj A* = 0, lebo z A* > 0 vyplyva
podla vety 13. 1 > 0. Nech 4 >'0 a nech K,, K,, ..., K, st vSetky rézne ha-
miltonovské éiary v @, K; Iubovolnd z nich. K tejto hamiltonovskej Giare
K ; mozno najst rozklad mnoziny hrén grafu G* = 9( G) na triedy hran Hy, Hy
taky, ze H; resp. HY je mnozina vietkych hrin 1ste] hamiltonovskej éiary
G resp. G pritom tieto hamiltonovské diary nemaji spolotnej hrany. Pri
zatriedovani hrén spésobom, ktory sme popisali v dékaze vety 12 pri dvojici
kruznic Ky, K} (ktorych spoloénym uzlom je uzol ] e U}) do tried Hy, H7,
mali sme moznosﬂ si vybrat, ktord z kruZnic oznadime K a ktord K. To mé
pravda vplyv na zatriedovanie. Pretoze podet uzlov .grafu @ je podl’a pred-
pokladu 2n, mé G prave 3n hrdn a podet hran linedrneho faktora L je n. Teda
U% mé n uzlov a existuje n dvojic kruznie, ktorych spoloénym uzlom je uzol
e U}. Zmena oznadenia najmenej v jednej a najviac v # — 1 dvojiciach kruz-
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nic sposobi zmenu v rozklade na triedy Hy, Hy (zmena u vietkych dvojic
by spdsobila iba zmenu oznadenia tried, nie v8ak zmenu rozkladu). Pre roz-
klad na dve hamiltonovské Siary grafu G* podla pevne zvolenej hamiltonov-
skej diary K, grafu G mdme teda veelku 27—1 réznych moznosti. PretoZe pri
dvoch réznych hamiltonovskych &iarach K;, K; v G prislusné linedrne faktory
(ktoryeh hranami st hrany nepatriace do K, resp. do K;) sa li§ia aspoii jednou
hranou, budd rozdielne aj odpovedajiice mnoZiny vyznaénych uzlov v grafe
G* a budd rozdielne aj tymto odpovedajice rozklady grafu G* na dve hamilto-
novské &iary. Teda je A* > 4. 271, Ak by bolo A* > 1. 2*~!musela by podla
vety 13. existovat mnoZzina vyzna&nych uzlov, ktord nie je obrazom mnoZiny
hran grafu @ nepatriacich do hamiltonovskej &ary K; (1 =1, 2, ..., 4) v zob-
razeni . Podla vety 13. by potom existovala eSte aspoil jedna dalSia hamilto-

novsks &iara K, ,, v grafe G. To je spor s predpokladom. Je proto A* = 4 . 2771,
¢o bolo treba dokazaf. ' '
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Pesome

13 TEOPUM HOHEYHBIX PEI'VJAPHBIX I'PA®OB "
TPETBEA 1 YETBEPTOW CTEINEHU

AHTOH KOIIUT' (Anton Kotzig), Bparmcaasa.
(ocrynuio B pegaxnmio 21/11 1956 r.)

B crarbe nOKA3HBAWTICA CIEAYIOIIEE TeOPeME:

1. ITycmv G — npouseonvHsLl c6s3HBLE epagh ¢ wemublm wucaom pebep; moz0a,
cyugecmsyem cucmema B yea08 epaga G maras, umo kaxcdoe pebpo us G npu-
HAOLEHCUTN MOUHO 0OHOMY Y24y CUCMEMBL U CUCMeMA Yero8 Ty ¢ smum ceouCmaoMm
cyuecmgyem moavko mozda, ecau G codepucum wemmnoe wucao pebep (mpoiixa
asemenmos 2paga G- {u, hy, h,}, 20e u — sepwuna, h, & h, — pebpa, Hasvieaemes
yeaom epaga G, ecau oba pebpa hy, hy, UHyUdEHMHIL C BePUWLUHOL U).

2. Ecau ceasnuwiii peeyaspreiii epag mpemveii cmenenu G ¢ 4emHbM “UCA0M
pebep codepxucum aunelinsli mHomcumenv, mo 6 G cywecmeyom dee cucmemwl
yea0e B, W,, seasowuecs OussOHKMHELMU, U Kaxdoe pebpo 2pada seasemcs
dneMEHLMOM MOUHO 00HO20 yeaa cucmemst B, (cooms. IW,). Ecau, kpome moeo;
G MONHO passoMcumMb HA MPU AUHEUHBIL MHONCUMEAS, MO CYWeCEYOMm.
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6 G wemuipe cucmemsl yea08, He UmeOUUEe NONAPHO 06We20 Yeaa, npudem Kaxooe
pebpo epapa A8AAEMCS IAEMEHMOM MOUHO 00H020 Yeaa KaucOO0l U3 SMUT CUCEM.

I'pag G*, muoncecmeo éepuwsur, kKomopozo ecmd U* , mnoocecmso pebep H*, na-
swisaemes B-o6pasom epagpa G — 2de G ecmy ceasnrlil peeyaaprulii epag mpemveil
cmenenu, U ecmb Mroxmcecmeo ezo sepuiun, H ecmv mHoxmcecmso e2o pebep — ecau:

I. Cywecmeyem npocmoe omobpancerue o« mruoncecmsa H na mmoncecmso U*,

I1. cywecmeyem npocmoe omobpancerue B cucmenmr scex yeaoe W epaga G va
MHOHcecmeo pebep H*,

IT1. eepwuna u* = x(h;) unyudenmna c pebpom h* = B(W,) 6 epage G* moz0a
u moavko mozda, ecau pebpo h; e H ssasemes snemernmonm yeana Wi e Iy,

3. Ilna rpados G* = H(G) ¢ 9eTHHIM YMCIOM BEePIINH, KOTODHIEe ABJIAIOTCA,
O9EBUIHO, CBSASHLEIME peryJisSpHHIME rpadaMm d4eTBepTOH CTEmEHH, AOKA3HI-
BaeTcA CIefyIoIee: '

Kaxcowii epag Q) codepncum aureiinpii mroncumens. Ecau ¢ G cywecmeyem
AUHeUHBL MHOHCUMEns, Mo ¢ epade H(G) umeemes keadpamurrslic MHOHNCUMEND,
pasaomcumslil Ha 86a sunelinvlx mroncumens. Ecau epagp G mooncro passomcumo
HAQ MPU AUHETHBL MHOHcumeas, mo 2pad HG) momcHo passomcumsv Ha wemvipe
AUHEUHBL MHONCUMELZL U Haobopom.

4. JlanpHeimue KOKa3HBaeMbe TEOPeMHl 00pAINalT BHEMAHWe HA TECHYIO
CBA3H MEKIY TAMEVIBTOHOBEIME IHHMAMZ B PETyIsSpPHHX rpadax Tperbei cre-
OEeHVW W Pa3OKeHEAMHA KX $-00pa3oB HA [Be TaMHIBTOHOBH JHHWA. [|oKa3sl-
BaeTcA CIefyollee TeOpeME: 1

a) Ecau ¢ pezyasprom epaghe mpemveii cmenenu G cywecmsyem eamuabmoHosa
aunus, mo Q) moxcno pasroncumv Ha 0ee aMUNLMOHOEEL LUHUU U HAOOOPOM.

6) IIycmv A — wucao pasiuuHyT 20MULLMOHOBBLL AUHUL 6 PeeyAapHOM epaghe
mpemuveil cmenenu G u 2n — uucao eeo yeao08, moeda 0 wucse A*¥ pasauuHwvT
pasaoncenuii epaga HG) nHa dse 2aMULLMOHOB. AUHUU MOHHO YmMEepHOamb:
A =3 . 2 '

Zusammenfassung

AUS DER THEORIE DER ENDLICHEN REGULAREN
GRAPHEN DRITTEN UND VIERTEN GRADES

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Eingelangt am 21. Feber 1956.)

In dem Beitrag werden folgende Sitze bewiesen:

1. Es sei G ein beliebiger zusammenhangender Graph, welcher eine gerade
Amnzahl von Kanten enthilt, dann existiert ein Winkelsystem B des Graphen G so,
dass jede Kante aus G genau einem Winkel aus S gehort und ein Winkelsystem
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B mit dieser Eigenschaft existiert nur dann, wenn G eine gerade Anzahl von
Kanten enthiilt. (Die drei Elemente aus G- {u, hy, hy}, wo wein Knotenpunkt und
hy = h, die Kanten sind, werden Winkel des Graphen G genamnt, wenn beide
Kanten hy, hy mit dem Knotenpunkt u inzident sind.)

2. Wenn ein zusammenhingender regqulirer Graph dritten Grades G mit gerader
Anzahl von Kanten einen linearen Faktor enthilt, dann existieren solche zwei
Winkelsysteme $,, B, die elementfremd sind und jede Kante des Graphen
gerade einem Winkel aus B, (resp. aus ;) gehirt. Wenn ausserdem @ in drei
lineare Faktoren zerlegbar ist, dann gibt es in @ vier solche Winkelsysteme, die

poarweise elementfremd sind und jede Kamte genau einem Winkel aus jedem
System gehort.

Den Graph G*, dessen Knotenpunkimenge U* und die Kantenmenge H* ist,
nennen wir 9-Bild des Graphen G = U + H (wobei G ein requldrer zusammen-

hingender Graph dritten Grades, U resp. H seine Knotempunktmenge, resp.
Kantenmenge ist), wenn gilt:

" 1. Es gibt eine einfache Abbildung x der Kantenmenge H des Graphen G auf
die Knotenpunktmenge U* des Graphen G*.

I1. Es gibt eine einfache Abbildung p des Systems T aller Winkel des Graphen
G auf die Kantenmenge H* des Graphen G*.

II1. Ein Knotenpunkt w* ist inzident mit der Kante h* des Graphen G* wo

w* = x(h;); hy e H; B* = B(W,); W; e B; dann und nur dann, wenn die Kanbe
h; ein Element des Winkels W; im Graphen @ ist.

3. Fir die Graphen G* = 9(G) mit gerader Knotenanzahl, welche selbst-

verstiandlich regulire zusammenhangende Graphen vierten Grades sind, wird
Folgendes bewiesen:

Jeder Graph 9(GQ) hat einen linearen Faktor. Wenn es im Graphen G einen
linearen Faktor gibt, dann hat G* = §(Q) einen quadratischen Faktor, der sich in
zwei lineare Faktoren zerlegem lisst. Wenn der Graph G sich in drei lineare

Falktoren zerlegen lisst, dann ldasst sich der Graph G* in vier lineare Faktoren
zerlegen und wmgekehrt.

4. Weitere Sitze weisen auf den engen Zusa.mmenha.ng zwischen den Ha-
miltonschen Linien im Graphen dritten Grades und die Zerlegung der ¢-Bilder
dieser Graphen in zwei Hamiltonsche Linien. Man beweist diese Sétze:

a) Wenn es im reguliren Graphen dritten Grades G eine Hamiltonsche Linie
gibt, dann lisst sich der Graph G* = (@) in zwes Hamiltonsche Linien zerlegen
und wumgekehrt.

b) Es sei 1 die Anzahl verschiedener Hamiltonscher Linien im reguldren
Graphen dritten Grades G und es sei 2n die Knotenanzahl des Graphen @, dann

gilt von der Anzahl A* der verschiedenen Zerlegungen des Graphen G* = (Q) in
zwer Hamiltonsche Linien: A* = 4 . 271,
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Casopis pro péstovani matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

ITPEOBPA3BOBAHUME OJHOMEPHBIX MHTEI'PAJIOB

AH MAPHUK (Jan Maiik), Ilpara.

(ITocrymuio B pexakuuio 27/11 1956 r.) DT: 517.39

B macrosmeii paGoTe [OKA3HIBAIOTCA HEKOTOPHE PABEHCTBA, TECHO

1) b
CBABAHHEIE C UBBECTHOU dopmyxnoit [ P(y) dy = [ D(f(z)) f'(z) dz.
i(a) a

Teopema. Ilycmb f — Henpepuignas eewjecmeernas GyYHKYUL C 02DAHUNCHHBLM
usmenernuem 6 urwmepsase {a, bd. IIycmv p, n, v — nosoxmcumenvHoe, OMpuya-
meavHoe U noanoe usmererue Gynryun f. Onpedesum 6 {a, b) gynryuu g, = , 7
caedywgum obpasom: Ecau z e (a, b) u ecau gynryus f cmpoeo 6o3spacmaem
(y6risaem) 6 moure x, nycmyv o(z) = n(x) = 1, %(x) = 0 (o(z) = 0, »(z) = 1,
n(x) = —'1); 6 ocmasvneix moukaxr unmepsasa <{a, by noaoxcum o(x) =
= %(z) = n(z) = 0. (Caedosameavro, o(z) — #(x) = n(z), o) + »(r) =
= |n(z)| daa ecarozo € {a, b>.) IIycmv F (cooms. ) — @ynkyua na mHo-
acecmee {a, b) (cooms. f({a, b))). B amom cayuae das noumu écex y € E; mno-
arcecmeo [~(y) asasemes KOHeuHBIM U 064adaem mem c6OUCMEOM, 4MO

7(x) £ 0 0Oas kaoxcdozo = € f~Yy) ; ~(0)
danee, pagencmsa
: 5 | |
Ef(’(é F(z) o(2)) dy = [F(2) dp(=) , (1)
b
Ef (f(% F(x) »(z)) dy = [F(z) dn() (2)
b
Ff(f(}); F(z) n(z)) dy = [F(z) df(2) , (3)
' b
Ef(j(}); F(z) [n(z)]) dy = [F(zx) dv(x) , (4a)
, :
Ef(ﬂz F(z)) dy = [F(z) dv(z), (46)
1 @)=y a .
O] b
f(f)¢(y) dy = [&(f(z)) df(z) (5)
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cnpasedausvt ¢ caedyrowem cmvicae: Ecau cywecmseyem (koneunsiii uau 6eckorey-
nutl) uwmeepan Jebeza-Cmuavmeeca 6 npagoil 4acmu, mo cymma 3a 3HAKOM
uUHmMe2PANa 6 €80l UACMU UMeem cmpica Oas nowmu ecex y € E,,1) unmezpas
(Tebeea) 6 nesoll wacmu cywecmeyem U paser UKMe2pasy 6 NpPagoll 4acmu.

HDoxaszarenscTBo. Ilyers ¢(y) — dmcao ameMeHTOB MHOMKecTBa f~1(y).
B cmay m3BecTHOR Teopemsl Bamaxa (cm., Hamp., [2], crp. 280), mmeeM
) ‘
Ef q(y) dy = [1. dv(z). (6)
1 a
Tomommm L = Ely; q(y) = o0]; mycts A — MHOKeCTBO TeX Touex % e (a, b),

B KOTOPHIX | mmeer sxcrpemym. Herpymao o6mapymmTs, 910 MHOKecTBO f(4)
cuerHo; m3 (6) cmenyer, 9ro Mepa MEOKecTBa L paBHA HymO. Mepa MHOMeCTBa

M =L v f(4) v {f(a), f(b)}

paBHA mo3TOMY Takme Hywmo. [[okakeM, 9To

)= 2 In(=), (7

H(z)=y
. (sgn (f(b) — y) — sgn (f(a) — y)) = /(2 7() (8)
z)=y

ans Bearoro y € By, — M. Jlnsa stoit menu BosemeM y € B, — M; nyers f~(y) =
={Zy .0, T}, THE G, <y < ... <%, <b (r —menoe gmeno > 0). Tar xar
¢yErOEA [ EenpepwBHA, TO f — ¥ cOXpaHdeT 3HAK B Ka)KAOM W3 HHTEPBaJOB
(@, zy), (%1, %), ..., (%,, b). IloTOMy uTO f He mocTaraer sxcTpeMyMa HE B OXHOK
H3 TOYeK &y, ..., ¥,, BHITEKAeT OTCI0Aa, 9T0 yBKOuA [ — ¥ MeHseT 3HAK B TOY-
KaxX Zy, ..., &, Wrax, |n(x;)| =1 gna § =1, ..., r; aram poxasaso (0) = (7).
Hamnee, oueBAmEO, 7(%ry) = — (%) RAL k=1,..,7r—1 1

n(x,) = sgn (y — f(@)) , =(z,) = sgn (f(b) —y) . (9)

Ecam r — wernoe, 1o (z,) = — (), Z 7(2x) = 0; clIemoBaTEIBHO,
E-1

"2177(%) = 1(n(z,) + n(z,)) - (10)
@ T ’
Ecnn r — HegerHOe wmeno, mmeem ) 7(z) = #(x;) = 7(,), TaK 910 PaBEHCTBO
k=1

(10) onars copasemmuso. W3 (9), (10) cnenyeT}(S).

Coormomenus (6), (7) moxasmiBaor, wT0 opMyna (4a) mMeeT MecTO ILIA
dyrrmma F(z) = 1 (z € (a, b)). Tar rax

Ef 3(sgn (f(0) — y) — sgn (f(@) — y)) dy = f(b) — f(a) ,
1) Tomomum (4 o) . 0 = 0; ecim, Hanp., Flz) = — oo, p(z)

= 0, To gamamem F(z) .
. olx) = 0. .
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BmmaM [em. (8)], 9ro m paBeHcTBO (3) cupaBemnuBo muiA ¢yERmEE F(z) = 1!
Ilomo6EEIM 06GpasoM MOKHO OKa3arTh, 9To paBeHcTBA (3), (4a), 4, cleloBaTelsb-
HO, W paBeHcTBa (1), (2), BepHEL TOKe NI BeAKOH Qynruuu F, ssiusomenca
XapaKTePHCTHYeCKOM (yHrOumedr Heroroporo murepBaia I C {a, b).

ITycrs § — cmcrema Bcex orpaHmueHHEIX QyHKOWA F, mis wroropsix (1)
cupasennuso.?) loxameM ciefyiomee yrBep:ieHme:

(V) Ecau F,eF, C>0, |[F,(2)] <C (n=1,2,..;6a <2< b) u ecan
F,(x) - F(x) das ecaxozo z e {a,bd, mo Fe§.

HeiicTBuTenbHO, B 9TOM cilydae

b .
[( 3 Fu(z) o()) dy = [F(z) dp() (11)
E, f(z)=v a
maa n =1, 2, ... Tak xax mocmepoBarensrOCTs F'y, Fy, ... OrpaHMYeHa, AMeEM
) b !
[Fa(x) dp(z) — [F(z) dp(x) . _ (12)

Ecma monosmrs Go(y) = > Fu(z)e(x) (v =1,2,:..), Gy) = > F(x)e®)
@)=y @)=y

(y € By — M), 10, 0veBmnEo, G,(y) — G(y) 1 |Gu(y)| é/ > |Faz)| < Cq(y) naa
(z)=y

yeE, — M, m, cuemoBaTenpHO, NIA LOYTH BCeX Y. B cmiIy HepaBeHCTBA
[Cq(y) dy < o [cm. (8)], momyuaem [G,(y) dy — [G(y) dy mnm
E, E, E, ’

JO 2 Fu@) e(x)) dy —>Ef( 2, F(z) o(x)) dy -

E, @)=y - 1 F(@)=y .
Orciona u u3 (11), (12) camexyer, aro F' e §. I1mm moxaszamo yrsep:xperme (V).

Tak Kax § COMEPIKAT BCAKYIO JEHEHEYI0 KOMOMHAIMIO CBOMX BIIEMEHTOB, TO
H BcAKasA ,,crymerdarad’’ QyEKmuA (T. e. NMMHeHHAag KOMOMHALWA XapaKre-
pucrmieckux Gymxnumi urTepBanos I C {(a, b)) npmEagnexnr §. Herpymmo
0GHAPYIKATE, 9T0 BCAKAA HeNpePHBHAA YYHKIMA MOKeT OHITH IpeJcTaBIIeHA
B BHJle PABHOMEPHOIO Ipefesa HOCIeN0BaTeIbHOCTH ,,CTYNeHIATHX ‘< (yHKOuA
", coriacHO yrBepsuermio (Y), ABIAETCS TAK)Ke SIIEMeHTOM CHCTEMEL .

Ilyers, mamee, F — orpaHmdYeHHasg (YyHKOAA, H3MEePEMAaA IO OTHOMICHHIO
K ¢pyERnER p (p-usmepmmas). Cymecrsytor ¢ymrmum Fy, F'; Broporo Kiacca
Bepa rakme, uro Fy(z) £ F(z) < Fy(x) nna wamporo zela, by m dro

. ,

b
[F(z)dp(x) = [F(z) dp(z) (¢+ = 1, 2)3); 09€BEIHO MOKHO IIPEJIIOJIOMKATE, ITO

2) Ecnux $ynxuna F womedna, To cyMma X F(z) o(x) MMeeT CMBICH AN BCAKOTO Y €
f(@)=y
eE, —M.

3) CymecrBoBaHuUe QymExuumit F,, F, BHTeKaeT, HAOp., u3 TeopeMsl Buranu-Hapareoxops
(em. [2], crp. 75). Ecam me, ONHAKO, OUpefelIMM MHTErpasl Kak B [1], TO CymecTBOBaHNe
dyBruni F,, F, IOYTH 04eBHTHO.
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u ¢ysrmun F,, F, orpagmuensl. Tak kax HempephBEbEe QYHKOUU HPHHAIIE:
xar §, TO, B cEIY y'rBepmneHnﬁ V), F;e § nus @ = 1, 2, 1, cIeJOBATENbHO,

fC > 1(x)e(w)d?/—fF(x)dp(x) fF z)dp) (1=1,2).

E, Hz)=y

~ Orcroma ¥ w3 HepaBeHCTB

> Fi@)e@) £ > F@)e(®) £ 3 Fylw) o),

f(@)=u fle)=y f(®)=y

BeDHBIX 1A TOUTH BeeX y e B, BHTexaer, uro materpan [( > F(z) o()) dy
B, i@=y

b
cymecrsyer u paseH [F(z)dp(x). dtum mokasamo, aro F e §.
Ecnn F — mpomsBoibHAA HEOTPHIATETbHAA p-m3Mepumas QyHKOAA, MO0
wam (ma = 1, 2, ...) F(z) = min(F(z), n) (x e<a, b)) m G, (y) = > Fa(@).
Hz)=y
. o(2), Ay) = > F(z)o(®) (y € B, — M). Tax xar F, ¢ §, nveen

@) =u

[G.y) dy = ben(x) dp(z) (mn=1,2,..). (13)
E, a

OueBmpnuse coorromernns F,(x) # F(x) (z € <a, b>), Ga(y) 7 G(y) (y c B, — M)

TOKAHBAIOT, 410 f Go(y) dy — f Q(y) dy, f F,(z) dp(z) — f F(z) dp(x) Co-

raaceo (13), paBeHcTBO (1) cnpaBemmBo TaKH{e JIJIH fbyHKunn F. V
B03LM9M Tenepb nponsnonbnym pynrrumo F rarymo, 9ro HHTGI‘paJI JleGera-

CTHIILTBGC& f F(x) dp(z) cymecrByer; IIOJOMKEM, KaK OOBIIHO, +(:::) =

= max(F(z), 0), F_(z) = max(— F(z), 0) (z € <a, b)). llycrs, HaUP., fb17'+(x)'

. dp(x) < co. Torma m [( > F,(2) o(x)) dy < co; ciemoBaTeabEo, z F ().
B, f(z)=y f(z)=y

co(®) <oo mmam mourm Beex yek,. Wrag, cymma > F(z)eo(x) =
f(z)=y
= > F.(x)ox) — Z F_(x) o(x) mmeer cMmEcx gma mouTm BeeX ¥ € By,

l(x) v (=)=
Tak 9r0 (1) BepHO W muA (bymm;nn F=F,_ —F._

9THM IONHOCTHIO JOKA3aHO Halle IpejJloKeHwe, Kacawomeees Gopmynst (1).
b
Toumo Tak e MOKHO HOKasaTh gopmyny (2), ecnm marerpan [F(z) dn(z)

CYIIeCTBYET. (Do‘pmyna (4a) [cootTs. (3)] aBmseTcsa cymmoil (COOTB. PABHOCTBHIO)
Gopmya (1) m (2).

Hanee, u3 (0) u (4a) cienyer, 9ro u fopmyia (46) cupasemmBa (HOCKOIBKY
HHTETpPAJl B IPaBOM 9aCTH CYIIECTBYET).
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Oycrs, maxonen, @—¢ynrnma Ha MHOmecrBe f({a, b)) Takas, uTO0 mpaBas
qacthb B (5) mmeer cmmic. Cormacso (3), 6ymer

[P(y) dy = [D(f(x)) df(z) , (14)

)
1

rie Py) = ,()Z D(f(x)) n(x). Ecmm yef({a, bd) — M raroe, uro cymma
z) =Y

> D(f(x)) n(x) mmeer cmeic, 1o [em. (8)]
{(z)=y ‘ ‘ ; S
Fly) = 2(y) - ,(Z (%) = D(y) - $(sgn(f(b) — y) — sgn(f(a) — ¥)) ;
z)=Yy
ecmn y e B, — f(<a, b)), mmeem, oueBmgmo, ¥(y) = O. CrnenoBatensHo,

()
[P(y) dy = [D(y) dy.
E, f(a)

Orcroma m w3 (14) momygaewm (5).
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Vytah

TRANSFORMACE JEDNOROZMERNYCH INTEGRALU

JAN MARIK, Praha.
(Doslo 27. II. 1956.)

Bud f spojitd funkce s koneénou variaci v intervalu {a, b). Budte p, n, v
positivni, negativni a totalni variace funkee f. Definujme v {a, b) funkee g, x,
takto: Je-li z € (@, b) a roste-li (klesa-li) funkee f v bodé z, bud

e@) =n) =1, =) =0 (e@) =0, %) =1, nz)=—1);
v ostatnich bodech intervalu <{a, o> bud g(z) = #(z) = 5(zx) = 0. Bud F (resp.
@) funkece definovana na mnoziné <a, b> (resp. f({a, b>)). Potom je pro skoro
viechna y ¢ B, mnozina f~*(y) konedén4 a vztahy (1) aZ (5) jsou spravné v tomto
smyslu:

Jestlize existuje (koneényj nebo nekoneény) Lebesgue-Stieltjestw integrdl na pravé
strané, md soubet za integradnim znamenim na levé strané smysl pro skoro véechna
Y € By, integrdl na levé strané existuje ve smyslu Lebesqueové a rovnd se integrdlu
na pravé strané.
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O Résumé
LA TRANSFORMATION DES INTEGRALES SIMPLES

JAN MARIK, Praha.
" (Regu le 27 Février 1956.)

Soit f une fonction continue & variation bornée dans lintervalle {a, b).
Soient p, n, u les variations positive, négative et totale de la fonction f. Défi-
nissons les fonctions g, %,  dans I'intervalle {a, b) de la maniére suivante:
Si z € (a, b) et si la fonction f est croissante (décroissante) au point z, posons

el@) =) =1, »(x) =0 (¢(x) =0, »(x) =1, n(x) = —1);
dans le reste de I'intervalle <a, b> soit o(z) = =(x) = n(x) = 0. Soit F (resp. Oy
une fonction définie sur I’ensemble <a, b> (resp. f({a, b})). Dans ce cas, 'ensem-
ble f~(y) est fini pour presque chaque y € F, et les relations (1) — (5) sonb
valables au sens suivant:

Si Uintégrale (finie ou infinie) au second membre existe au sens de Lebesgue-
Stieltjes, alors la somme sous le signe de Uintégration au premier membre posséde

_un sens pour presque tout y € By, U'intégrale au premier membre existe au sens de
Lebesgue et est égale & Uintégrale au second membre.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

RUZNE

- POZNAMKA O POLYNOMECH S CELOCISELNYMI KOEFICIENTY

BRETISLAV NOVAK, Chrudim.
Autor vySetfuje polynomy, jejichZ funkéni hodnoty maji tvar 6m + 1.

Je zndmo, Ze neexistuje polynom f, jehoZ funkéni hodnota f(n) by byla
prvodislem pro kazdé ptirozené n. ProtoZe se v8ak mezi ¢isly 6m + 1 p¥i malém
celém m vyskytuje jen maly podet sloZenych ¢isel, 1ze oéekavat, Ze polynom f,
jehoz v8echny funkéni hodnoty f(n) (n celé) maji tvar 6m 4 1, bude nabyvat ‘
mnoha prvoéiselnych hodnot. Viechny takové polynomy f s celym1 koeficienty
Ize snadno udat plati totiz tato véta:

. Budf(x) = Z ax® polynom s celobiselnymi koeficienty. Bud s celé Cislo a nechf
k=0

platt f(j)= 4+ 1 (mod 6) pro j =s—1, s, 8+ 1. Potom je f(n)= 4 1 (mod 6)

pro kaZdé celé n.

Dikaz. PoloZzme g(z) = f(z) — f(s). ProtoZe obé &isla f(s — 1), f(s) jsou lichd,

je ¢islo g(s — 1) = f(s — 1) — f(s) sudé. Protoze v8ak také &islo g(s) je sudé, je

g(n) sudé pro viechna n. Mime tedy g(n 4+ 3) =g(n) (mod 2) i g(n 4 3)=
= g(n) (mod 3); odtud plyne g(n + 3) == g(r) (mod 6) a tedy také f(n + 3) =
= f(n) (mod 6) po ka?dé celé n. Protoze f(j)= 4 1 (mod 6) pro j =8 — 1,
8,8+ 1, je f(r) = + 1 (mod 6) pro viechna celd » vibec.

Pozndme tedy jiz na &islech f(—1), £(0), f(1), zda plati f(n) = + 1 (mod 6)
pro viechna n ¢&i nikoli. '
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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 82 (1957); Praha

ULOHY A PROBLEMY

1. Rozhodndte, zda ka?d4 nespodetnd &ast E,, (resp. E,) obsahuje ¥idkou
nespodetnou &ast.
Jan Martk, Praha.

2. Bud m celé > 1. Jestlite je A c B,,, te By, 4 cel, 1 < i < m, bud 4]
mno¥ina viechz = [y, ..., Tm_y] € Bpy, Pro n8% [, <., Ty, by iy - - o, Tmeg] € 4.

Rozhodn&te, zda plati tato véta: Bud A ¥idkd me¥itelnd mnoZina v E,.
Necht kazd4 mmozina A (i = 1, ..., m, t €« E,) mé jen spodetné mnoho kompo-
nent. Potom mé A miru 0.

Poznimka. Podle véty 1 z mého &ldnku ,,Pozndmka o fidkych mnoZinich
v B, ktery vySel v lotiském 3. éisle tohoto ¢asopisu, plati véta prom = 2.
{ : Jan Mafitk, Praha.
3. Je zndmo, Ze existuji ordindlni typy & té vlastnosti, Ze plati & = &" pro
ka?dé » > 1; podobnd existuji ordinalni typy &, pro 1_1& & jerazné od &, &2, ...,
., &1 pro kaZdé n. Rozhodnéte, zda existuje ordindlni typ & tak, Ze plati na
pnklad &= £ & £2 mebo obecnéji & = &, n > 3, pr1 demz 5* + &proi=
=2,...,m— 1.
Poznémka W. SIERPINSKI poloill v [1] ot.ézku zda rovnost ordinalnich typu
= (2 implikuje, Ze & = f. A. C. Davisovi Wh na elementérnim piikladu¥)
a=on f=0a+ o %e tomu tak nenf; nskolik dal¥ich vysledkt je uvedeno v &léncich
[2], [3]- V [2] jsou dény dalsi problémy: (a) Zda existuji ordinélni typy «, B takové, Ze

plati o2 = B2 a 3 == B3? (b) Zda existuji ordindlni typy «, B takové, Ze plati o == f*
aod = B3?

UkaZme, Ze z kladného feSeni naSeho problému plyne feSeni problémi (a), (b).

(a) Necht existuje ordindlni typ & takovy, ¥e & = &% = £2. PoloZme & = &, f = &.
' Pak je of = £ = £ = B, aviak of = £ == £2 = £ — g8,

(b) Existuje-li takové &, %e £ = & == £2 == &3, pak pro o = §, B = £ plati o? = £ =+
+ & = B2 ale o = &3 = £5 = BB,

Poznamenejme jests, Ze pro tispofddans kontinua je nas problém roziefen zépornd

(viz. [4]).

*) Jako obvykle znadi w typ uspofddané mno¥%iny ptirozenych &isel,  typ mnoZiny
raciondlnich &isel.
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Casopis pro péstov'ini matematiky, rot€. 82 (1957), Praha

REFERATY

\

0 SPOJITE ZAVISLOSTI NA PARAMETRU A JISTYCH ZOBECNENICH
V THEORII OBYCEJNYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

(Vlastni referét o prednéSce proslovené na schiizi matematické obce praZskeé
‘ dne 3. prosince 1956.)

Dobie zndmou vétu o spojité zévislosti fe¥eni oby¥ejné diferencidlni rovnice na para-
metru zobecnili M. A. KrASNOSELSKIY & S. G. KREIN timto zpisobem:

Necht funkee fi(z, #) jsou definované a spojité i)m zeGotevi.c E,,0 <t X T, frl@, t) e
eE, k=0,1,2,... anecht existuje jediné FeSeni x,(t) rovnice

dz

5 = hol@s ®) ; @
splitujici pod4tedni podminku 24(0) = z, & necht toto fefeni je definované pro 0 < ¢ < T.
Déle necht z,(t) je feSeni rovnice

dx

o= =0, a0 ==, k=123... (2)

a nechf toto ¥eSeni je definované na intervalu <0, 7'>.
Véta 1. Necht jsou splnény tyto podminky:

t t
@) [frl@, v)dz — [fo(z, 7)dv pro k— 0,z e G, <0, T,
o 0

B) funkce frlx, t) pro k= 0,1,2, ..., t €0, T twoit soustavu stejné spojityjch funkci pro-
ménné z,

Y) funkce fy(x, t) jsou stejnomérné okranidené.
Potom x,(t) - #,(¢) pro k— co stejnomérné.t)

ProtoZe plati ), konvergence v podmince «) je stejnom8rné. Véta 1 ziistane v platnosti,
vypustime-li pfedpoklad y) a poZadujeme-li, aby konvergence v podmince a) byla stejno-
mé&érné vzhledem k (z, ¢). Tento vysledek uvefejni prednéSejici spoleénd se Z. VORLEM.

1) Viz M. A. Kpacroceavcruii u C. I'. Kpeiin, O npuHEIUIE yCPeOHEHAA B HEIUHEHHON
MeXaHWKe, Y CIeXM MaTeMaTrwmdeCKHX Hayk, 10; 3 (1955), 147—152. Vétu 1 cituji s nepod-
- statnymi zm&nami. Autofi nezédvadsji pFfedpoklad, Ze funkee f, (z, £) jsou spojité v (z, t)

a neprecisuji, v jakém smyslu rovnice (1), (2) maji FeSeni. Jest na p¥. mo%né &isticitova-
nou préci s pfedpokladem, Ze p¥i pevném k jsou splnény Carathéodoryho pfedpoklady pro
existenci feSeni rovnic (1), (2). Jak autofi uvad&ji v poznimce, neni tfeba predpokli-
dat, Ze funkece z,(t), k = 1, 2, 3, ... jsou definovédny na intervalu <0, T'), stadi pouze
predpoklad o x,(¢). O souvislosti v8ty 1 s pFibliZenim v priméru (mpEHIED yCcpegHEeRAs)
Ize se poudit v préci Krasnoselského a Krejna, kde je té% uvedena starsi literatura.
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Vimn&me si specislng rovﬁic
dz

T = gk'~* cos kt + k'~Psin kit = fi(x,t), 2(0) =0 (reB,, k=12,...),

do (3)
- 0 = folx,8), «(0)=0.

Podle v&ty Krasnoselského a Krejna z,(t) — 0 skoro stejnom8mé& pro« = = 1, k - .
Z uvedeného vysledku prednéSejiciho a Z. Vorla plyne, Ze z;(f) — 0 skoro stejnomé&rng
pro x =1, 0 < f < 1. Pfimym vypoétem snadno zjistime, Z%e z;,(f) - 0 skoro stej-
nomérng, jestlize 0 <ax <1, 0<B<L1, o+ f>1. (Jedi viak o 4+ =1, pak
x,(t) > — 3t skoro stejnomémé.) Nafim cilem je objasnit piiéiny podobnych konver-
‘genénich zjevi. :

Nejdiive zavedeme zobecn&ny Perrontuv integral. Necht 7, < 7*. MnoZina S C E,
patii do systému S, jestliZe ke kazdému t e {7y, T*) lze udat takové 6(t) > 0, Ze [, t] e S
Pro t e (T4, T*> N (r — 6(7), T + 8(7)). Konednou posloupnost 4 = (&g, T3, &1, Ty %gy ...
... Tpp &) nazyvéme rozdélenim intervalu {z,, T*), jestliZe 7, = &) < &; < &y < ...
Le<og=1% 0SS <1 Ly < ... £7; £ oy Rikéme, #e rozddleni 4 inter-
valu <,, 7*) je podfizeno mnoZin& S ¢S a piSeme 4 ¢ A(S), jestliZe (;,%) e S prooy_; <
St<oyi=1,2...,1 Vidy je A(S) = 0. i

Necht funkce U(r, t) je definovédna na n&které mnoZind S; ¢S. Je-li 4 € A(S;), pak

klademe B(4) = Z [U(r,, o;) — U(tj, 0;—1)]. Funkei U nazyvéme integrovatelnou, lze-li

ke ka¥dému ¢ > Ouda.t takové S ¢S, 8 C S,, Ze |B(4); — B(4,)| < ¢, jakmile 4,, 4, € A(S).
Snhadno 1ze ukézat, Ze v tomto p pade existuje jediné &islo, které nazyvame mtegrdlcm

z DU od 7, do 7* a oznacujeme f DU a které mé tuto vlastnost: ke kazdému & ex:s'ou]e
Ts
1#

takové SeS, SC S, Zé 1fDU B(4)| £ &, jakmile 4 < A(S). Pro fDU plati zékladni
véty theorie integralu a Je-h speclé,lné U(r, t) = f(z) ¢(t), kde funkee o(?) mé, koneénou
wvariaci (— o < f(7) < ©), potom f DU existuje pravé tehdy, existuje-li f f(z) de(7)

v Perronov® smyslu; oba mtegrély jsou si potom' rovny. JestliZe funkce Uz, t) =
= (Uy (7, 8), ... Uy(z, t)) mé hodnoty v E”, pa.k klademe

’ T*

fDU— (fDUl, ey fBU) -

Necht mnoZina R, ,, C E,,H_2 mé tuto vlastnost: Jestlife = € B,, (z, 7, T) € R, .o, Pak
existuje 6 > 0 takové, Ze (z, 7, t) € R, ,,, jakmile |7 — #| < 6. Necht funkee F (z, 7, ?)
je definované pro (z, 7, £) € R, .9, F (2, 7, ?) € B,. Rikéme, %e funkce z(7) definované pro
7 £ T £ 7, je TeSenim zobeenéné diferencidlng rovnice

dz

iy DF(z, 7,8), (4)

je-li (1), 7, ) e R, .3 pro 73 < 7 < Ty & plati-li ;
T4 ’
2(7,) = 2(%) + [DU, U(z, 8) = F(a(z), 7, 1) (5)

Ts
pro vSechna 7,, 74 € {7y, 72> ?).

Ty T3 Ty
%) Pfirozen¥ klademe [ DU = 0, [ DU = — [ DU.
T3

T3 Ts
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oF T I,
Jestlie funkce F(z, 7,t) mé parcidlni derivaci % = f(x, ¢t), kterd spojité zdvisi
na (2, t) a vibec nezévisi na 7, potom kazdé i‘eééni z(7) zobecndné rovnice (4) je soudasné
(i'eéenirn rovnice %ai = f (z, #) v obydejném smyslu a naopak.
T TR

Budte «,, By, 0, K;, K, kladné &sla. Necht symbol F znamend mnoZinu funkef
'F (2, ‘t)‘, které jsou definované pro xe@G otevi. C B, te<0, Ty, F (v,t) eBy
‘a spliuji podminky ‘[|F (z,t,) — F (2, 1)) S Ky [t; — /% pro z e @, t,ty, <0, T,
N —tl S0, [Py ty) — F (g, t,) — F (21, 8) + F (@1, )l S les — il Ky |ty — ,]%
Pro @y, Ty e @, ty, ta e <0, T, [y — ]| < 2Ky0h, [t, — 8| < 0. Predpoklédejme, , Ze
F (z,) ¢F, &, + B, > 1. Funkci #(7) nazyvéme reguldrnim FeSenim zobecndné rovnice
(4) na intervalu {7;, 7>, plati-li (5) pro vSechna z,, 7, € {7y, T,» a existuje-li funkee
0y(1) >0, TelTy, T,y takovd, Ze |lu(r) — 2(m)|| < 2K, |1, — 7/ pro 1, Tee
{Ty — 0a(To); To + 02(Ta)> N Ty, TaDs Ty € Ty, Tad-

" Za t&chto predpokladi plati: ,

L. Je-li my € G, 7y € <0, T', potom v néjakém okolt Sisla v, existuje reguldrni Fedent (7o)
rovnice (4), (7o) = 2o ‘

2. Jesilite Fy(w,?) ¢F, k=0,1,2,..., Fy— F, stejnomérné pro b— o a existuje-li

d -
gediné requldrni fedent xy(t) rovnice Eﬁ = DFy(z, ), 2(0) =z, na intervalu {0, T>,
T .

; o da. '
potom pro véechna dosti velikd k existujt Feent x(7) rovnice Fr DPF,, (%, t) , 2(0) = 2gs

:icterd jsow reguldrni na intervalu 0, T». Tato Fedeni nemusejs byt urdena jednoznadné,
ale v kazdém prFipadé x,(t) — 24(T) stejnomérné pro k — .

" Cheeme-li t8chto vysledki pouZit pro rovnici (3), polo¥ime &, = «, f; = min (&, B)
a dostavéme: z(¢) - 0 skoro stejnomdrns, jestlize 0 < o, < 1,0 < B, < 1, oy + By > 1.
to znamend, jestliZe 0 <« <1, 0 < B <1, ¢ + B> 1, & > }. Plirozend kardé Fefend
rovnice (3) mé spojitou derivaci & je tedy regulérni. Chovéni révnice (3) neni oviem pln®
objasn&no, nebot dostédvame dodatednou podminku & > }.

. Poznalntenejme na konec, e dosazené vysledky lze interpretovat pomoci theorie distri~
3 or

buci. Necht F (x,t) ¢F,, + ; > 1 a poloZme e f(z, t), kde derivaci bereme ve&
1

smyslu theorie distribuci. f(z, £) je speciélni distribuce pfi pevném z. Je-li funkce y(¥)
definovand pro 7 e {7y, 7,> C <0, T, (1) e G & plati-li

lo(za) — Y| SK|zma— wlv, E>0, py>1—a, 7476w, (6)
¢

'(p()tom existuje integral [ DF(y(z), t) = g(£), 7y, & ¢ {7y, 7,> & zéivisi spojitd na & MiZeme
. 4
definovat dosazeni funkee y(z) za parametr z do f (, t) vztahem
i d
( P s .
o 1(y(z), 7) aE g(é)

Funkee y(7) je ¥eSenim rovnice

dy | .
d. =f(y(1)’ T) ’ (7)
T

je-li spln&no (6) a jsou-li distribuce na obou strandch rovnice (7) rovné. y(7) je Fedenfrrn
rovnice (7) pravd tehdy, je-li regulérnim feSenfm rovnice (4).

Jaroslay Kurzweil, Praha.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro<. 82 (1957), Praha

‘RECENSE

Ivo Babudka, Karel Rektorys, Frantifek Vyéichlo: Matematickd theorie rovinné prui-
nosti. Vydalo nakladatelstvi OSAV, Praha 1955, 528 stran, cena 39 K&s.

Tato kniha mé splnit n8kolik ikolt zéroven. Podévéa vyklad o jedné z disciplin mecha-
niky, rovinné elasticitd, a to takovy, %e jsou v ni roziefeny otézky existence a unicity
zékladnich problému rovinné pruZnosti, jako# i nalezeny numerické methody pro vypoet
FeSeni téchto problémi, a to za predpokladi, které dobfe vyhovuji technické praxi.
To vSe nemé byt na tikor srozumitelnosti a upotiebitelnosti pro techniky. Je mo#¥no ¥#ei,
Ze tento kol se podafilo autortim zvlddnout. Pokud zbyvaji jesté n8kters zdvainé otdzky
rovinné elasticity, které nejsou v této knize ¥eSeny, pak je to tim, %e methodou N. I.
Muscheli§viliho, o niZ mo¥#no bez nadsézky ¥ici, Ze je dnes nejpropracovan¥jsim a nej-
efektivngjiim ndstrojem rovinné elasticity, se zatim ani autorim ani komukoliv jinému
tyto otdzky nepodaiilo uspokojivé rozfesit.

Knihu je mo#no hodnotit kladn$ jekt§ s jiného hlediska. Re¥eni problémi rovinné
olasticity je prakticky totoZné s fefenim biharmonického problému v roving. A tu s hle-
diska &ist$ matematického je kniha vyznamnym krokem vpied v theorii parciélnich dife-
rencidlnich rovnic.

Latka celé knihy je rozddlena do péti kapitol. V prvni kapitole jsou definovény
zékladni pojmy rovinné pruZnosti, které je specidlnim ptipadem prostorové pruZnosti,
za predpokladu rovinné deformace nebo rovinné napjatosti; je to tensor deformace a ten-
sor napdti. Jsou zde déle odvozeny zékladni diferencidlni vztahy mezi témito veli¥inami.
Pozoruhodné na této kapitole je jednak to, %e u¥ zde jakoZ i nadéle viechny definice,
tvrzeni a jejich dikazy jsou provaddny re&i matematickou, velmi jasng a promyglend,
jednak to, %e jsou zde zavedeny zékladni pojmy elasticity p¥{mo pro rovinny piipad.
To je cesta s hlediska matematického daleko schtidndji, ne¥ rigorosni zavedeni téchto
pojmi pro prostorovou pruZnost. Piesné zavedeni zékladnich pojmt prostorové pruz-
nosti je p¥iblizng o tolik slo¥it¥j¥l ve srovnéni s jejich zavedenim v rovinné pruinosti,
od je t8%8f vysetfovani ploch ve srovnéni s rovinnymi kiivkami.

Vaddi ideji kapitoly druhé, jet je zédkladnim kamenem celého spisu, je vyjédieni
znémé Airyho funkee napjatosti pomocf dvou analytickych funkef y(z) a ¢(z) Goursta-
tovym vzorcem Re (z@(z) -+ x(2)) & vyjddfeni prvkii napéti resp. deformace vzorcem
N. I. Muschelisviliho resp. G. V. Kolosova. Podstatnym pfinosem autori ve srovnéni
se zndmou knihou N. I. MUSCHELISVILIHO ,,HeKOTOpSIe OCHOBHEIE BaJlauyll MATEMATHIEC-
Kott Teopuy ynpyroctu‘ je zobeenéni prvnfho problému pruznosti (na hranici t&lesa je déno
zati¥eni) a druhého problému pruZnosti (na hranici t8lesa je déno posunuti) co do okrajo-
vych podminek a vySetfovéni nekonednych t8les. Prvni problém prunosti, ktery v pod-
statd spodivé v nalezeni tensoru napdti uvniti t8lesa, kdy¥ na hranici je déno zatiZeni,
je dén tak zv. funkei hlavnfho vektoru f(s), je% je funkei oblouku hranice oblasti. Funkee
1(8) mé dv& spojité derivace a% na konedny podet bodi. Ve vyjimeénych bodech s, plati:
§-a

, kde « > 0. Na pt¥. osam3lé bfemeno na hranici
8 — 8, .

1 e
I#(e)] < |—-—-l 18] £
‘ 8 8k
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se projevi koneénym skokem této funkee. O hranici oblasti se pfedpokléds, Ze jeji kfivost
m$ spojitou derivaci. '

Uvedme zde definici prvniho problému pruZnosti pro koneéné télesa v plném znéni:
Budi? T konedné m -+ 1 nésobnd souvislé t&leso ohranidené dostatednd hladkymi kiivka-
mi ¢y, Cqy « ..y Cp- BudiZ na hranici definovana funkee hlavniho vektoru f(s) po &éstech
dostatetn$ hladki. (Viz predchozi poznémky o chovéni funkee hlavniho vektoru.) Pak
prvnim problémem theorie pruZnosti nazyvame tulohu uréit holomorfni funkece ¢(z),
y(2) definované na T' a takové, Ze:

1. funkee ¢(2), ¢'(2), 9(z) & F(2), [F(z) = ¢(2) + 2¢'(2) + p(2)] jsou spojité prodlu-
¥itelné na hranici s vyjimkou nejvySe kone&ného podtu bodi ¢y (k = 1, 2, ... p), v jejichZ
-8 1 [Fs

|F(z)] < > B> 0;

1
okolise funkee ¢(z) a F(z) chovaji tak, e |@(2)| < lz ,
— U

k

2. spojité prodlouZeni funkce F(z) je viude (s vyjimkou bodu f) na ¢, rovno funkei
f(s) a na ¢, rovno f(8) + B, kde B; jsou neurdené komplexni konstanty.

Analogicky zobecnéna a formulovéna je definice druhého problému pruZnosti. Za.]1-
mavéna t&chto definicich jsou podminky ristu funkei ¢(z) a F(z) v okoli vyjimeénych bodi.
Ty jsou postaditelné k tomu, aby existovalo prévé jediné fefeni, jak je dokézéno v kapi-
tole t¥eti, a aby nalezené Fe¥eni bylo limitou ¥e¥eni jistych problémb pruZnosti, jich
fysikélni smysl je ziejmy. Nedbéni podminek ristu.by mohlo vésti k naprosto falesnym
vysledkim. Tak na pf. funkee 1 + cos 20 je Airyho funkce v poloroviné Re z >0
,»;odpovidajici* zatiZeni rovnému nule na jeji hranici.

Dalsi néplni kapitoly druhé je zavedeni typh nekoneénych t&les jakoZ i definice pro-
blémii pruZnosti pro tato t8lesar

Kapitola tfeti Fe¥i existendni otdzky a déva definitivni FeSeni otézek unicity. To se
dgje prevedenim problémti na integrélni rovnici Muscheligviliho a Lauricelli-Sermanovu.
Pi#i tom hraje podstatnou roli ta okolnost, ¥e kfivost hrani¥nich k¥ivek msé spojitou
derivaci. V této kapitole viak nejsou Fefeny pouze otézky existence a unicity. Vyznam-
nym anovym je zde diikaz Saint-Venantova principu a vypracovani numerickych method.
Jedna z nich je zaloZena na dokézaném faktu, ¥e YeSeni piislu¥né hraniéni funkei f,(s)
a. feSeni piislufné hraniéni funkei fy(s) se od sebe libovoln mélo lifi, pokud integral

b[ |f1(8) — fa(s)| ds je dostateéné maly. Zde 1 je délka hranice. Jind methoda je tak zv.

Schwarztiv algoritmus, ktery fysikalng je zaloZen v podstat8na Saint-Venantov® principu.
Matematicky je to vhodn& upravend methoda postupnych aproximaci. K ilustraci nu-
merickych method jsou zde uvedeny piiklady.

Kapitola 8tvrté je vénovéna u¥iti konformniho zobrazenina FeSeni diive definova-
nych problémui. Ve srovnéni s vySe pfipomenutou praci N. I. Muschelifviliho nepf¥inasi
tato kapitola celkem nic nového. Tato methoda mé do jisté miry sob&staény charakter,
nebot za pondkud siln&jsich pfedpokladii o hraniénich funkecich se pomoci ni daji roziesit
otézky existence. To je mimo jiné také néplni kapitoly Stvrté. S hlediska vyvoje theorie
biharmonického problému je tato methoda jednou z nejstariich a byla s Gspéchem uZita
N. I. Musgheli§vilim ji% v roce 1931 —1932. 1

Déle je ukézéno, %e jestlize konformni zobrazeni vySetfované jednoduse souvislé ob-

lasti na jednotkovy kruh je déno racionélni funkei, potom lze nalézti feSeni definovanyeh
problémi v koneéném tvaru.

A

Kapitolou pétou vychézeji autofi vstiic pFedeviim &tensitim technikim a vykla,
daji v ni potfebné partie z theorie funkei komplexni prom&nné a integrélnich rovnic.
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Za nedostatek této knihy povaZuji, e v ni nebyly feSeny problémy pruZnosti v oblas-
tech s Ghlovymi body. Jedind préce, kterd je mi zndma a jeZ pojednévé o tomto problému,
je préce L. G. MAGNARADZEHO ,,0CHOBHEIE 3324l IIIOCKOM TEOPUY YUPYTOCTH JS KOH-
TYPOB ¢ yraoBemyu Toukamu (Tpymer TOmamcckoro mMaremarmyeckoro mucraryra IV, 1938,
43—176). Ta se opiré o préce J. RADONA a T. CARLEMANA, které jsou starSiho data. Mo-
derni p¥istup k tomuto problému by byl nejvySe uZiteény.

V knize je dosti tiskovych chyb, které pfi pozorném &teni je moZno velmi lehce

objevit. Tak na priklad na str. 277 je misto _p[‘f,,(t) t?—1 df nesprévné ?f,,(t) 1 de.
. Gy In

Zsvérem je mozno konstatovat: Kniha je podstatnym doplnénim vysledk Skoly N. I.
Muscheligviliho a davé efektivni methody numerické, pomoei nichZ moino vypoditat
technicky dileZité ptipady aZ do konce. Tyto methody nejsou bohuZel vidy jednoduché.
NemtZeme vSak olekévat jednoduché vypodty tam, kde popisované fysikdlni jevy
jsou kvalitativné sloZité. O usp&chu knihy svédéi nejlépe to, Ze je prekldddna do néméiny
a vyjde v NDR.

Jindrich Nelas, Praha.

Karel Havliéek: Uvod do projektivni geometrie kuZelosefek. Stétni nakladatelstvi
technické literatury, Praha 1956, stran 216, obrdzkd 203, ndklad 2700, cena Ké&s 32,20.

Podle autorovy predmluvy je kniZka urSena predevSim studentim vysokych kol
technického smé&ru a déle pracovnikiim v technickych kancelafich. Autor se vypofddal
s Ukolem danym timto Gelem knihy velmi dobie. Kniha mé proto formu uéebnice pro
samouky a cely vyklad je pfizpusoben potfebém technikii.

Projednévans latks je rozvriena do p&ti kapitol. Kapitola I, ,,Uvahy p¥pravné,
obsahuje populérni Gvod, co¥ vzhledem k tomu, %e se na naSich jedenéctiletkéch v ne-
dévné dob& kuZelose8ky téméF vibec neprobiraly (a deskriptivni geometrie se zadind
teprve nyni postupng zavadsét), je z divodi methodickych docela na misté. Je proto étenaf
napied seznédmen i s n8kterymi elementdrnimi vlastnostmi kuZelosetek, které jsou pak
v pozd¥j§im vykladu ukézény v projektivnim pojeti. Tato kapitola obsahuje déle odsta-
vec o primétu kruZnice, o incidenci, o d8licim pomséru a dvojpoméru, zavid&ji se tu ne-
vlastni elementy, dokazuje se véta Pappova a uvadd&ji se jeji disledky, vyklédd4 se princip
duality v projektivni roving; je ukondena vykladem vlastnosti Gplného étyrrohu a tplného
Styrstranu. s :

V kapitole II, ,,Projektivnost ttvari jednoparametrickych®, zavad&ji se jedno-
parametrické linesrni Gtvary, Gtvary perspektivni a projektivni, ukazuje se dopliiovéni
projektivnich dtvari, existence samodrunych prvki soumistnych ttvart a pojednévé
se o involuci, ib&#nicich, faddch podobnych a shodnych & o shodnych svazcich; je ukonde-
na pojmem pravoihlé involuce.

Projektivni theorie ku¥elosedek vyvrcholuje v kapitole III, kde zejména vyklad
polarity poskytuje &tenéfi jednoduchy prostfedek k zvlddnuti theorie i praxe kuZelo-
sedek. Polarita je odvozena z vlastnosti involuce. V této kapitole je Stenai také sezndmen
8 uZitednosti dile¥ité slozky projektivni geometrie, s principem duality. Dualisaci p¥i-
slufnych Gvah provadi viak autor podrobné jen na n&kterych mistech (na p¥. v éldnku
23 a 24), jinak uvadi pouze vysledky a dikazy prenechdvé Stenéii. Pro studujictho to
znamené vétSinou snadné cvideni a autor tak soudasné usetii znaénd na rozsahu knihy.
Tato kapitola obsahuje déle projektivni vytvofeni kuZeloselky (bodové a teénové),
zav4d&ji se tu jednoparametrické kvadratické utvary, provadi se konstrukce samodruZ-
nych prvkia a dopliiovéni projektivnosti soumistnych ttvari, konstrukece prisediki

107



primky s ku¥elosedkou a konstrukce teden z bodu ke.kuZeloselce; dokazuje se .véta
Pascalova a Brianchonova a ukazuje se aplikace téchto vét, zavadi se involace na kuZelo:
seBce, probiraji se polérni vlastnosti kuZelosedek a uvéd&ji se konstrukee zaloZené na po-
larit&; kapitola je ukonéena uvahami o svazku a fad¥ kuZelosedek s prislusnymi aplika-
cemi v konstrukeich.

Ve vykladu této kapitoly byly vynechény takové konstrukee kuZelosedek, které se
prakticky mélo vyskytuji, a u jednotlivych konstrukei nejsou déle vét§inou uvidény
podminky urdenosti kuZelosetky. Autor tak uédinil tmysing, jak ¥k v doslovu k této
kapitole, nebot se domnivé, %e by prislusnou diskusi v tomto sméru jednak vzrostl pFili§
rozsah knihy, jednak by se p#li§ zkomplikoval vyklad. Vzhledem k tielu knihy je tento
nézor autora zcela sprévny, nebot Stenaf si muZe ve vét¥ing piipadd provést piisluSnou
diskusi s4m.

Kapitola IV, ,Konstrukce kuZelosetek®, obsahuje -odstavce jednajici o rozd&leni
kuZelosegek, o asymptotéch a stfedu kuZelose8ky, o prim&rech kuZelosetky, o dalsich vlast-
nostech involuce, o osich kuZelosedek, o ohnisku kuZeloseSky a hovoii se tu o dalsich
vlastnostech polérniho trojdhelniku a uvad¥ji se elementérni konstrukee kuZelosedek.
Kapitola je ukonéena &lanky jednajicimi o kuZelosedce Apolloniov$ (souvisici s problé-
mem normdl), o parabole Steinerov&-Pelzov® a o konstrukei kruZnic kiivosti.

'V posledni V. kapitole, ,,Kolineace a afinita‘“, se autor zabyvé v podstatd konstruk-
cemi kuZelosedek na zéklad¥ jejich kolinedrniho vztahu ke kru¥nici a konstrukcemi elipsy
vyplyvajicimi z jejiho afinntho vztahu ke kru#nici. Jsou tu &lénky jednajici o st¥edové
kolineaci, o kolineaci krufnice a kuZelosetky, o u#iti kolineace k Yefeni tiloh o kuZelosed-

kéch, o afinité kruZnice a elipsy. Kapitola je zakondena &lénkem o ku¥elosedkéch homo-
thetickych.

Autorovy vyklady se opiraji o vrozenou geometrickou predstavivost studujicihq
a nevEimaji si logickych zékladi projektivni geometrie. Toto autorovo pojeti vyplyvéa
z jeho nézoru na nejvyhodngjsi vyudovani geometrie, je-li étens¥em nebo studujicim tech-
nik. Autor mé mnohaleté pedagogické zkuSenosti, pracoval dlouho s riznymi studenty
a proto miZe plnym prévem tvrdit, %e neni vyhodné udit technika projektivni geometrii
budovénim projektivni geometrie na zdklad soustavy axiomi, protoze se fakticky #adny
zadatednik jesté nenaudil geometrii pouhymi logickymi dedukeemi z axiomu. ProtoZe bez
samostatného provedeni konstruktivnich tiloh by uéebnice geometrie pro technika mnoho
neznamenala, je kniha tém&t za ka?dym &ldnkem doplnéna Yadou tloh a cvideni velmi
pedlivé vybranych, aby po jejich vypracovéni zvladl ¢tenéi dokonale predchézejici latku
nebo si tuto latku dokonce doplnil. Z toho diivodu je kniha i velmi dobrym dopliikem
theoretického vzdgléni student matematiky na vysokych ¥koléch jiného sm&ru neZ
technického, nebot poskytuje proeviteni na praktickych konstrukeich.

Zptsob podéani celé latky vyriustéd z naSi geometrické tradice. P¥i dikazech poudek se
snaZil autor omezit abstraktni pojmy na minimum, aby tak technikovi ulehéil studium
co nejvice. Pro zéjemce jsou viak uvaddény odkazy na prislufnou literaturu, které je sou-
hrnng uvedena na konei knihy. Diikazy jsou vedeny vét§inou metodami synthetické
geometrie. Pfi dikazech, jeZ nelze podat syntheticky, je ¢tenéi odkazovén na geometrii
analytickou. Celé kni¥ka se zabyvé pouze vlastnostmi redlnych ku¥eloseéek. Je doplnéna
fadou pedlivé provedenych a ndzornych obrézk.

V dobé, kdy jsou jiZ ddvno rozebrdny udebnice projektivni geometrie jako na pi:
WEYROVA, JAROLIMEOVA, PROCHAZEOVA, udebnice KADERAVEA-KLiMY-KOUNOVSKEHO,
a kdy se tato disciplina geometrie uvAdi v mengich nebo vtsich &4stech v nejrizngjsich
udebnich textech vysokych &kol, pfichézi Havlickova kniha velmi vhod. Je napsana
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velmi srozumiteln&, podavé uceleny vyklad nejdulezit8jich vlastnosti kuZelosedek a ob-
sahuje hlavné feSeni praktickych uloh a popis typickych konstrukei. P¥inese jistd velky
uZitek studentim naSich technik, studentim matematiky, i techniktm.

Botivoj Kepr, Praha.

N. A. Kiléevskij: Ziklady tensorového poétu a jeho pouZiti v mechanice. Statni
‘nakladatelstvi technické literatury, Praha, 1956, ndklad 3500, 1. vydéni, stran 148,
obrézkd 16, cena broz. Kés 12,45.

Kni¥ka je rozdélena do $ty¥ kapitol, z nich¥ prvni dv¥ jsou vénovény theoretické pii-
pravé pro tieti a étvrtou kapitolu, které obsahuji p¥iklady z mechaniky soustav hmot-
nych bodi a mechaniky kontinua.

V prvni kapitole jsou vyloZeny zdklady vektorového podtu. V prvni &asti po definici
pojmu skaldru a vektoru je uvedeno séiténi (a oditéni) vektort a oba dileZité soudiny
vektort, skaldrni a vektorovy. Pro tyto soudiny jsou odvozeny jejich zékladni vlastnosti
(zvla$t& z nich plynouci kolmost, ptip. kolinedrnost vektorii), dédle vzorce pro smifeny
soudin a dvojny vektorovy souéin. Velmi instruktivné je objasnéna okolnost, Ze ve vek’to-
rové algebie neexistuje inversni operace ke skaldarnimu, p¥ip. vektorovému nésobeni.
Pou#iti pravoihlé kartézské souradnicové soustavy umoziuje slozkové vyjadreni kazdého
vektoru, piip. pravodiée bodu. V tomto vyjadieni je uveden soudet n vektoru, skaldrni
a vektorovy souéin. Druhd 84st této kapitoly je vénovéna vektorové analyse, a to pouze
derivaci vektoru, derivaci vektorového soudinu a velmi struéné integrovéni vektorové
funkce a integrélu vektorového souéinu.

Druhé kapitola vyklddajici zédklady tensorového podtu je rozdélena do t¥i &dsti.
V prvni ésti je zaveden pojem tensoru. Nejdiive jsou definovany kontravariantni a kova-
riantni sloZky vektoru a vztahy mezi slofkami téhoZ vektoru ve dvou riznych kartézskych
soufadnicovych soustavédch, coZ umoZiiuje poddni iplné analytické definice vektorové
velidiny. Je podstatné, Ze je ukézéno, ¥e geometricks definice vektoru je ekvivalentni
s definici analytickou. DuleZité je zavedeni (prvni) zadkladni kvadratické formy, jejiz
koeficienty g;; uréuji metriku uvaZovaného prostoru, urdeni koeficientis gi* a jejich
vztahu ke koeficientim zékladni formy. Tyto koeficienty jsou pouZity pfi stanoveni
z4vislosti mezi kontravariantnimi a kovariantnimi sloZkami tého%¥ vektoru. Pomoci
kontravariantnich a kovariantnich sloZek vektort jsou definovény nejjednodussi ten-
sory, t. zv. multivektory. Z vykladu proto plyne, %e také absolutni skaliry a vektory
patii k tensorim. Tim je déna moZnost zavést obecnou definici tensoru, jejichZ slozky
jsou pod¥izeny danému zédkonu transformace p¥i ptechodu z jedné soutadnicové soustavy
do druhé, pii dem# tento zdkon je ty# pro vSechny tensory. Koeficienty g, zékladni formy,
pifp. z nich odvozené velidiny g%, g%, tvoii slozky nejdileZit&j&tho kvadratického ten-
soru (t. zv. metrického tensoru). Déle je ukédzéna invariantnost symetrie, piip. anti-
symetrie tensoru druhého ¥adu a dale¥ité v&ta o ekvivalenci takového antisymetrického
tensoru s vektorem (p¥ip. pseudovektorem). V druhé &4sti zabyvajici se tensorovou
algebrou je nejprve pojednéno o zékladnich operacich s tensory .(séiténi a mnésobeni),
o permutaci indexd a o t. zv. GZeni tensort. Pak je proveden rozklad obecného tensoru
druhého ¥4du na symetrickou a antisymetrickou 8é4st, je zaveden pojem symetrisace
a alternace a ukézdno, Ze kazdy tensor lze vyjadiit jako souSet multivektord. Dalsi
operace, t. zv. sniZovani a zvySovani indext, je provédéna pomoci metrického tensoru.
Po duleZité poznémce o vztahu mezi tensory a algebraickymi plochami je uvedena
dalsi analyticks definice tensoru a proveden vyklad rovnic ' = A%af (p¥ip. 2, = A%z,
%, §, k=1, 2, 3), které definuji bud bodové transformace soufadnic nebo (afinni) trans-
formaci (pohyb) prostoru. Jako ptiklad je uveden operdtor otodeni (versor), ktery jednak
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uréuje orthogonélni transformaci, jednak pohyb, ktery zachovévé délky a jimi seviené
thly; pak je provedena jeho konstrukce, je-li dén pohyb tuhého t&lesa. ZévErem této
¥4sti je pojednéno o kiivodarych soutadnicich v trojrozmémém prostoru a uréeny koefi-

clenty v transformaénich rovnicich. Krétce jsou uvedeny zédkladni pojmy pro prostor
n-rozmérny.

Tieti d4st, kterd je v podstatd nejduleZit&jsi dasti celé této kapitoly, a lze Fici, Ze i celé
knizky, pojednavé o tensorové analyse. Po definici absolutniho diferencidlu vektoru jsou
odvozeny Christoffelovy symboly druhého druhu a z nich pak symboly prvniho drubu
a je ukézéno, ¥e tyto symboly nejsou tensorové velidiny. Po vySetfovéni absolutniho
diferencidlu tensoru libovolného ¥4du a struktury je zaveden t. zv. paralelni pfenos ten-
soru v kiivodarych soutadnicich a podédn dtikaz, %e v zobecn&ném smyslu je metricky
tensor konstantni. P¥i hleddni takové podminky pro slozky metrického tensoru g;, aby
metrika byla eukleidovské, je odvozen Riemann-Christoffeldv tensor k¥ivosti. Anulo-
véni tohoto tensoru R,, i étvrtého fadu je nutnd a postadujici podminka pro existenci
eukleidovské metriky v prostoru. P¥i vySetfovani tensorovych poli je urdena kovariantni
(absolutni) derivace vektoru, pfip. tensoru ¥4du r a uvedeny jeji zékladni vlastnosti.
Nynilze u# zavést dalsi, pro aplikace dileZité pojmy: gradient skaldrni funkece, divergence
a rotace vektoru a t. zv. Hamiltontiv operdtor |7 a Laplacetv operdtor [72. UfZitim
integralnich v&t jsou definovény nezdvisle na volb§ soutadnicové soustavy pojmy: gra-
dient, divergence a rotace vektoru a stanoveny dalsi pojmy, a to tok vektoru danou plo-
chou a cirkulace vektoru. Tato st konéi poznémkou o orthogondlnich kiivodarych sou-
fadnicich, kde se zjednodusuji vztahy pro metricky tensor a Christoffelovy symboly.

Tfeti kapitola obsahuje uZiti vyloZené latky na mechaniku bodovych soustav. Uvo-
dem jsou stanoveny pohybové rovnice volného hmotného bodu v kiivodarych souiad-
nicich, které jsou pak zvlast studovény v cylindrickych a sférickych soufadnicich. Pak
je vySet¥ena reakce p¥i pohybu vézaného hmotného bodu po dané plofe a jeho setrvatny
pohyb. ProtoZe trajektorie bodu m4 vlastnost, Ze jednotkové vektory teden k trajektorii
v riznych jejich bodech jsou rovnob&zné v zobecn&ném smyslu, je tato trajektorie t. zv.
geodeticks kiivka. Uvahy jsou pak roziteny na uréeni pohybovych rovnic vézané sou-
stavy hmotnych bodii v kiivosaré soutadnicové soustavd za predpokladu stacionérnich
idedlnich geometrickych vazeb a ukézéno, Ze pohybové rovnice jsou totoiné s Lagran-
geovymi diferencidlnimi rovnicemi druhého druhu. Provedeni poétu ukazuje, e danou
tlohu lze rozdglit na dvd, na tlohu urdeni pohybového zdkona a tlohu urdujici reakce
vazeb. Pfedeflé Gvahy jsou uZity na stanoveni pohybovych rovnic fysického kyvadla.
Po zavedeni t. zv. anholomnich soufadnic jsou studovdny pohybové rovnice anholo-
nomnich soustav, t. j. soustav bodd, které jsou podrobeny linedrnim neintegrovatelnym
vazbém. Z&vEr kapitoly tvofi zcela jednoduché aplikace dynamiky tuhého télesa, kde jsou
odvozeny smifené slozky tensoru setrvaénosti s jeho vlastnostmi, déle elipsoid setrvaénosti

(s hlavnimi osami setrvalnosti) a napsiny Eulerovy dynamické rovnice v kosouhlé
kartézské souradnicové soustave.

Gtvrté kapitola je vénovéna studiu mechaniky deformovatelnych t&les (spojitych
prostiedi) pomoci tensorového poétu. Nejdfive jsou uvedeny obeené rovnice rovnovéhy
a pohybové rovnice spojitych prostfedi s odvozenim tensoru kinetickych nap&ti. Pohy-
bové rovnice jsou stanoveny bez ohledu na fysikéilni podstatu spojitého prostiedi. Tyto
rovnice viak neurduji napéti, rychlosti a hustoty jeho prvki, jsou-li dény deformujici

sily; pak je totiZ nezndmych funkei vice neZ rovnic a je tfeba pfidat dodateéné rovnice.
" K tomu se uréuje vektor posunuti a dva tensory; tensor malych deformaci a tensor rych-
losti deformace, které jsou symetrickymi tensory druhého ¥adu. Rovné% je zavédén
tensor koneénych deformaci, ktery je pro malé posunuti roven tensoru malych defor-
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maci. P¥i dané metrice deformovaného prostiedi lze pak odvodit podminky pro existenei
funkei, umoZniujici ptechod do eukleidovské metriky. Tyto podminky (Sest rovnic) urduji
bodovou transformaci a pro malé deformace theorie pruZnosti jsou zndmy pod pojmem
Saint-Venantovych podminek kompatibility. P¥i vySetfovani pohybu vazké kapaliny
za predpokladu, Ze je isotropni a homogenni, ddle ¥e symetrické tensory druhého radu
napéti a rychlosti deformace maji totomé hlavni osy, lze napsat pohybové rovnice v in-
variantnim tvaru (t. zv. Navier-Stokesovy rovnice). Hleddme-li zdkladni rovnice theorie
pruznosti pruzného télesa, ziskdme pro neisotropni t&leso tensor pruZnosti &tvrtého
f4du, ktery mé maximalng 21 nez4vislych slo¥ek. Pro pifpad isotropniho a homogenniho
télesa podrobeného malym deformacim jsou urleny t. zv. Laméovy rovnice. ProtoZe
funkee kinetickych nap&ti wmo#iiuji vyjadieni slozek tensoru kinetickych napgti, nept-
sobi-li objemové sily, je uveden algoritmus pro jejich zavedeni a feSeny dva piiklady
(Gloha staticks s odvozenim Maxwellovych vzoreh a nejjednodus$i dynamicks uloha
se stanovenim Airyho vzorcd). Zavér knihy tvofi aplikace na theorii malych pruiné
plastickych deformaci a je ukdzéno, Ze ziskané rovnosti lze povaZovat za zobecndni
Hookova zékona.

Pieklad Kildevského knizky je tieba povaZovat za velky pfinos pro pracovniky ve
vyzkumu i v konstrukei, protoZe formou velmi struénou, aviak velmi pfehlednou a né-
zornou jsou tu vyloZeny zéklady tensorového podtu, jehoZ praktické uZiti je velmi Siroksé.
Je dobfe, 7e autor aplikoval tyto zéklady na piiklady z jednoho technického oboru
a nesnaZil se podat uZiti ve vSech moZnych disciplindch, protoZe mohl ve zvolené partii
jit do v&tsi hloubky a nevznikla t#i§t piikladé. Vyklad v knize pies zminénou jiz struénost
je veden snahou po pokud moZno nejvtsi pfesnosti. Je tfeba poznamenat, Ze i ve vykla-
danych aplikacich se latka roz&ituje. Pieklad sdm je proveden dobte, také tprave kni¥ky
byla vénovéna ptislu$né pébe a bylo by proto zdhodno, aby knihu studovali vSichni i,
kterym je urena, a aby také tensorového podtu ve v&tsi mife pouZivali.

Karel Drdbek, Praha.

Leonard J. Savage: The Foundations of Statistics. John Wiley & Sons, New York
1954, stran XV + 294.

Kniha obsahuje autorovo osobni (neni zatim jinych) pojeti zdkladw statistiky. Sava-
geovo pojeti mé dva zdkladni rysy:

1. statistika je teorie rozhodovacich funkei a 2. pravdépodobnost se interpretuje subjek-
tivisticky. Podrobn&ji mtZeme ¥ici, ¥e statistika je normativni disciplinou studujici pra-
vidla rozhodovéni v jistych situacich. Normy, je% statistika d4vé, nejsou tplné, t. j.
nepredpisuji obecn& v dané situaci jediné feseni. Ke skuteénému vybéru jednoho rozhod-
nuti je tieba, aby rozhodujici se jedinec mé&l svoje vlastni pravidla. Statistika mé pak
uchrénit od pouZivéni nevhodnych pravidel; alespoii pro toho, jenZ uznévé vhodnost
zékladnich axiomt statistiky, je nedusledné pou¥ivati pravidel rozhodovéni, kterd nevy-
hovuji normém z pfijatych axiomi vyplyvajicim. Statistikou ve vlastnim slova smyshu
se pak nazyvé teorie zabyvajici se rozhodovénim ne jedince, ale souhrnu vice jedincti.

Je tfeba jiZ nyni pfipomenout, Ze se autor neomezuje jen na vyklad svého stanoviska,
aviak konfrontuje a srovnévé je s jinymi stanovisky, zejména pak s objektivistickym.
Zajimavé je, Ze autor v diskusnich éédstech své knihy podal podrobn&jsi a presné&jsi vyklad
objektivistického stanoviska, ne# jsem doposud naSel u statistikd, ktefi jsou presvédde-
nymi objektivisty.

Piistoupime k podrobngjSimu popisu knihy. V autorové pojeti formélnim objektem
statistiky jsou: MnoZina S, jejiZ elementy jsou nazyvény stavy (stavy piirody); jevy,
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co¥ jsou &4sti mnoZiny S; mnoZina dusledky F; funkee definované na S s hodnotami
v F, které se nazyvaji rozhodnuti (autor pouZivé slova acts; je-li f rozhodnuti, pak f(s)
pro s ¢ S mé vyznam duisledku rozhodnuti f v piipads, Ze stav prirody je s). MnoZina
viech rozhodnuti je usporddéna relaci <. Od S, F, < se vyZzaduji nékteré dalsi vlastnosti
zformulované do sedmi postulati, z nich¥ prvy pozadu]e, aby < bylo prosté usporadani.
Interpretace mnoZin S a F je zfejmé. Pokud se ty&e pojmu rozhodnuti, jedné se o abstrak-
ci: V redlném modelu mimo jiné uréuje ka?dé rozhodnuti pro kazdy stav piirody disle-
dek; v abstraktnim modelu toto pritazeni se ztotoZiuje s rozhodnutim. Relace f < g
se intérpretuje takto: Rozhodnuti f neni dédvéna piednost pied rozhodnutim g.

Subjektivismus autortiv je dén samoz¥ejm¥ nikoliv matematickym modelem, ale jeho
interpretaci. Subjektivismus autorovy interpretace spoéivé v tom, Ze relace < se inter-
pretuje jako subjektivni pravidlo jednotlivce pro vybér rozhodnuti. Model pripousti
ovSem i jiné, nesubjektivistické interpretace, podobné, jako je tomu u axiomatiky Kor-
M0GOROVOVY. Tak na piiklad mohou byt prospééné snaze podat objektivistickou interpre-
taci pojmu pravddpodobnosti tyto autorovy uvahy: Z relace < mezi rozhodnutimi
se odvozuje relace < mezi jevy, pfi dem? 4 < B se &te: A neni pravddpodobn&ji
nez B. Relace < se nazyvé kvalitativni pravd&podobnost. Ukazuje se, Ze za jistych
piedpoklada existuje pravdépodobnostni mira (aditivni), definovand na viech jevech tak,
%e P(4) < P(B) plati tehdy a jen tehdy, kdy% 4 < B. Obdobn¥ se dale dokéZe, Ze existuje
(a% na linedrni transformaci) pravé jedna redlné funkee U definovand na mnoZing vSech
disledkt F takové, %e pro libovolnd dvd rozhodnuti f, g je f < g, kdyZ a jen kdyZ
EU(f) < EU(g).1) '

Vzhledem k tomuto tvrzeni je mo¥no v knize dile predpokladat, Ze U(f) = f, takie
pak rozhodnuti jsou redlné funkece na S a f < g <= Ef < Eyg (kap. 1—5).

V dalsich dvou kapitoléch je studovan duleZity specidlni p¥ipad rozhodovaciho problému,
v n&m¥ jsou rozhodnuti volena na zéklad$ pozorovdni ndhodnych prom&nnych. Rizné
b&#né statistické pojmy jako sufficience, podily v&rohodnosti, sekven¥ni testy jsou zde
studovény s jednotného hlediska maximélniho odekavaného uZitku. ;

V kapitole 8 poéiné se autor zabyvat t. zv. multipersondlnim problémem, v némz roz-
hodnuti m4 udinit skupina lidi, z nich% kazdy m4 pFipadng jinou subjektivni pravdépodob-
nost. Z kontextu pak vyplyvé, Ze za nejdilezit8jil a typickou situaci se povaZuje ta,
v niZ rizné subjektivni pravdépodobnosti se li§i pouze tim, co byvé obvykle nazyvéno
apriorni pravdépodobnosti. V multipersonélnim problému neni ji% volba rozhodnuti tak
jednoduché; jedno z moZnych FeSeni je minimaz.

Minimaxové teorii jsou pak v&novany t¥i kapitoly. Nelze zde podat podrobny
popis téchto kapitol; vSimneme si pouze autorovy diskuse pojmu ztréty. Autor se
stavi proti pojeti ztréty jako zdporného zisku a navrhuje definovat (zhruba feleno)
ztrdtu pii rozhodnuti @ a stavu piirody s jako rozdil mezi maximélnim moZnym ziskem
za stavu ¢ a ziskem plynoucim z rozhodnuti d za stavu s. Velmi zdafilou a uZiteénou je
kapitola 11, jeZ vymezuje paralelismus mezi rozhodovacimi problémy na jedné a teorii
her na druh# strang; spravné je zde ukazéno, Ze duvody pro uZiti minimaxu v teorii her
nemohou byt pouZity ve statistice.

v kapitole 12 jsou uvedeny nékteré dileZité matematické véty minimaxové teone
& v kapitole 13 jsou diskutovany vytky proti teorii minimaxu.

Kapitola 14 souvisi tzce s kap. 6 a v&im4 si principu minimaxu aplikovaného na pro-
blémy, v nichZ je volba rozhodnuti zaloZena na pozorovéni.

V poslednich tfech kapitoldch se studuji a konfrontuji b&#né a navrhovans Lriteria
tykajici se bodovych odhadu, testt a intervalovych odhadd s aspekty rozhodovaci teorie

1) E znadi ofekdvanou hodnotu.
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v knize vybudované. Celd kniha je prostoupena odstavei, pfipadng i kapitolami, kde se
uvaZuje vztah stanoviska autorova k jinym, zejména objektivistickym stanoviskim. Jsou
diskutovény nédmitky proti ob&ma pojetim.

Tim jsem skonéil struény vyklad o obsahu knihy; obdvdm se viak, Ze obraz, jejZ je
moZno si z tohoto vykladu uéinit, je velmi nedokonaly. Pokusim se doplnit jej ndkolika
poznédmkami, které budou vSak jiZ silng ovlivnény mymi vlastnimi stanovisky.

Zd4 se, %e mnozi étenaii budou naklondniuvaZovat asitakto: ,,Tato kniha je zalo¥ena
na subjektivistickém pojeti pojmu pravdépodobnosti. ProtoZe takové pojeti je pro mne
zésadné nepfijatelné (nebo je poklddém za zédsadnd neschopné zaklddat v8deckou disci-
plinu), nemohu pouZit ani dusledkd, jeZ autor obdrZel, a cely vyklad knihy je pro mne
bezcenny.* Domnivaim se, %e takovyto nézor by nebyl spravny. V diskusnich &astech je
velmi asto podrobn& uvedeno stanovisko objektivistické; pfi vykladu minimaxové teorie
je tento vyklad viibec nejprve podén s hlediska objektivistického a teprve pozdsji je pii-
krodeno k subjektivistické reinterpretaci. Podobnd mnohé tvahy (ne ovSem vSechny)
pronesené autorem subjektivistickym jazykem lze reinterpretovat objektivisticky. Auto-
riv subjektivism je v podstatd, myslim, rizny od striktniho subjektivismu, o ném¥ je
pouze zminka na strand 51.

Pokud viak mluvime o subjektivistickém pojeti, tak jak je vyjadieno sedmiautorovymi
postuléty a autorovou interpretaci téchto postuldti, pak jediny postuldt, jenZ bude (ne
vidy) odporovat pojeti objektivistickému, je pfedpoklad Pl existence relace na SirSim
souboru, ne¥ pripoust&ji objektivisté. Z tohoto predpokladd pak plyne jednoduchost
Yefeni rozhodovaciho problému pro jednu osobu (to je déno pravé relaci <), kdy je situace
analogicks jako pfi znalosti ,,apriorni pravd&podobnosti‘.

Pii studiu multipersondlniho problému se analogie mezi subjektivistickym a objekti-
vistickym pojetim zv&t§uje; jisty rozdil oviem je patrny a projevuje se, myslim, i v Sa-
vageov® pojeti ztraty. Tato ztrdta je zévisld na skuping uvaZovanych rozhodnuti; ta je
plirozenym zplusobem definovéna v subjektivistickém multipersondlnim problému,
zatim co v pfipad¥ objektivistického rozhodovaciho problému tomu tak neni.

V objektivistickém rozhodovéni problému Savageovo pojeti ztréty odstratiuje nékteré
mozné nepfijemnosti, jiné viak s sebou p¥indsi. (Viz &lénky Roy Radner and Jacob Mar-
schak: Note on some proposed decision criteria, 61— 68; J. Milnor: Games against Nature,
49—59; ob& prace ve sborniku Thrall, Coombs, Davis: Decision processes, John Wiley,
New York 1954.)

Koneénd bych si cht&l poviimnout zamitavého stanoviska, které autor zaujimé k inter-
valovym odhaddm. Souhlasim, %e tam, kde jde o rozhodovéni v uZ§im, praktickém slova
smyslu, bude velmi z¥idka vhodné pouZiti intervalového odhadu. Na druhé stran& se
domnivim, ¥e tyto odhady mohou byt velmi uZiteéné pro shrnuti experimentélnich
vysledkd pii teoretickych vyzkumech a pod. Autor si této druhé moZnosti téZ vSimé,
avSak iiké, e v tomto piipad¥ je lépe uvést misto odhadtt prosté néjakou sufficientni
statistiku; to by ovSem mohlo byt dobré, kdyby kaZdy &tenéi byl schopen konstruovati
pro svij problém vhodnou rozhodovaci funkei. Tomu tak zatim neni; zde ziejmé& vede
k absurdnosti konvence jinde u¥itedn4, abstrahovat p¥ihodnoceni rozhodovacich funkei
od potiZi a ndkladd spojenych s jejich konstrukei.

Shrneme-li, je Savageova kniha patrng zatim nejpodrobn&jsi studii zékladd statistiky
chépané jako teorie rozhodovéni. Zékladnim pojetim autora je subjektivismus, avSak
jind pojeti jsou diskutovédna podrobngji, neZ zatim uéinili jejich zasténci.

Zbyvé dodat, Ze sloh knihy je vtipny a vyznaduje se eleganci v publikacich pfirodo-
védeckych nezvyklou. Okruh &tendid vSak nebude patrnd moci byt tak Siroky, jak si
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autor predstavuje v piedmluvs, nebot pies vspéinou snahu autorovu o srozumitelnost
nejsou véci autorem vyklddané jednoduchsé.

Vdclav Fabian, Praha.

A. I. Fetisov: O dakazu v geometrii. Z rustiny pfeloZil ing. Milan Ullrich. Vydale
Statni nakladatelstvi technické literatury, Praha, 1956, nakladem 2200 vytiski; 84
stran, 31 obrézkd, cena Kés 2,38. Pfedmluvu k deskému vydani napsal doc. Jan Vyéfin.

Fetisovova kni¥ka, kters vysla jako 14. svazek ,,Populdrnich pfednéSek o matematice®,
jo urdena predeviim Zskum jedengctiletek, jim¥% mé pomoci odstranit obtiZe spojené
s dikazovymi tlohami v geometrii. Po kratkém tvodu nésleduji &ty¥i kapitolky, nade-
psané postupng otédzkami, na néz autor odpovida: Co je to dikaz, k Semu je tieba dikazu,
jaky musi byt ditkaz, které véty lze v geometrii pfijmout bez dtkazu. Dét na tyto otdzky
‘'odpovéd vécnd spravnou a soudasng srozumitelnou ipnému zaditeénikovi je pii malém
rozsahu knizky velmi t&%ké. Kni¥ka je pséna jasng a &tendf v ni najde na mnoha mistech
vtipné myslenky a p¥iklady pronikavého rozboru ditkazid; je oviem pochopitelné, Ze ne-
bylo mo#no dat vSude podrobnou odpovéd. — Na autorovu adresu je t¥eba poznamenat,
Ze vyklad o pozadaveich kladenych na axiomatické soustavy je dostateénd jasny a nenf
nutno uvadét vzdalenou analogii s vlastnostmi soustav linedrnich rovnic. Symbold, zave-
denych na str. 66, se v kni¥ce pou¥ivé tak mélo, e se jejich u¥iteénost nemiZe projevit
a je tedy zbytetné je zavadét.

Pii prekladu doslo k n&kolika nedopatfenim. Na str. 27, 1. a 2. ¥. shora, je nespr4vng
fedeno ,,VSechny &tyrthelniky, v nich¥ soudet prot&jsich dhla je rtzny od 180°, nelze
vepsat do kru¥nice‘* misto ,,Z&dny &tyrthelnik, v n¥m# soudet prot&jsich whl je rizny
od 180°, nelze vepsat do kru¥nice*. Na str. 44, 1. ¥. shora, pné, byt ,,souéty prot&jsich stran‘*
misto ,,protéjsi strany*‘. Ve formulaci Cantorova axiomu by bylo dobie (ve shodé& s origi-
nélem) Fici ,,libovoln& dané tsecka‘, nikoliv jen ,,dané tseéka‘ (str. 73, ¥. 5 shora); mimo to
je nespréavné psédno jméno velkého matematika, po ném¥ je tento axiom nazvéan. Tiskové
chyby jsou v&tSinou opraveny v seznamu oprav, ktery je do knitky vloZen; na str. 49,
. 17 shora, m4 byt ,,pruméty‘‘ misto ,,pramstu‘‘.

Lze otekévat, Ze Fetisovova kni¥ka splni velkou &4st svého posléni, i kdy% jeji hodnota.
je sniZena vadami piekladu. -

Ladislay Kosmak, Brno.

V. G. Servatov: Hyperbolické funkce. Z rustiny preloil ing. M. Ullrich. Vyslo jako 15.
svazek kniZnice ,,Popularni pfednésky o matematice* v SNTL, Praha, 1956, ndkladem
2200 vytiska, 80 stran, 39 obrézka. Cena 2,32 Kis.

Hyperbolické funkce se obvykle zavad&ji pomoci nekoneénych fad; souvislost s gonio-
metrickymi funkcemi se pak jevi jen formalni a duvod jejich pojmenovani ziistévé ne-
objasn¥n. Elementérni vyklad, jak je podén v Servatovové kni¥ce, je prost tohoto ne-
dostatku, i kdyZ je mén& presny; opiré se o ndzorny pojem hyperbolického uhlu a hyper-
bolického otodeni a umoziuje plné vystihnout analogii s goniometrickymi funkcemi.

V prvni kapitole se studuje pojem hyperbolického otoSeni. Ve druhé se zavad&ji
hyperbolické funkce a odvozuji se pro né zékladni vztahy a soustové vzorce; text jo v této-
kapitole vétiinou rozdélen do dvou sloupeti, v nich% se soub&#n& dokazuji obdobné vztahy
pro goniometrické a hyperbolické funkee. T¥eti kapitola pojednévé o souvislosti s loga-
ritmy, jsou v ni nalezeny analytické vyrazy pro hyperbolické funkce a dokézény Eulerovy

vzorce pro goniometrické funkce. — K eskému vydéni napsal predmluvu doc. dr Karel
Hrusa.
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Kni?ka je opatfena seznamem oprav, ktery je tfeba doplnit upozorn&nim na tyto

tiskové chyby: Na str. 24, ¥. 10 zdola, ma byt [—Z—, ylc] misto [%, ya:]; na str. 48 v levém

sloupci vztah IX mé znit cos 20 = cos? x — sin? «; na zadatku 6. ¥. zdola na str. 53 mé
byt za pismenem z éarka.

Ctenéie, ktery ji¥ udinil n8kolik prvnich krokd ve studiu matematiky, Servatovova
kniZka upouté zajimavym obsahem i sv&Zim stylem vykladu; témito vlastnostmi pokra-
&uje v dobré tradici pfedchézejicich svazki ,,Populdrnich pfednéisek o matematice.

Ladislav Kosmdk, Brno.

E. Kraemer, F. Hradecky a V. Jozifek: Sbirka FeSenych Gloh z matematiky (6. aZ 8.
postupny roénik). Vydalo stétni pedagogické nakladatelstvi ve sbirce ,,Na pomoec uéiteli*
(EniZnice pro dalsi vzdéldvéani uditelstva), Praha 1956. Stran 245. Obrézku 75. Cena
Kés 17,53.

Pii posuzovani této knihy je nutno stdle mit na paméti, Ze je uréena uditeliim, t¥ebaZe
ji mohou s tspéchem studovat i Zéci.

Ulohy jsou tu rozdsleny do tif Sésti (aritmetika, algebra, geometrie) a piimykaji se
vét§inou k ldtee 6.— 8. t¥idy nafich vSeobecnd vzdélavacich 8kol; pfesahuji tuto ldtku jen
na nékterych mistech. Autofi vybrali hlavné tdlohy obtiZnéjsi, ne% jaké se probiraji- ve
Skole. To je jisté velmi téelné.

Jednotlivé dlohy z aritmetiky (autor V. JozireEx) a algebry (autor F. HRADECKY)
jsou sefazeny systematicky v tomto potadi: &iselné soustavy, d¥litelnost &isel, zlomky,
slovni lohy, rozklad mnohoélent, tprava algebraickych vyrazi, linearni rovnice o jedné
neznédmsé, nerovnosti a slovni rovnice. Naproti tomu tlohy z geometrie jsou sefazeny
s hlediska methodického. Jsou rozdéleny do t¥i kapitol; v prvni jsou ilohy dukazové,
ve druhé tlohy o mno#inéch bod dané vlastnosti a ve t¥eti tlohy konstruktivni. P¥itom
ve viech kapitoldch jsou tlohy tykajici se riznych geometrickych ttvari, at u¥ troj-
thelniki, étyrthelniki, kruZnic a pod. Geometrické é4st, jejimZ autorem je E. KRAEMER,
je vibec zpracovéna odli¥ng od ostatnich &isti. Struény vyklad p¥ed kazdou kapitolou
je zde vystiimgjsi ne¥ podobné vyklady u &asti aritmetické a algebraické a déva uditeli
také velmi dobré praktické rady (na p¥iklad zdirazn&ni pochopeni zékladni myslenky
dtkazu na str. 128). Kraemer tu neuvadi jen vzorné fesSeni, ale upozoriiuje i na chyby,
jichZ jsme se hlavng difive pfi vyudovéni dopoustéli (viz str. 127). Jeho piikré zavrieni
nékterych nasich starsich sbirek (viz str. 187), v nichZ konstruktivni dlohy byvaly feSeny
neuplng, je viak snad ponskud pfehnané, nebot i tyto sbirky, tiebaZe zdaleka nedosaho-
valy podéni Kraemerova, mély svého éasu sviij vyznam a pomohly ndm vychovat fadu
dobrych matematiki.

Hlavnim rysem celé této nové sbirky je presné logické stavba FeSeni jednotlivych tdloh
a podrobné diskuse ka#dé ulohy a jejiho feSeni. Také po methodické stréance miZe kniha
piinést uditeliim znalny uZitek. SloZit&jsi tlohy jsou velmi piehledné rozloZeny na fadu
jednodus§ich uloh. DuleZitym kladem je, Ze u mnohych tloh je udéno nékolik rtznych
zptsobt fefeni. Na piiklad u slovnich uloh je obydejn& uvedeno jak feSeni tsudkem tak
i YeSeni rovnici a u¥ivé se i mnemotechnickych a heuristickych pomucek, jako jsou rizné
néérty a schemata, je¥ Yefeni usnadinuji. Pfitom jsou piisné rozliSeny tyto pomocné
prostfedky od védecky sprévnych tvah a dikazt. To vSechno je pro naSe Skoly velmi
uZiteéné. Uditel si zde na priklad jasnd uvédomi, Ze nestadi, aby se omezil pfi FeSeni 1loh
ve §kole jen na svoji vyjezdénou Sablonu a Ze musi pii nejmensim vzit v tvahu i samo-
statné FeSeni, jeZ piinéSeji Zdci. Autofi vzali ohled i na to, Ze se v matematice nevystaéi
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jenom s pouhou logikou. Pro Skolskou préeci pfichdzi v tvahu hlavné uplatnéni podetni
praxe a rutiny, jeZ je na naSich Skolach dnes ¢dsteénd zanedbédvéna. Autofi zduraziiuji
jeji vyznam na nékolika mistech (nejvystiZnéji na str. 58).

Pozorny étenaf muZe prostudovinim této sbirky rozsifit i svoje védomosti. To se tyks
hlavn¥ téch uditelt, ktefi neprodélali dikladné matematické Skoleni. Mém na mysli
na pf. dlohy tykajici se rozkladu mnohodlent v mnoZing celych &isel. U kaZdého mnoho-
¢lenu, ktery uZ rozloZit nejde, je oduvodn&no, proé¢ to nejde. I kdy% tyto dikazy ne]sou
pojaty do udebnic, prece pro uditelovu préci jsou duleZité.

V8echny tyto klady nové naSi sbirky jist® prisp8ji podstatnd ke zlepSeni préce na
naSich Skolédch a muZeme jen vyslovit piéni, aby podobné sbirky byly sestaveny i zlétky
probirané v 9. aZ 11. t¥ids.
 Ale vedle viech t&chto prednosti mé sbirka i ngkteré nedostatky. Tyké se to jen prvni
d4sti, kde tlohy o dslitelnosti se fesi v oboru &isel ptirozenych, adkoli jsou formuloviny
v oboru &isel celych. Autor byl k tomu pravdépodobnd sveden tim, %e se na Skolich
délitelnost probiré d¥ive neZ &isla zéporné, ale cht&l-li u¥ to tak provést, mél na to aspoii
upozornit. Tak na p¥. Gloha &is. 9 (str. 9—11) obsahuje tvrzeni platné pro kterdkoli dvé
liché é&isla, ale autor je dokazuje jen pro kladn4 liché &isla navzédjem rizné. Pii tom
iv tomto diikaze je mezera na str. 10 (fadek 6 zdola), kde je t¥eba misto ostré nerovnosti
% > v vzit v vahu nerovnost % = v. Déle v wloze 18 na str. 14 autor vysvétluje, Ze
zlomek v zdkladnim tvaru je takovy, jehoZ &itatel i jmenovatel jsou navzéjem nesoud&lng
pfirozend &isla; pak by ovSem joho uloha se omezovala jen na p¥ipad a < b, nebot je tam

b—
feé o zlomku a

v zékladnim tvaru, ale hned na za$étku textu fesent piipousti ne-
soudé&lnd &isla takové, jejichZ jediny spoleény délitel je —1, coZ budi u &tendfe dojem,

Ze piec jen pii délitelnosti pFipousti i &isla zdporné. Celou tuto nejasnost stuptiuje koneén®
kolise s ilohami o rozkladu mnohotlent v mnoZng& celych &isel, kde se nutné uZiva déli-
telnost &isel celych a ne jen pfirozenych. P¥i tomto rozkladu mnohoclenu se oviem zépor-
nym &islim vyhnout nemtiZeme & proto ulohy o délitelnosti v prvni S4sti bylo dobfe

tomu piizpusobit, aby vyklad viech pojmui byl v celé knize jednotny.

Jiné nedopatteni je na str. 13 v druhé 84sti feSeni tlohy 15. Jde o vyvréceni véty, Ze
pfirozené &islo d&litelné p&ti mé na svém zékladnim mistd &islici 0. Ka¥dého uditele totiZ
ihned napadne, Ze na piiklad existence &isla 35 stali k dikazu. To je jist® spravné. Ale
autor nejd¥iv zbyteéné probere viechna &isla konéici nulou, pak zjisti, %e je nepotiebuje,
a na to teprve zkonstruuje duikaz. Je nebezpeti, Ze takovy uditel, ktery nemé dosti sebe-
davery, bude vSechny zbyteénosti v ditkaze uvedené poklddat za nutnou Sést dikazu.

Pres tyto nedostatky se domnivam, Ze tato nové sbirka splni vyborné své poslani
a Ze prispéje ke zlepSeni vyudovéni matematice na nafich Skoldch, jak u¥ jsem V\j§e
konstatoval.

Karel Havltéek, Praha.

116



Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 82 (1957), Praha

ZPRAVY

VEDECKA A PUBLIKACNT CINNOST
PROFESORA DR KARLA CUPRA

Zivotni dilo zesnulého profesora dr KarrLa CuPra zahrnuje mimo matema-
tiku téz d&jiny matematiky a vé&d ji blizkych. V obou t&chto oborech pracoval
soubézné po dobu &tyticeti let a vysled-
ky svého badéani pilné publikoval v &aso-
pisech odbornych i v dennim tisku.

V pracich matematickych déval prof.
Cupr — zvl4§té po dosazeni habilitace na
brnénské technice — p¥ednost thematim
poskytovanym védami technickymi. Nej-
dastéji to byly otdzky majiei vyznam
pro elektrotechniku a prof. Cupr je &er-
pal nejen z odbornych dJasopisti, nybrz
i z pfimého styku s inZenyrskymi kruhy.
S hlediska . matematického tvofi vétsi
skupinu price z oboru diferencidlnich
a diferen&nich rovnic (viz v seznamu &sla
18, 19, 22—24, 28, 31, 33, 35, 38, 40),
v nichZ studoval metody FeSeni, tvar in-
tegrali a Haevisideovu metodu. Pro po-
uZiti v elektrotechnice a geodesii zabyval
se zevrubné Fetézovkou o malém i velkém prihybu (256—27, 36, 37) a k tde-
lim matematické statistiky logistickou kiivkou (34, 39), o niZ mimo jiné
ukézal, Ze je totoZné s hyperbolickou tangentoidou.

Ostatni pojedndni matematickd vyznaduji se rozmanitosti themat, takze
je mozno vyslovné se zminit pouze o nékterych z nich. Prace ¢. 2 je disertaéni
a jedn4 o spojitych funkeich jedné proménné, jez nemaji derivaci v n&kterych
nebo ve viech bodech svého oboru.V pojednéni &. 7 je dosaZeno novych vy-
sledk@ p¥i Laguerrové tloze: Je dana rovmice by + by x + ... 4 bya™ = 0;
mame konstruovati posloupnost {c,} takovou, aby rovnice ¢,by + cx. 10,2 + ...
oo+ Cainbn2® = 0 méla soudasnd s danou rovnici viechny ko¥eny na p¥. realné.
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Price &. 8 predstavuje vyiatek z habilitaéniho spisu, jenz v plném rozsahu
publikovan nebyl a jenzmé nazev ,,0 rodu celistvijch transcendeninich funkei®.
V publikované &ésti opravuje prof. Cupr Laguerrovo tvrzeni, Ze celistvd

, )
transcendenta f(z) mérod 1, plati-li i‘g 2 f(z)

= 0 (I celé) a ukazuje, Ze v tom
piipadé ma f(z) rod nejvyse 1.

Kni#ni spisy prof. Cupra (s vyjimkou 3, 9, 10) maji povahu udebnic, po p¥i-
padé praktickych piirutek. Spisy 6—&8 vykonaly na brnénské technice do-
brou sluzbu v prvnich letech po vélee, kdy nedostatek uéebnic p¥i obrov-
ském poétu posluchadi byl opravdu tiZivym problémem. Rychlym vydanim
pomticek nevelkého rozsahu byl pedagogicky tkol velmi usnadnén. Knihy 3,
9 a 10 se t&81 velikému zijmu Setnych &tenaft a vhodné vypliuji mezeru,
kters existovala v nadi literatufe na tomto tseku.

Druhy obor &innosti prof. Cupra, déjiny matematiky a S4ste¢né i véd pii- '
rodnich, se postupem Sasu stal vlastnim polem jeho piisobnosti. V této praci
" nachéizel opravdové uspokojeni, snad proto, Ze¢ v ni dofla uplatnéni silné
humanisticks slozka jeho vzdélani. Existujici jiz publikace o otdzkach, jimiz
se zabyval, byly mu oviem vychodiskem, aviak studium archivii bylo jadrem
vlastni price a p¥ineslo mnoho novych poznatkd. Zvla§té rad badal o the-
matech z d&jin matematiky na Moravé. Studium historie filosofickych
tstavil privedlo prof. Cupra k nékterym otdzkim z d&jin matematiky v Ce-
chéch. V tomto sméru ho zaujala predeviim postava STANISLAVA VYDRY
o ném? napsal fadu cennych a zajimavych &éankt. V p¥ipojeném seznamu
praci jsou uvedeny nézvy jen n&kterych deldich stati historickych. Uplny
seznam &lankd vyslych z pera prof. Cupra by jich obsahoval nejméng 250.
Vétsina z nich byla uvefejnéna v dennim tisku, byly &teny s opravdo-
vym zajmem a mély tedy nemalou cenu popularisaéni. Mimo historické ¢lanky
a nekrology je mezi nimi mnoho recensi, jubilejnich vzpominek a také lanka
z oboru matematickych her a zibav. Jubilea matematiki a pracovnik v p¥-
buznych oborech p¥ipominal prof. Cupr s pohotovosti snad nep¥ekonatelnou.

Posledni dva spisy zesnulého prof. Cupra zistaly v rukopise. Jeden z nich
pojedndvé o Zivoté a dile moravského astronoma a geodeta z 18. stoleti CHRIS-
TIANA MAYERA a druhy o tfech dosud neznamych dilech J. A. KOMENSKEHO.

Prirodovédn dila naeho velkého pedagoga znal prof. Cupr dokonale a rovndz
o nich nékolikrit psal.

V profesoru Karlu Cuprovi odesel z ¥ad matematikii pracovnik, jeho# jméno
proniklo do girokych vrstev niroda. V kruzich odbornych ziskal si &estné

misto svymi pracemi historickymi, jeZ budou trvale pramenem cennych
poznatki.

Ludvik Frank, Brno.
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SEZNAM PRACI PROFESORA KARLA CUPRA

Pouzité zkratky:
Cas. = Casopis pro p&stovéni matematiky a fysiky.
PMPS = Préce Moravské piirodovédecké spoleénosti.

Sborntk V8T = Sbornik Ceské vysoké §koly technické v Brng (v letech 194551 Sbornik
Vysoké Skoly technické dra Edvarda Benese v Brng).

EO = Elektrotechnicky Obzor.

Matematické Eldnky a pojedndni:

. Soudty n&kterych ¥ad. Cas. 36 a 37, 1907 a 1908, 2 a 11 str.
. O funkeich anorthoidnich. Vyroéni zprdvy II. Seské sidt. redlky v Brné, 1912, 27 str.
. Prispévek k analytické geometrii kuZelosedek. Cas. 44, 1915, 16 str.
. O determinantech mocninnych. (as. moravského musea zem. 15, 1916, T str.
Ubyvani venkovského obyvatelstva. (Prisp&vek k matematickému zpracovéni
statistického materialu.) Ndkladem vlasinim, 1916, 4 str.
. O rovnicich majicich jen reélné koteny. Cas. 46, 1917, 15 str.
. Piispévek k Laguerrovym posloupnostem. Rozpravy I1. t#. Ceské akademie véd a uméni
31, 1922, 7 str.
8. O Laguerrov¥ method® stanoveni rodu celistvé transcendenty. Cas. 52, 1923, 10 str.
9. O ngkterych fadach a soudinech konvergujicich podminesnd. Cas. 53, 1924, 6 str.
10. Pispévek k numerickému Ye¥eni rovnic. Jubilejni védecky sbornik 1899 — 1924 Ceské
vys. $koly technické v Brné, 1924, 2 str.
11. Ptispévek k nauce o ptjékéach annuitnich. Pojistny Obzor, 1924, 9 str.
12. O n&kterych dusledcich plynoucich z Lagrangeovy interpolaéni formule..Cas. 54,
1925, 17 str.
13. Piispévek k nauce o Fetézovych zlomeich. PMPS 2, 1925, 20 str.
14. Addiéni theorém Besselovych funkei o vice proménnych. PMPS 3, 1926, 4 str.
15. Parsevalova identita & jeji uZiti v teorii funkei koneénych. Jas. 55, 1926, 21 str.
16. Zobecnéni jistého Hurwitzova problému. Cas. 57, 1928, 5 str.
17. Pouiti signatury kvadratickych forem v nauce o algebraickych rovnicich. Cas. 57,
1928, 8 str. ‘
18. Z praxe diferencilnich linedrnich rovnic. Sbornik VST 3, 1928, 15 str.
19. O jistém Fuchsov® theorému a zdénlivych singularitdch linedrnich diferencidlnich
rovnic. Cas. 58, 1929, 15 str.
20. Poznamky ke kuZelosetkam ve svazku a v siti. Sbornik V8T 4, 1929, 18 str.
21. Pou#iti Schlémilchova-Pringsheimova integralu p¥i séiténi podmineén& konver-
gentnich ad. Sbornik VST 5, 1930, 16 str.
22. Dv8 metody Fefeni nehomogennich linedrnich diferencidlnich rovmic. PMPS 8,
1933, 25 str.
23. O jisté diferenéni rovnici. £O 22, 1933.
24. O jistém systému diferenénich rovnic. EO 22, 1933.
25. Exaktni vypodet vedeni. EO 23, 1934.
26. Ptispévek k matematické strénce venkovniho vedeni. Sbornik VST 8, 1934, 12 str.
27. Poznémky k vypodtu vedeni na velkych rozp&tich. EO 25, 1936, 5 str.
28. O method$ Haevisideovs. Sbornik VST 10, 1936, 21 str.
29. Velks véta Fermatova pro P = 23, 29, 41. Sbornik V8T 11, 1937, 9 str.
30. O diofantické rovnici 2" + y® = ¢®. Sborntk VST 12, 1938, 15 str.
31. Haevisideova methoda pro systémy rovnic. PMPS 11, 1938, 10 str.
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32. Pohyb t&lesa pruznd zavéseného. Sbornik VST 13, 1939, 12 str.

33. Elementérni dikaz Haevisideovy methody. EO 30, 1941.

34. Matematické zédklady nauky o logistické kiivce. Statisticky Obzor 23, 1942, 10 str.

35. Heavisideova methoda a Laplaceova transformace. PMPS 14, 1942, 30 str.

36. Utiti Yetézovky p¥i méfeni délek invarovymi méfitky. Zeméméiicky Obzor 31, 1943,
4 str.

37. O pru¥né Yet8zovce. PMPS 15, 1943, 16 str. :

38. O vedeni tepla ve dvou soustfednych dutych koulich a ve dvou souosych dutych
véleich. PMPS 17, 1945, 10 str. =

39. O logistickém vzristu. Véstnik Krdl. Eeské spol. nauk, 1946, 16 str.

40. Poznémky k diferenénim rovnieim ve vyrovnévacim poétu. Sbornik V8T 15, 1946,

8 str. .
Knihy:
1. Prehled geometrie ke zkouskam. Ustiednt uéitelské nakladatelstvt a knihkupectvi, 1941,
56 str. )

[

. Ptehled algebry ke zkouSk&m. Ust¥. ubit. nakl. a knihkup., 1942, 56 str.
. Aritmetické hry a zébavy. JOMF, Cesta k védéni, sv. 21, 1942, 73 str. (2. vydéni
1949.)
4. Uvod do nomografie. Elektrotechnicky Svaz Seskomoravsky, 1944, 92 str.
. Numerické ¥efeni rovnic. Cesta k védént, sv. 28, 1945, 82 str.
6. Matematika I, IIA, IIB. Dondtiv fond p¥i Benedové technice v Brné, 1946, 171 str.,
100 str., 150 str.
7. Uziti integralntho poétu ve v&dach technickych a ptirodnich. Dondtiw fond, 1946,
75 str.
8. Diferenciélni rovnice v infenyrové praxi. Dondtiv fond, 1947, 80 str.
9. Geometrické hry a zédbavy. Cesta k védéni, sv: 38, 1949.
10. Matematické zébavy a hry. Nakladatelstvt CSAV, 1953, 178 str.

o

ot

Hlavni Cldnky historické:

1. Mslo znamé jubileum. Cas. 43, 1914, 7 str.

2. Prof. Matyé8 Lerch. Cas. 52, 1923, 13 str.

3. Z d¥jin matematiky v zemi Moravskoslezské. Inauguraéni predndska. Ndkladem
Vysoké &k. techn. v Brné, 1933, 19 str.

4. Jak vznikalo inZenyrstvi na Moravé. Lidové Noviny, 1934.

5. 75 let Jednoty &sl. matematikt a fysikd. Nade véda 19, 1938, 4 str.

6. PhDr Antonin Rezek, budovatel Ceské vysoké gkoly technické v Brng. Cas. Tech-~
nek, 1939, 7 str.
7. K dvoustému vyrodi narozeni Stanislava Vydry. Cas. 70, 1941, 4 str.
8. Stanislav Vydra a jeho doba. PMPS 13, 1941, 28 str.
9. Cesks matematika 1940 —1945, Nade véda 24, 1946, 8 str.
10. K literatufe o filosofickych ustavech v Cechéch a na Moravs. Nade véda 24, 1946,
6 str.

Sestavil Ludvik Frank, Brno.

SEDMDESAT PET LET PROFESORA DR QUIDO VETTRA

Nejstarsi éesky historik matematiky, profesor dr Quino VETJ:ER, se do%il dne 5. dervna.
1956 sedmdesétych pétych narozenin. Vyznamné toto jubileum zastihlo jubilanta pFi
plném zdravi v ¢ilé védecké a publikadni prici.

120



Jubilant je nejmladSim synem z osmi déti. JiZ jako chlapec na obecné Skole si oblibil
dgjepisné vyklady svych uditelt i ¢etbu historickych knih. Tato zéliba v historii usmérnila
i uplatn¥ni jeho matematického nadéni. V roce 1919 se habilitoval na filosofické fakult®
KU pro déjiny matematiky a tuto habilitaci rozsifil v roce 1924 i pro Skolu speciglnich
nauk p#i Vysokém udéeni technickém v Praze a to pro obor matematiky se zvlaStnim z¥e-
telem k historii matematiky aplikované. V tém% roce mu také byl udélen titul mimorad-
ného profesora. Po osvobozeni roku 1945 byl opét povéfen piednédskami z historie mate-
matiky na praZskych pedagogickych uéilistich.

Uectyhodn4 fada kolem 200 &lénkt, pojednéni a knih a na 400 recensi praci domécich
i zahraniénich v&dcl-historiki matematiky — sv&déi o neobyéejném pracovnim usili
a rozséhlém zajmu tohoto historika matematiky i vzécného pedagoga.

Nejrozséhlejsi jeho prace, kniha ,,Jak se poéitalo a mérilo na usvitd kultury* (1926),
prehledny ,,Uvod do d&jin matematiky** (Sbornik ,,K vy$imu poznéni*, Praha, 1930)
a ,,Sest stoleti matematického a astronomického udeni na universitd Karlové v Praze
(Kralovské Geskd spoleénost nauk v Praze, 1953) jsou spolu s ostatnimi specidlnimi po-
jednénimi svédectvim o dokonalé informovanosti i piesné védecké pracovni metodé& pro-
fesora Vettra. Nyn&jsi své tsili vénuje k shrnuti svych poznatki a vyzkumi z oboru déjin
deské matematiky. To dokazuje nejen jmenovand prace o matematickém uéeni na Karlove
université v Praze, ale i dal$i price uvefejnéné v poslednich letech v &asopisech naSich
i zahraniénich, jakoZ i préce k tisku pfipravené. -

Pilné védeckd a publikaéni dinnost profesora Vettra doSla uznani u éetnych zahranié-
nich i naSich v&deckych spolenosti. T&Sime se na jeho dalsi v&decké price, k jejichZ
vytvoreni mu pfejeme hodné zdravi a radosti z védeckych tspéchi.

Fr. Balada, Brno.

OSMY MEZINARODNI SJEZD PRO DEJINY PRIRODNICH VED

Ve dnech 3. aZ 9. zati 1956 konal se ve Florencii a v Milané 8. mezindrodni sjezd pro
d&jiny p¥irodnich v&d (8. congresso internazionale di storia delle scienze). Z Ceskosloven-
ska se ztdastnili sjezdu t¥i delegéti: akademik prof. dr B. NEMEC, dr J. KoRAN ze Stétniho
geologického dstavu, autor knihy o d&jindch nafeho hornictvi, a pisatel t&chto fadki.

Prvni $4st sjezdu ve dnech 3. a¥ 7. z4¥i konala se ve Florencii a druhé 84st ve dnech
8. a 9. z4¥ v Mil4ng. Sjezd porddala Mezindrodni unie pro déjiny prirodnich véd (L Union
internationale pour I'histoire des sciences), které organisuje takovéto sjezdy kazdé tii
roky. U prile¥itosti sjezdu zasedala také Mezindrodni akademie pro déjiny pfirodnich véd
(L’académie internationale de I’histoire des sciences), kterd mé své sidlo v PafiZi. Sjezdu
se zulastnilo asi 400 osob, hlavn& z Evropy, ale téZ ze Spojenych stétli a z Asie (Stfedni
Vychod, Cina, Japonsko). N&kolik mélo delegéti bylo i z Kanady a z latinské Ameriky.
Sovétsky svaz se ztdastnil sjezdu dvéma delegaty: prof. FIGUROVSKYM & prof. ZUBOVEM.
Z lidovych demokracii bylo zastoupeno vedle Ceskoslovenska i Polsko, dvéma delegaty:
prof. BUROWSEYM a prof. OLSZEWSKYM, & pak i Cina.

Sjezdové jednéni se konala, jak je to zvykem na mezindrodnich v&deckych sjezdech,
na plendrnich zasedanich a pak v sekeich. Na plendrnich zasedénich byly asi hodinové
prednésky, predeviim z d&jin italské v&dy. Jako piiklad uvddim: G. del Guerra, Védeckéd
tradice Pisy; L. Belloni, Objev Agostina Basiho v d&jindch Zivé ndkazy (pfedchiidce
Pasteuriv); G. Abetti, Zéci Galiles Galilei. Kratdi védecks sdsleni byla konéna v sekcich,
jichZ bylo Sest: . :
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1. D&jiny matematiky, fysiky a astronomie. 2. D&jiny chemie a farmacie. 3. Dé&jiny
geografie a geologie. 4. D&jiny biologie a mediciny. 5. D&jiny technologie a aplikovanych
v&d. 6. D&jiny véd obecns.

Nebylo ptirozend mo¥no udastnit se zaseddni vSech sekei, které se obyéejné konaly
spoletnd. Proto se omezim na vylideni jednani v 1. sekei a to je$t& jen v podsekei pro d§-
jiny matematiky. Tato sekce byla totiZ rozd8lena na t¥i podsekce: pro d&§jiny matematiky,
pro d&jiny fysiky a pro d&jiny astronomie. Ze sd8leni v podsekei pro d&jiny matematiky
bylo pro nés pfedeviim zajimavé sd&leni Francouze in%. Paula Gillea, ktery nebyl p¥i-
tomen a jeZ bylo za n&ho &teno. Sd&leni mé&lo ndzev: Les mathématiques et la construction
navale. Byl to struény prehled aplikace matematiky na stavbu lodi. Od Archimeda aZ do
zadatku 18. stol. byla rozfeSena fada otdzek stability plovouecich pfedméti. Tyto vy-
sledky byly viak neznédmy stavitelim lodi, kteii vyuZivali jen praktickych zkuSenosti.
pii své préci. Teprve v 18. stol. prdce BouGcUERA, BErRNOULLIHO a EULERA pronikly
a byly vyuZivény i v praktické préciv lodénicich. Z dalsich praci byly pro praxi podle auto-
ra zv148t8 vyznamné préce FrRaANTISKA JOSEFA GERSTNERA, zakladatele praZské techniky,
o pohybech mote a jejich vlivu na kolébéani se lodi. Tyto teoretické prace byly velmi
vyuzivény od polovice 19. stol. v lod&nicich. ’

Z jinych sdéleni uvedu jen nékolik jako pi-iklaﬂy témat, kterd se v podsekei vyskyto-
vala: Francouzka Mme Guitel pfednéSela o svych srovnévacich studiich numerace staro-
egyptské a azteckd. K. Vogel ze zépadniho Némecka pfednssel o byzantské matematice.
Mimo jiné uvedl, %e jiz jakysi Leon v 9. stoleti u¥ival pismen p¥i popisovéni obecnych
podetnich postupd. Jeho studie, jak se zd4, byla zaloZena na originglnich pramenech.
Rada piispévika tykala se novovéku. Slo obydejnd o to, jak pojimal a jak rozvijel ten
ktery matematik n&jaky matematicky problém, nebo 8lo o zpravy o nové objevenych
neb dosud neprostudovanych dilech ruznych védci.

Souhrnné mozno ¥ei, Ze vétiina prispdvkd méla celkem slufnou trovei. Zabyvala se
skutedng, aspori pokud se tykd matematiky, historii v&deckych problémi, a kde referdt
jednal o osobéch, stiedem jeho zéjmu bylo vidycky dilo osoby, jeji stanovisko k danému
problému a jeji prisp&vek k jeho YeXeni. Nevyskytovala se tam viibec sd8leni takova,
jako na pt. zjisténi n&jakého bezvyznamného faktu ze ¥ivota n&jakého védce. Vyslovend
pochybné sdéleni slySel jsem jen dv&. Sd&leni Itala U. Cassiny tykalo se jedné préce
Warrisovy o Eukleidovi. Cassina ukézal, Ze dikaz VIII. véty Wallisovy je chybny,
protoZe uZiva implicite postulétu spojitosti a ukazuje, jak je nutno zménit Wallisovy
tvahy, aby se staly spravnymi. To podle min&ni pisatele téchto ¥4dki nems celkem ceny.
Jestd daleko horsi byl piispévek francouzského rédového knéze Frangois Russo, nazvany
»Le peére Saccheri et la théorie des paralldles. Invention, méthode et contenu de son
oeuvre.‘‘ S4m jsem nemohl byt bohuZel sd&leni piitomen, ale soudd podle vytahu, nefekl
Russo o dile Saccheriho nic nového. Nové a neobvyklé bylo jen hodnoceni jeho dila
»Euclides ab omni aevo vindicatus. Ve vytahu stoji: ,,Veden (t. j. Saccheri) logickoa
metodou, kterou vypracoval ve svém dile Logica Demonstrativa z r. 1697, nejen ¥e
postavil problém geometrii neukleidovskych, nybrs odhalil i strukturu geometrie fedené
Lobadevského, kterou by bylo spravedlivdjii nazvat geometrii .Saccheriho. Sd&leni
ukazuje, jak nedostateéns pfesnost v rozboru skuteénosti geometrickych v nekonetnu
ptivedla jej k tomu, aby popfel pravdivost nauky, kterou vypracoval.* Ka¥dému, kdo
jen trochu zné dilo Saccheriho, které m4é tak vynikajici misto mezi pokusy dokézati
V. postuldt Eukleidiv, neni t¥eba vykladati, jak jsou tyto zévéry faleiné. Nemohu se
ubrénit dojmu, Ze celé sd&leni bylo pfedeviim ulinéno proto, aby zdsluha o objeveni
neukleidovské geometrie byla upfena ruskému matematikovi. Aviak takové sdéleni bylo
jen vyjimkou. OvSem, jak se ani nedalo odekévat, neslyfel jsem ¥4dny piispdvek, ktery
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by si v§imal, jak formulovéni a feSeni n&jakého védeckého problému vyrastalo ze spoleden.-
skych a hospodéiskych podminek doby.

Ceskoslovensko je starym, jeSt§ predvéleénym, &lenem Unie. Na sjezd8 bylo ptijato
za nové &leny ndkolik dalSich statti. Jsou to podle pofadi doslych pi#ihlaSek: Polsko,
Finsko, Spolkové n¥mecks republika, Sovitsky svaz a Cinské lidova republika. Piihladky
Recka a Jugoslavie byly odkézény vyboru Unie, nebot tyto stéty nesplnily je$t& ndkters
formélni podminky pro pfijeti. Jeden stat byl Skrtnut ze seznamu &lenti, Turecko, pro
dlouholeté neplaceni élenskych piispévki.

Sjezd byl znamenit$ organisovén, tak¥e cely jeho prub&h byl naprosto hladky. Do
jednéni sjezdu bylo zafadéno né&kolik exkursi: do Pisy, do Vinci, rodi§té Leonarda da
Vinei, na astronomickou observatof v Arcetri. MoZno tedy bez jakéhokoli pfehénéni ¥ici,
Ze byl naprosto zdatily.

Chei-li nakonec zhodnotit vyznam tohoto sjezdu pro nés a ocenit perspektivné vyznam
pristich sjezdl, mohu to udé&lat pfirozend jen kuse, nebot jsem mohl byt p¥itomen jen
malé &ésti sjezdovych jednédni v jedné sekei. Myslim, Ze je pro nds duleZité, abychom na
tyto sjezdy vysilali nafe védecké pracovniky v d§jindch pfirodnich véd, pfi temZ by mél
byt brén zfetel i na mladsi pracovniky v t&chto oborech. Unie toti% shroméaZdila kolem
sebe slu$ny podet pracovnikd o d&jinéch piirodnich v¥d, lékaistvi a techniky. Uroveil
praci nen{ 8patnd, adkoli v lecéems nutno hledat jest& cestu a orientaci. Nejslabsi strén-
kou je metodologie prace. K tomu bychom myslim i my mohli n&co ¥ici.

Domnivim se, e mé vyznam seznamovat na takovém mezindrodnim foru s d&jinami
nasi védy a vysledky nasi védecké préce v minulosti. NemiZeme spoléhat na to, Ze si
v cizing v§imne po druhé n&kdo price takového Gerstnera, a musime poéitat i s tim, Ze
se objevi takovi patefi Russo, ktefi budou timyslng sniZovat nasi védeckou préci. Koneéné
je duleZité politicky i ideologicky, abychom héjili a propagovali naSe koncepce a nase
stanoviska. Bylo by nesprévné stahovat se z tohoto ideového zépasu. Doufédm, %e v bu-
doucnosti naSi mladi pracovnici feknou i po této strance nsco podstatného.

Viadimir Korinek, Praha.

IV.SJAZD RAKUSKYCH MATEMATIKOV VO VIEDNI

V diioch 17-22. septembra 1956 konal sa vo Viedni IV. sjazd rakdskych matematikov.
Na sjazde sa ztdastnilo viac ako 350 tdastnikovztychto 25 §tatov: Belgicko,Velké Briténia,
(eskoslovensko, Dénsko, Finsko, Franctuzsko, Gfécko, Holandsko, Itélia, Juhoslavia,
Madarsko, Nemecké demokratickd republika, Nemecké spolkové republika, Nérsko,
Polsko, Portugilsko, Raktsko, Rumunsko, Sovietsky sviz, Spojené Stéty americksé,
Sudan, Spa,nielsko, Svajciarsko, Svédsko, a Turecko.

Rakuskych tdastnikov bolo iba niedo vySe 60, takZe sjazd mal vyslovene charakter
medzindrodného kongresu. Tato okolnost bola usporiadatelmi sjazdu uZ vopred zdoraz-
fiovand. Rakuski matematici sa tym snaZili zachovat tradiciu zo salzburského sjazdu
z roku 1952. .

Ceskoslovensko zastupovalo 7 delegétov a to: &len koresp. CSAV Oraxir BORUVEA,
&len koresp. CSAV Steran ScEWARZ, prof. VTAZ Ruporr Piska, Brno, doc. dr Miros-
1Av Novorn¥, Brno, dr Mrroscav Freprer, dr Orro VEJvoDA, dr ViastiMirn Prix,
pracovnici Matematického tstavu CSAV v Prahe.

Sovietsky svéz bol zasttpeny Stvordlennou delegéciou vedenou akademikom P. S.
ArexanprovoM. Polski matematici boli zastupeni 5-8lennou delegéciou. Velmi poéetné
bola madarsk4 delegécia, ktord mala 23 ¢lenov a delegécia juhoslovanské s 18 tiéastnikmi.
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Sjazd bol zahsjeny v pondelok 17. septembra v aule viedenskej univerzity predsedom
Raktskej matematickej spoloénosti prof. A. DuscaexoM. Uvitaci preslov mali zéstupca
Ministerstva gkolstva a osvety a zéstupca mesta Viedne.

. Préce sjazdu boli rozdelené do 5 sekcii a to: I. Algebra a tedria &isel, II. Analyza, ITL
Geometria, IV. Aplikovans matematika, V. Zéklady matematiky a hist6ria matematiky,
Préce II. a III. sekcie prebiehali paralelne v dvoch pododdeleniach.

Na sjazde odznelo (podla oficialného programu) 221 referétov, z ktorych kazd)’/ mal
rozsah 20— 30 minut. Z toho v sekeii I 42 referédtov, v sekeii IT 74 referdtov, v sekeii ITL
59 referétov, v sekeii IV 39 referdtov, v sekeii V 7 referdtov.

Ceskoslovenski tdastnici prednesli 6 referstov. V I. sekcii §¢. Schwarz, O existencii
invariantnych mier na kompaktnych pologrupéch a M. Novotny, O aditivne ireducibil-
nych elementoch a aditivnych bazach vo sviizoch. V sekeii IT 0. Bordvka, O zovieobecneni
viet o jednoznadnosti integralov diferencilnej rovnice ¥y’ = f(x, y) a V. Ptdk, Banachova
veta o spojitosti inverzného operétoru vo vektorovych topologickych priestoroch. V III.
sekeii M. Fiedler, O pravouhlych zn-simplexoch a inych otdzkich geometrie simplexov.
V sekeii IV O. Vejvoda, O odhadu chyby pri Runge-Kuttovom vzorei.

Z velkého pottu prednsSok je tazko vyzdvihnuf najddleZitejSie a najzaujimavejsie.
Sna#ili sme sa, aby sme rovnomerne — a to kazdy podla vlastného zdujmu — navitevo-
vali vietky sekcie. VSeobecne sa napr. vysoko hodnotili predné¥ky prof. Pélyu v sekeil
IV na tému ,,Dokézané a nedokézané vety z teérie kmitania membran‘ a prednéSka
akademika Alexandrova: ,,0 zovSeobecneni Kantorovej definicie stvislosti mmnoZin‘.

* Ulastnici sjazdu mali vopred k dispozicii sjazdovy materidl obsahujtci — okrem
iného — vytah zo vietkych ohlédsenych referatov. Po referstoch sa rozprudili debaty,
ktoré pokradovali v rade stikromnych rozhovorov a plodnych diskuzii v ,,kuloéroc F
Podrobny program sjazdu, zoznam téastnikov a podrobnejsie vytahy z referdtov vyjdi
ako zvlaStne &islo Easopisu Internationale Mathematische Nachrichten.

Ceskoslovensks delegécia prehlbila a roziirila svoje styky s celym radom za.hra.mé-
nych matematikov a nadviazala rad novych vzéjomnych vztahov.

Sjazd bol vyborne organizovany. Nikde nebolo vidiet najmensiu medzeru v organizécii-

So sjazdom bol spojeny rad spolotenskych udalosti. Vedtci jednotlivych delegécii
a niektori dal§i Gdastnici boli v pondelok veder 17. sept. pozvani k ministrovi Skolstva.
a osvety. Niektori élenovia boli pozvani na obed Raktiskou matematickou spoloénostou.
V8etci udastnici mali mo¥nost zozndmit sa s novymi vyznaéngjsimi stavbami a zariadeni-
ami mesta Viedne. Vo Stvrtok 20. sept. podnikli vSetci uSastnici zdjazd na Semmering.
Po skondeni sjazdu boli usporiadané exkurzie po Raktisku, ktorych sa zudastnil velky
rad vyznaénych matematikov. Je prirodzené, ¥e i behom tychto spoIoéenschh udalosti
pokradovali odborné rozhovory.

Oficidlne zakondenie sjazdu bolo v sobotu veder na zvli¥tnej recepcii usporiadanej
mestanostom mesta Viedne. Tu prehovoril najstar$i Géastnik sjazdu prof. DENJOY
(Patiz), dalej zéstupci nemeckej a talianskej delegécie (ako najvassich delegécii) a koneéne
juboslovansky zéstupea menom vietkych ostatnych zahraniénych hostov.

St. Schwarz, Bratislava.

VEDECKE ZASEDANI BULHARSKYCH MATEMATIKU

Zasedéni se konalo v Sofii po p&t dni od 10. do 14. ¥jna 1956; predsedou zasedéni byl
akademik L. Caxarov. Zasedéni bylo zahdjeno presidentem bulharské akademie v&d,
akademikem TODOREM PavLovEM. Jeho obsainy tvodni projev obsahoval fadu zdvaZ-
nych myslenek o tiloze a moZnostech védy p¥i upeviiovani svétového miru a p¥i rozvijeni
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mezindrodni spolupréce i o specifickém charakteru matematiky. Na programu byla pak
prednéska akademika N. OBRESKOVA o rozvoji a soudasném stavu matematiky v Bul-
harsku.

Dalsi dny, od 11. do 14. fijna, byly cele vyplnény sjezdovymi zaseddnimi. Bulharsti
matematikové nazvali tento sjezd skromné ,,védeckym zaseddnim*‘, byl to vSak skuteény
sjezd jak svym rozsahem, tak i poétem a kvalitou védeckych piisp&vki. Z ciziny se
Gdastnilo sjezdu celkem 19 matematiki: ze Sovétského svazu S. L. SoBorev, A. G.
PosTNIEOV & A. V. Brcapze, z Ceskoslovenska J. JARUBfk a V. JARNIK, z Ciny BucHN
Sura WEN-Tsum-Wu, z Francie A. DENJOY, z Jugoslavie St. BeLinski, z Madarska
L. Focrs, F. TérE a O. Varea, z Némecké demokratické republiky H. GreLL a R.
RE1ssic, z Polska K. Borsurk a W. SiERPINSKI, z Rumunska K. CALUGAREANT, CH.
GrEORGHIEV a G. MoisiL. Vedle zahajovaciho zasedéni se konala plendrni zasedéni je$t&
dne 11. a 14. #¥ijna dopoledne. Ostatni zasedéni byla rozd&lena do dvou sekei; v druhé
byla geometrie a aplikace matematiky, ostatni matematika byla v prvni sekei. Celkem
se konalo 12 pfednéSek v plenu, 28 v 1. sekei a 25 v 2. sekei. Oba Seskoslovensti zdstupei
zasedali v 1. sekei, jak to odpovidé jejich zaméfeni; mohou proto o zasedanich druhé
sekee ¥ici jen mélo.

Prednésky prinesly mnoho zajimavého. Z hosti pfednésel Sierpirisks o vysledeich svych
a svého Zéka Schinzela v elementérni theorii éisel; Postnikov o problémech aditivni theorie
&isel s rostoucim poltem séitancd, o rozdéleni zbytki exponencidlni funkce modulo
1 a o netiplném systému zbytkid; Jarnik o linedrnich diofantickych aproximacich. Grell
pfednéSel o struktufe okruhi v algebraickych télesech, Fuchs o universdlnich obrazech
Abelovych grup, Jakubik o grafickém isomorfismu struktur a multistruktur. Z analysy
pfednésel Sobolev o okrajovych problémech eliptickych rovnic s obecného hlediska, které
jim bylo zavedeno do theorie parcidlnich rovnic; Bicadze prednésel o systému rovnic
eliptickych a ,,silng eliptickych* a o smiSenych parcidlnich rovnicich. Moisil pojednal
o monogennich funkeich ve smyslu Feodorove a o aplikaci na problém rovinné pruznosti,
Calugareanu o nésobnosti (valence) riemannovskych oblasti v roving, Denjoy o zobecnéni
jedné funkce Minkowského, souvisici s pravidelnymi Fetézovymi zlomky. Reissig msl
sdéleni o samobuzenych kmitech. O diferencidlni geometrii prostorti s aredlni metrikou
prednéSel Buchin Su; Gheorghiev prednésSel o diferencidlni geometrii vektorovych poli
a o komplexech piimek s konstantni k¥ivosti, Belinski o poléarnd adjungovanych sféric-
kych kiivkéch, Varga o zobecnénych Riemannovych normélnich soufadnicich; Wen-T'sum
Wu mél sdéleni o vnofeni polyedra do eukleidovskych prostort. T'6th prednéSel o extre-
mélnich vlastnostech regulérnich polyedrii. Z oboru topologie pfednésel Borsuk o theorii
retraktu. '

Pro zahrani¥ni hosty byla oviem zvl4$t8 pouénd sd&leni bulharskych matematikd,
kterd poskytla zajimavy pohled na soudasné matematické déni v Bulharsku, nebot zde
vedle osobnosti, jejich¥ v8decky profil je vieobecné znam, vystoupila v znaéném poétu
bulharské mlad4 a nejmladi{ generace. P¥ehled, ktery podédm, bude ovSem znaéné jedno-
stranny, je¥to, jak jsem jiz ¥ekl, udastnila se Geskoslovensks delegace pouze zasedéni
prvni sekee, tak¥e o druhé sekei vi pouze tolik, kolik je obsaZeno v tifténych résumé.

Jednotlivé obory matematiky byly é&iseln8 v prednésSkéch bulharskych matematikd
zastoupeny asi takto: Theorie &isel 3, algebra 1, analytické funkce 2, diferencidlni rovnice
oby&ejné 2, funkcionalni analysa 8, geometrie 6, pravd§podobnost 2, mechanika a thermo-

dynamika 9, ostatni aplikace 2.

"~V theorii &isel referoval akademik Obreskov o svych dalsich pracich z theorie diofan-
tickych aproximaci, dal§i sdleni se tykala TeSitelnosti diofantické rovnice F(x, y) = 0
(F polynom) a v&ty o prvoidedlech 1. stupn&. Sd&leni z algebry se tykalo symetriénosti
jedné matice z thermodynamiky. Sd&leni z theorie analytickych funkei se tykala prostych
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funkei (akademik Cakalov) a mocninnych fad, které maji konvergenéni kru¥nici za pri-
rozenou hranici. Sd&leni o diferencislnich rovnicich se tykala n8kterych rovnic, YeSitel-
nych kvadraturami. Diferenciélnich rovnic se oviem tykala mimo to jest& Eetnd sdéleni
z aplikaci matematiky. Népadny byl velky podet sdéleni z funkcionglni analysy. Jde
o skupinu mladych matematika, soustfed&nou okolo prof. J. TacamricrEEO. Prof. Ta-
gamlicki sAm mé&l sdéleni o ,,ku¥elich** ve funkciondlni analyse a o ,,ireducibilnich bodech™
kuZelti. V jeho pracich i v pracich jeho %4kt se zradi snaha p&stovat funkciondlni ana-
lysu v t&sném sepdti s problematikou klasické analysy. Proto by bylo moZno zafadit
ngktersd z téchto sd¥leni t6% do riznych obora klasické analysy. Dobrym pfedpokladem
pro vytvoreni gkoly préve s timto zamgfenim byly jistd d¥ivejsi prace akademikt Caka-
lova a Obres$kova z analysy redlnych funkei. Z geometrickych pfednadek &tyfi byly véno-
vény piimkovym ttvarim (zborcené plochy, kongruence, komplexy), jedna novému
zpisobu zavedeni orientace v trojrozmérném projektivnim prostoru, jedna deskriptivni
geometrii n-rozm¥rmého prostoru. Sd8leni z theorie pravddpodobnosti se tykala distri-
buénich funkei. Pokud se tySe aplikaci matematiky (zvla5t8 na mechaniku a thermo-
dynamiku), mé bulharskéd matematika dobrou tradici diky pracim akademiki Porova
a CeENOVA. V jedné z plendrnich schiizi vyloZil Popov svou theorii ireversibilnich thermo-
dynamickych procesti, Cenov prednéafel o rovnicich analytické dynamiky. N&kolik sd&leni
se tykalo diferencidlnich rovnic slozenych kyvadel.

Z tohoto prehledu je patrno, %e se bulharsks matematika rozviji v raznych smérech;
kvalita p¥isp&vki byla velmi dobra. Také je ovSem patrno, Ze n8které obory jsou pésto-
vény se znadnou intensitou, jiné zistavaji pondkud stranou. To je ostatn nevyhnutelns
v&ude, snad kroms potetnd nejvétsich narodu. Tato jists nerovnomsrnost rozvoje v jed-
notlivych oborech v&dy u riznych nérodi je jednou z Setnych piidin, které 8ini tak nalé-
havou mezindrodni védeckou spolupréci. Bulharti matematikové — a také vé&de&ti
pracovnici z jinych oborti, pokud jsem s nimi mluvil — si velmi pteji dalsi rozvoj styka
s Geskoslovenskymi v&dei; podle mého min&ni by byl prosp&ny pro obd strany.

Organisace sjezdu byla vzorné, prijeti zahraniénich hosti a celé ovzdusi sjezdu vyji-
metné& pratelské. Po sjezdu ztravili zahraniéni tdastnici jest§ nékolik dni vylety po Bul-
harsku, kde se seznémili s krésami bulharské p¥irody, s pamétkami bulharskych déjin
i s praci a uspéchy bulharského lidu. Na&i hostitelé se vyznamenali po strénce védecks,
organisaéni i spoletenské, a tdastnici si odnéSeji ze sjezdu nejlepsi vzpominky.

Vojtéch Jarnik, Praha.

NAVSTEVY ZAHRANICNICH MATEMATIKU V SR

Koncem srpna 1956 navitivil Matematicky tustav CSAV madarsky matematik
G. ApLER, védecky pracovnik Matematického tstavu madarské akademie véd. Prohlédl
si Gstav a navstivil Ustav matematickych strojd, kde si prohlédl &sl. matematické stroje.

Na své cesté na IV. kongres rakouskych matematikt ve Vidni zastavila se v Praze ve
dnech 13.—16. z&fi dr E. ScawarzovA, védecka pracovnice Matematického ustavu né-
mecké akademie véd v Berling. Navitivila Matematicky tstav CSAV, prohlédla si Ustav
matematickych stroju CSAV a seznémila se s praci matematickych kateder Vysokého
udeni technického.

Ve dnech 27.—30. za¥ 1956 navstivil Prahu prof. dr E. WEINEL, Feditel Ustavu apli-
kované matematiky University v Jené, s choti. Prof. Weinel prohlédl si Prahu a navitivil
Matematicky tstav; v diskusi s pfednimi védeckymi pracovniky ustavu byly porovnény
zejména zkufenosti obou Ustavii v oboru matematickych aplikaci.

I. Babuska, Praha.
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V poloving zé#i navitivil katedry matematiky CVUT prof. dr WrADIMIERZ WRONA,
vedouci katedry matematiky Akademie béiiské a hutni v Krakovs. Prof. Wrona se
informoval o préci pedagogické a odborné na katedrdch a prohlédl si préce studentt
a pohovotil s uéiteli. Pti té prileZitosti bylo dohodnuto, Ze si katedra matematiky Aka-
demie banské a hutni v Krakové a katedra matematiky fakulty inZenyrského stavitelstvi
CVUT vyméni védecké pracovniky na kratsi (3 a# 6 denni) reciproéni pobyt a ¥e obs
katedry si budou podévat trvale informace o préaci pedagogické i odborné a vyméinovat
prilezitostné publikace. ‘

Prof. W. Wrona prednéSel dne 17. za¥i 1956 v Matematické obei prazské na tema
»»O anholomnich systémech*.

V prednéSce nejdifve informoval udastniky o v&decké praci krakovskych matema-
tikt a potom promluvil o své divEjsi préci v oboru diferencidlni geometrie anholonomnich
systému.

@) @

Jsou-li Q‘;ﬁy., 2%, t. zv. relativni anholonomni Gtvary a plati-li, %o vSechny jejich
slozky identicky vymizi, pak fikdme, Zesystémy (y’), (¥”) jsou ekvianholonomni. Sou-
fadnicové systémy tvoii tfidu takovych ekvianholonomnich systémi.

Prednégejici se zabyval otézkou, existuji-li daldi takové t¥idy. Odpovdd je kladné.

Podrobny text préce autor pfipravuje pro tisk v nékterém nasem &asopise.

F. Vydéichlo, Praha.

Ve dnech 11. ¥ijna a¥ 1. listopadu 1956 dleli v GSR na studijni cest¥ vide&ti pracovnici
oddé&leni aplikované matematiky Vyzkumného tstavu pro matematiku Némecké aka-
demie véd v Berliné dr GiseLE RE1ssicovA a Hermur THIELE. Za svého pobytu navsti-
vili n&kterd pracovisty CSAV a ministerstva zdravotnictvi v Praze a dva vyzkumné
ustavy v Brng, kde studovali metody matematické statistiky u nds pouZivané. Oba hosté
seznémili té% pracovniky oddgleni matematické statistiky MU CSAV s praci skupiny
matematické statistiky p¥i oddsleni aplikované matematiky Vyzkumného ustavu pro
matematiku N&mecké akademie véd.

Jaromér Abrham, Bva Setinovd, Praha.

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACE
KANDIDATU MATEMATICKO-FYSIKALNICH VED

Na piirodov¥édecks fakultd MU v Brnd obh4jil dne 10. ¥jna 1956 dr Karel Culik
disertaéni préci ,,Theorie zobecnénych konfiguraci (sestav)* a dne 14. listopadu 1956
doc. dr Miroslav Nowotny préci ,,0 representaci dstednd upofrddanych mnozin‘.

Na matematicko-fysikdlnifakulté KU v Praze obhéjil dne 18. #ijna 1956 prom.
matematik Vdclav Dupaé préci ,,0 Kiefer-Wolfowitzovs stochastické aproximadéni
methodé*. .

P#i Matematickém tstavd CSAV v Praze obh4jili dne 25. Fijna 1956 disertadni
préce tito kandidéti matematicko-fysikdlnich véd:

Olga Pokornd, préci ,,ReSeni soustav lineérnich algebraickych rovnic — piehled a srov-
n4véni method‘;

Ji# Sedldéek préci ,,0 koneénych orientovanych grafech‘’;

doc. dr Karel Rektorys préci ,,Stanoveni teploty v piehradd pfi pusobeni vnitfnich
zdroji tepla‘“.

Redakce.
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PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

V matematické obci prazské pokratovaly opét od zaddtku studijniho roku 1956—57
pravidelné pond&lni prednésky a diskuse (od 17 hod. 15 minut), které potéds Matematicky
tstav Ceskoslovenské akademie v&d spolu s Jednotou &eskoslovenskych matematiki,

Konaly se tyto pfednésky s diskusemi:

17. 9. 1956: Viadimierz Wrona, Krakéw, O anholonomnich systémech.

15. 10. 1956: Jené Szep, Uber eine neue Erweiterung von algebraischen Strukturen.

22. 10. 1956: Josef Novdk a I. Babuska, Tieti viesvazovy sjezd matematikd.

24. 10. 1956: Anetka Zaludovd, Konference matematickych statistiki v Nottinghamu
1956.

29. 10. 1956: Anton Kolzig, Suvislost a pravidelnd suvislost v grafoch.

5. 11. 1956: Jan Kofdn a Viadimir Kovinek, O kongresu Mezindrodni unie pro d&jiny

prirodnich v&d ve Florencii v zé¥i 1956.

12. 11. 1956: Jan Madik, Dirichletova loha.

21. 11. 1956: Jaroslav Hdjek, O theorii vyb&rovych Setfeni.

26. 11. 1956: Ladislav Rieger, O nenormélnich modelech aritmetiky pfirozenych &isel.

3. 12. 1956: Jaroslav Kurzweil, O spojité zévislosti na parametru a jistych zobecnénich

v theorii obyéejnych diferencilnich rovniec.

10. 12. 1956: Albina Dratvovd, Z d&jin nejstar$i matematiky (referit o Waerdenovs
préci Science Awakening) — piednésku potddala JCMF a komise pro
déjiny p¥irodnich v&d a techniky CSAV.

. CTENARUM A PRISPEVATELUM

Od letognfho roéniku budou se v Casopise pro péstovani matematiky také otiskovat
v omezeném pottu n&které piispévky s textem cizojazyéngm spolu se dvdma vytahy,
a) geskym, b) cizojazyénym a to ruskym, nebude-li psén text ¢lénku rusky, nebo v opad-
ném piipads s resumé v jiném svétovém jazyku.

O tom, zda ¢lanek bude uvefejnén a zda bude otistén v jazyku deském (slovenském)
piip. cizim rozhoduje po provedeném recensnim Fizeni redakéni rada. )

K 8lénkim s textem Seskym resp. slovenskym budou zpravidla piipojena dvé cizo-
jazy®né resumé, jedno ruské a druhé v jiném sv&tovém jazyku.

*

Pro dpravu textu Eldnkd, kter autori posilaji redakei, poznamenégvéme:

1. Na zadatku kaZdého &ldnku se v &asopise tiskne t. zv. sunto, coZ je kritkd asive
2—3 vétach vyjadiens charakteristika p¥ispdvku. Tyto charakteristiky se déle pak pra-
videlng otiskuji v mezindrodnim éasopise Uexoca. mar. sxyprau (Czechosl. Math. Journal)
pro informaci ciziny (v jazyce ruském a anglickém).

2. Citovan$ literatura, $islovand obvykle [1], ..., se uvadi soubornd na konci &lénku
(sovdétsks literatura azbukou) a pisluiné odkazy se v textu oznaduji pouze &Sisly [1]. ...

3. Obrdzky maji autofi, pokud je dodévaji sami, popisovat normalisovanym pismem
(sklonénym) podle Sablony a to nejlépe perem &islo 5 (vySka pismen 5 mm) pro repro-
dukei ve zmenseni 1 : 2.

v

*

Oprava. Prof. A. RiNvyI (Budapest) nds upozornil, ¥e sd&leni ,,Sur l'univalence du
potentiel dans I’hydrodynamique*, pfednesené v I. sekei na IV. sjezdu &eskosloven-
skych matematikil v Praze dne 8. z4¥{ 1955 a ozndmené v Casopise pro péstovani mate-
matiky na str. 98, rod. 81 (1956), bylo sd¥leni Jeho pani K. RENyI. Prosime, aby si ¢te-
néfi uvedené nedopatieni laskavé opravili.
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