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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstay CSAV, Praha

SVAZEK 82 % PRAHA, 31. V. 1957 % CIsLO 2

O JISTE CHARAKTERISACI KOMPAKTNICH SOUVISLYCH MNOZIN
V EUKLEIDOVSKEM PROSTORU

MILAN SEKANINA, Brno. DT:519.51
(Doslo dne 20. prosince 1955.)

Predmétem nésledujicich dvah jest vySetfit moZnost obriceni
nésledujici v&ty 1, které pouzil v konkretnim ptipadd K. REINHARDT
ve své disertaci: Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone, Borna
Leipzig, 1918, str. 18, a jeji zobecnéni pro m-rozmérny eukleidovsky
prostor E,,.

Véta 1. BudiZ {a,} posloupnost redinyjch ¢isel. Necht
Lim (a,,, — @) = 0. (1)
n—-co

Potom derivace mnoZiny vsech prvki. posloupnost {a,} je souvisld') mnozina.
Dtive nez ptistoupime k ditkazu této véty, uvedeme tuto definici:

Rekneme, 7e mnozina M redlnych &sel tvoii e-sit (¢ kladné reslné &islo)
v intervalu [a, b], existuje-li pro kazdé ¢ € [a, b] m, e M tak, Ze |c — m,| < e.

Pripometime déle, Ze jedinymi souvislymi mnoZinamina reélné ose je prazdna
mnoZina, bod a interval (ohranideny i neohranideny). Z definice je déle patrno,
ze mnoZina M jest hustd v [a, b], obsahuje-li pro libovolné & > 0 ¢-sit v [a, b].

Dikaz véty 1. Je-li M’ prézdns mnozina nebo jediny bod, neni co dokazo-
vat. Budtez tedy ¢ a d hromadnymi body mnoziny prvki z {a,}, d > ¢, e > 0
libovolné. Podle pfedpokladu existuje n’ tak, Ze pro n > »' plati |a,; — a,| <
< &. Zvolme a, , a,, tak, %e |a,, — ¢ |< &, |@,, — d| < &, ny > my > n'. Potom
body @y, Gpyiay +n vy Bnyyy A, tVOFT e-8it v [¢, d]. Jest tedy mnozina prvki z {a,}
husté v [c, d], jest tedy [c, d] &asti jeji derivace.

1) Rikdme, ¥¢ M C P, kde P je topologicky prostor, je souvislé mnoZina, jestliZe

neobsahuje neprazdné &asti K, L tak, Ze plati K U L =M, K N L 0 M = §. (Viz na p¥.
KuraTowskr: Topologie II, 1950, str. 79.)
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Predpoklad (1) lze vyslovit téZ takto: Ke kazdému ¢ > 0 a kazdému p¥iro-
zenému &islu & existuje piirozené &islo n’ tak, Ze pro » > 2’ a j < k plati
Onss — an] < e

Formulujme nyni pro spoletnou ohranidenou mnozinu (spoéetnou mnozi-
nou rozumime mnozinu mohutnosti ¥,) obdobu Cauchyova konvergenéniho
kriteria takto: spoletnd ohranidend mnoZina redlnych ¢isel mé za derivaci
jediny bod tehdy a jen tehdy, da-li se uspofddat v posloupnost {a,} tak, Ze
plati toto: ke kazdému ¢ > 0 existuje n’ tak, Ze pro n > n’ a kazdé p¥irozené
¢islo § plati |a,.; — a,| < e. Tedy rozdil proti hotej§imu pfedpokladu je v tom,
ze zde je j libovolné prirozené ¢islo.

Obracenim véty 1 pro ohraridenou mnozinu je :

Véta 2. BudiZ M spoletnd ohraniéend mnofina redlniych &isel. Necht derivace
M mnoZiny M je souvisld mnofina. Potom M se dd usporddat v posloupnost
{a,} tak, Ze plati (1).

Dukaz. Necht M C [a, b]. Podle Weierstrassovy véty jest M’ & 0. Obsa-
huje-li M’ jen jeden bod, jest véta spravnd podle shora uvedené formulace
Cauchyova konvergenéniho kriteria. Necht tedy M’ jest interval, M =
= [c, d]. Uspotéddejme nejprve mnozinu [¢,d] n M = N libovolné v posloup-

I ,
nost {a,}. Utvo¥me nyni koneiné w sité S, pron = 1,2,3,... v [¢, d] takto:
8 je koneéna 1-sit v [¢, d], S, C N aa; € S;.
: e d ;% /
S, je koneénd o sit vie,d,S,C N— USraa; eS,
4 k-1

n-1
kde index j, je nejmensi ze viech ¢, pronéz a; e N — U S,. MnoZiny S, exis-
k-1

n-1
tuji, nebot N — U §; jest mnozZina hustd v [¢, d] pro kazdé » (IV jest mnozZina
: k-1
husté v [¢, d] podle pfedpokladu, S, jsou kone&né mnoziny).

1. Necht @ +¢, d & b. Potom poloime {[a,¢c) — [¢c — },¢)} n M = L,
1 1 1
by = [c Tt =>7n‘+—1)) M =128 ---,{<d, b] — (d,d +?]} n
1
2(n +1)°
a P, jsou koneéné, ponévadz jsou to mnoziny ohraniéené, jejichz derivace jest
prézdnd mnozina. Kazdou z mnozin L, a P, uspofidejme libovolng&, S,,_;
uspoiddejme vzestupné, S,, sestupné. Poloime déale M,, = S, pro n = 1, 2,
vy Mygu=Lypron=0,1,2,...,. M, ,=P,pron=1,2,3, ... Systém
vsech M, pro » =1, 2,3, ... uspofadejme tak, ze M, < M,<>m < n. Jest

nM=P1,Pn+1=]lln(d—|- cl+;)17z],n=1,2,3,...MnoiinyLn

©
nyni M = U M, uspoiddané sjednoceni uspotddanych mnozin. Prost¥ednic-
n=1
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tvim téchto usporadani jest zptisobem obvyklym definovdno usporddani mno-
ziny M 2). Protoze M, jsou koneéné a systém vSech M, jest uspotddéin v typ w,
jest i M uspotrddéna v posloupnost, kterou oznadéme {a,}. Necht a, € M;, @, €
e M; (I =j nebo j + 1 nebo j + 2). Potom pro j > 3 jest, jak plyne snadno

z konstrukece M,, |a,,; — a,] < 7—% Protoze pro n— oo téz §— o0, jest

lim |@,,; — a,| = 0, tedy {a,} jest posloupnost, jejiz existenci jsme chtéli

dokézat.

2. Je-li a =c¢ nebo d = b, jest postup naprosto analogicky predeslému.

Prejdéme nyni k pripadu, kdy M je neohranidend.

Véta 3. Budi# M spoletnd mnoZina redlnych &isel. Necht jest bud 1. hustd na
redlné ose, nebo 2. M zdola ohranifend, M’ = [a, +o0) = J, nebo 3. M shora
ohranilend, M' = (— «©,a] = J. Potom se M dd usporddat do poslowpnosti
{a,}, pro niZ plati (1).

Dikaz: Pripad 1. Dtikaz je obdobny dikazu véty 2, proto je poddn ponékud

struéngjii formou. Necht s, = > % . Polozme [— s,, 8,] = I,. Uspofidejme M
i1

1 " ‘
libovolné v posloupnost {a,}. Definujme e sité S, takto: S; je koneéna 1-sit
vI, S8 C MnlI aaj €8, kde j; je prvni index ¢, pro n&jz plati a; e M n I,.

n-1
S, je konednd % sitvZ,, S,C (M — U Sk) o I,aa 8, kde 5, je prvni
k-1

n-1
index, pro néjz a; e (M — U ;) n I,.
n=1

Ponévadz lims, = o0, jest G S,= M. Necht 8, <S,<>m <n, S,,
n=1

n—>0
uspofadejme vzestupné, S,,_, sestupné. M jest pak uspofadané sjednoceni
uspotfadanych konednych disjunktnich mnozin, tedy, jako p¥i dikazu véty 2,
jest témito uspoidddnimi M uspotddédna v posloupnost {a,}. Protoze
lim (8,44 — 8,) = lim £ 0, jest lim (a,,; — a,) = 0.
n—>c0 n—ow N n—>o0
V piipadé 2. a 3. definujeme podobné jako v piipadé 1. mnoziny S,, pii
Sem# misto o mnozing M uvazujeme o mnozing M n J. M — J potom rozlo-
zime na mnoziny P, ( v pfipadé 2) nebo L, (v pFipadé 3) jako p¥i dukazu véty 2.
Uspotidani systému viech mnozin P, a S,, resp. L, a S,, jest obdobné jako
v dikazu véty 2
Je-li M spocetna, mnoZina redlnych &isel, pro niz M’ je souvisld mnozZina,
potom, jak je nyni snadno patrno, jest mozno psat M jako sjednoceni dis-

2) T, j. x, yeM,z <y, kdyi budxeMm, yeMn, m < n, nebo z,y e M,, a prvek =
je pred prvkem y v uspofddéni mnoZiny M,
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junktnich mnoZin M, M2, M3, kde M* se da usporadat v posloupnost mono-
tonng klesajici, M2 v posloupnost monotonné rostouci, M? v posloupnost,
pro niz plati (1). V tomto sjednoceni mohou byt nékters, M prazdné mnoziny.

V E,,, m > 1, véta obdobnd v&t8 1 v plné ¥ifi neplati, jak dokazuje nésledu-
jici priklad.

Priklad 1: Budte? v roving (z,y) diny kiivky y® = ev a y® = — e=.
Potom pro body 4 = (,, €+), B = (,, e*) plati
o(4, B) < [s(4, B)], (2)

kde ¢ je metrika v E,,, [s(4, B)| je délka oblouku kiivky y® mezi body 4 a B.
Obdobné nerovnost plati pro body kifivky y®. Za podatek parametru s pro
YD (resp. ¥®) zvolme bod (0, 1) (resp. (0, —1)). P¥i tom s > 0 odpovids z > 0.
Uvazujme o mnozing bodt na % a 2, pro néz s je racionalni. Jako pii dikazu

véty 3 sestrojme% - sité (vzhledem k s) pro ¢ (resp. y®) SP, ..., 8P,

(resp. 8P, ..., 82, ...). 8P _; a S (resp. 8L a S2_,) uspofddejme sestupné
(resp. vzestupn&) a systém vSech S® (1 =1,2; n =1, 2, 3, ...) usporddejme
néasledovng: S < 82 < 8P < 8P < 8P < ... Ponévadz kiivky y® a y®
se asymptoticky bliZi pro z— — oo (. j. pro s— — o0) a plati (2), je, podobné&
jako diive, t&€mito uspotdddnimi definovéno uspotdddni mnoziny M do
posloupnosti {4,}, pro niZ plati

lim o(4,,, 4,) = 0. (3)

n—>0

Ale M', které se skldd4 z obou ktivek ™ a y®, nenf mnozina souvisla. Plati
vSak

Véta 1a. BudiZ M = {A,} ohraniéend posloupnost bods, v E,,. Necht plati (3).
Potom M’ je souvisld mno¥ina.

Dikaz. Pripustme, Ze existuji dvé neprdzdné, disjunktni uzaviené mno-
Ziny L a K tak, ze L u K = M'3). Pondvadz M jest ohranidend mnozina,
existuje m-rozmérnd krychle @, kter4 obsahuje ve svém vnittku M i M'. Z
ohranidenosti dle plyne, ze o(K, L) > 0. Zvolme krychlovou sit v @ s krych-
lemi o hrané ¢ < %’:9 (viz obr. 1). Sjednoceni systémi krychli?), které jsou

m
incidentni s mnoZinou K (resp. L), oznadme W(K) (resp. W(L)). Jest W(K) n

n (L) = 0. Utvotme nyni v @ krychlovou sit s krychlemi o hrang 33 a oznadme

3) Ekvivalence t8chto predpokladii s predpoklady v poznamee 1 je patrnd, uvddomi-
me-li si, Ze M’ je uzav¥ensd mnoZina.

4) Krychle uvaZujeme jako uzaviené mnoZiny, tedy véetn¥ st¥n.
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jako D,(K) sjednoceni mnoziny krychli z této sité, které maji s 11(K) spoleény
alesponl jeden hraniéni bod, avSak Zadny bod wnitini, jako O,(K) sjednoceni
mnoziny krychli z této sité, které maji s O,(K) alespoii jeden hraniéni bod
spoledny, ale z4dny bod vniténi s W(EK) v O,(K). Z volby &sla ¢ je patrno, ze
W(K) n Dy(K) = 9, WL) n Dy(K) = 9.
Nyni jest nekoneéné mnoho bodi

z M jednak v 1(K), jednak v W(L). . \ ]
Necht 4, ¢ W(K), A, e W(L), p¥i dem LD Q _
My 8 My (ny > M) necht jsou v&tsi nez { (”'W.(_ N
n',kden’ zvolme tak, Ze o(4, .1, 4,) < ( \\4 ’\ﬂ 70
< £pro n> n'. Potom lezi alespoit ) \

3 (DINTT4
jedenz bodt 4,,, Ap,1s ooy Angry, Au, \
v 9,(K). Protoze toto plati pro neko- Utn \\
neéné mnoho n,, jest v O,(K) neko-
neéné mnoho bodii z M a jest tedy VAN UL~ N
v 9,(K) alespoil jeden bod z M’, coz L )
je spor. I

Véta 2a. BudiZ M spoletnd, ohrani- B
bend mnofina bodd z B,,, M' budif Obe. 1
r. 1.

souvisld. Potom se dd M usporddat do
poslowpnosti {A4,}, pro nif plati (3). _

Dikaz. Necht M C @, kde @ je m-rozmérnd krychle; jeji hranu zvolme za
jednotku. Necht S, je.sit v @ s krychlemi o hrané ¢. Jeji prvky oznadme a{”.
Budiz U, sjednoceni viech a{’, které obsahuji nekoneén& mnoho bodi z M.
Ul je souvisld mnozina. Koneénou posloupnost {a(} takovou, Ze af? a af? maji
spoleény alespoii jeden hrani¢ni bod, nazyvejme Fetézcem (v Fetézei se mohou
prvky opakovat). Zvolme nyni libovolng, ale pevng a{® C 1. Existuje koneény
Tetézec, ktery mé za prvni a posledni prvek a{”, takovy, Ze jeho prvkem jest
kazdé af® C W.°). Takovy fetézec oznadme B(a®). Téchto fetézel jest nekoned-
né mnoho. V dal§im vykladu zvolime vzdy jeden libovolng, ale pevné.

Uspofddejme nyni M v libovolnou posloupnost {4,}. Utvoime sit §; a
mnozinu 1. Zvolme libovolns a{*) a utvotme B(a{¥)). Mnozinu M — 1l = N,,
kters je konedné, uspoiédejme libovolng. Dale v kazdém a{?) e B(a})) zvolme
jeden bod z M (oznadme jej Ai%)) a to tak, aby platilo: 1. Neni-li 4] ¢ Ny,
potom A = Ag;lr) pro jisté k. 2. AD + A,(;i’) pro % + j. Mnozinu viech Agf)
oznatme N, a uspofédejme ji takto: 4} < Agz) <>k < j. Polozme dile N, <
< N,. Utvotme 8, 1l;. Zvolme a'(.li“) e lly,

ag) C aj(lf) " (4)

5) A naopak, ka¥dy prvek z tohoto Fet8zce je &asti U,.
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Utvoime fetézec %(a )), zvolme v ka?dém a(”) bod z M — N, u N, (oznaéme
jej A%)) tak, Ze plati toto.

1. Neni-li 4; e M — lly, potom A; = AR pro jisté k. 2. AP + AP pro
k + . .

Mnozinu viech A§§> oznaéme Ng. Polozme déle N = M — (U u N, u Ny).
Toto jest kone¥ni mnozina. Necht D(4{¥) znadi mnozinu viech téch bodd
A4 e N@, pro n&% plati o(4, Ag)) < o(4, Agj%)) pro viechna j. Protoze NP C Uy,
je pro 4 e @(Agf))

1 L yj—
o4, 4) < TV ®
Necht

k-1
D4R) = (DAP) — U DAP) v {4} .
i X —1 i ix

D’ (A‘(f)) jsou koneéné a navzéjem disjunktni mnoziny. Uspoiddejme jednotlivé
D'(Aﬁf)) libovoln&. Polozme déale

DAY < DAk <.

Oznaéme N, = U @'(Aﬁ.j)), kde se sjednoceni provede pres vSechny Agf) e N®.
Jest to uspofddané sjednocent usporddanych disjunktnich mnozin. Tato uspo-

¥4déni definuji uspoadini mnoziny N, (kterdzto mnozina je konend, nebot
N, = N® u N§). Polozme dile N; < N,.

Podobn& postupné zkonstruujeme Sy, 111, N,. Je patrno, Ze 1. NV, je koneéna
an 2
uspofddand mnozina; 2. N, jsou vzéjemnd disjunktni; 3. M = U N,. Je tedy
n=0
M uspotddanym sjednocenim typu  uspotddanych koneénych disjunktnich
mnoZin, ¢imz je M uspofaddina v posloupnost {A,}, kterd v disledku relaci

1
analogickych k (4) a (5) a definice mnoZin ¥ D(A( )) a retézce %(a( )) spliiuje (3).
Tim je dikaz dokond&en.

Pon&vad? E,, je separabilni prostor, je kazd4 neprdzdnd kompaktni (t. j.
ohranidend a uzaviend) mnoZina derivaci jisté ohranidené spodetné mnoZiny
bodi v E,,. Odtud plyne

Véta 4. M C E,,, M + 0 je souvisld kompakini mnofina tehdy a jen tehdy, existu-
je-li spoletnd ohraniéend mmoZina N C E,, takovd, %e 1. N' = M, 2. N se dd
usporadat v posloupnost {4,}, pro niz plati (3).

Za zminku stoji, Ze véty la a 2a se nedaji prenést do Hilbertova prostoru.
To je vid&t na nésledujicich p¥ikladech.
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Priklad 2. Hilbertiv prostor oznadme H. Sestrojme M, C H a M,C H

takto: M; se skladd z dsedek®) Ui = [(1, 0,...,0,...), (%, 0,...,0, )],

B — [(% 0, ... o,...), (é 1,0,...,0,...)],..., ) =[(%o 0, )

(— 0,...,0,1,0,. )] (n-t4 soutadnice ,,pravého’ koncového bodu jerovnal),....

,0,...,0,...)],

o U8 = [(— %, 0,...0, ...),(—%,O, ...0, 1,0, )], .... Zavedeme-li po-

dobné jako v pifkladu 1 parametr s, n =1, 2,3, ...,4 = 1, 2 pro U® (za po-
¢atek zvolme pro viechny UL(U2) bod (4, 0, O, ...), resp. (— %, 0, 0, ...)) auvazu-
jeme-liobodech, pronéz s& je racionédlni, dostaneme spodetné mnoziny M C M, ,
MFcM,. Mnozina M3 u My¥ je ohranidena a dé se uspotédat do posloupnosti,
spliiujici (3)7). Déle jest (M3 v MF) = M, u M,. P¥itom M, i M, jsou uzaviené
mnoziny, M; n M, = §. Tedy (MF v M)’ neni souvisld mnoZina. .

Ptiklad 3. Mnozina M bodt A4, z H, kde 4, = (0,...,0,1,0,...), jest
ohranitend a M’ = 0. Mnozina M se vSak nedd uspofddat v posloupnost
spliiujici (3), nebot o(4,,, 4,) = VE (m =+ n).

Také véta 3, piipad 1. se dé prenést do Z, v plné &i¥i

l\')l —

Podobné M, se sklddd z tGsedek U2 = [(— 1,0,...,0,...) ,(—

Véta 3a. Budiz M spocetnd mnoZina bod@ v E,,, hustd v E,. Potom se M
da uspofddat do posloupnosti {A,} tak, Ze plats (3).

Naznaéime dikaz pro struénost jen pro rovinu. Uspofadejme M v po-
sloupnost {4,}. Utvofme soustavu &tverch (jak naznadeno na obr. 2) @,
o strané 2s, (oznaéeni jako v dilkazu véty 3) a v kazdém sestrojme &tvercovou

sit o strané ¢ < , kde ¢ zvolime tak, aby — bylo sudé. Jednotlivé étverce

sité oznadme a{, Jak na obrdzku naznadeno. Zvolme jeden af!) tak, Ze 4] € af?,
kde 4, je prvy index 4, pro ktery A e¢ M n Q. Budeme psat A ~ a<1)
Z ostatnich o vybereme po jednom vnitinim bodu 4 € M. I tu piseme A ~ a‘”
coz znamend, %e bod A byl vybrin ze &tverce a“) Mnozinu, skliddajici se ze
viech t&chto bodi 4 a z bodu 4 , oznaéme §;. MnoZzinu S, definujme pomoci
Sy, k < n takto: ¢

8) Usetkou [(ay, Gg, ---), (b1, by, --.)] rozumime mnoZinu bodd tvaru (a, + (b, — a,) ¢,
a, + (b, —a,)t,...), kde t [0, 1].

7) Princip uspoiéddéani je tento: Probihédme ,,spojits* sité, jejichZ prvky leZi v M*,,
vy v .. Ul Na. ,.konei‘‘ useéky U, pre;deme na tsedku U’,, probéhneme ,,spojit&*
obdobné sit& v U‘ .U U2, .1, na konci‘ uselky U?,.; pfejdeme na U’, ., atd. Vhod-
nou volbou siti dospéjeme timto zpasobem k Z4danému uspotadani mnoz’my M*, U M*,.
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-1
1) 8,CQ, n (M — U 8s). 2) A’ 8, kde j, jo prvy index 4, pron&jz A, ¢ @, n
k=1 g

2y
-1

n (M — nU Sg). 3) Necht 4;, e a{. Potom S, obsahuje pravé jeden vnitini bod
E=1

ze vSech ostatnich a{. Pfifazeni toto oznaéme opét symbolem ~.

Mnoziny 8,,,; uspofddejme tak, %e A, Be Sy, 4 < B<>A ~a™",
B ~ a2, | < p. Mnoziny 8S,, uspotddejme tak,%e A, Be S,,, 4 < B<>A4 ~
~ag™, B ~ a@g™, k> p. Zavér dikazu je tyz jako ve vété 3.

Y
Q,
(n n) )
a "éh a;/?-z;m a;";
(;n n m )
a, Topg @G ohe2 | G -1
I 1 B 1 [} 1
| I | 1 1
II l ] ! 1 I
'Sn : : : 0 : H ;Sn
[ ! ! !
m (n) (m "
a4 @2 Bp-vhe1 | Gp-tpe2
n n N n;
a, a,, “;h-m b1
Obr. 2.
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