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Casopis pro p&stovani matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

POZNAMKA O JORDAN-DEDEKINDOVEJ PODMIENKE
V BOOLEOVYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBIK, Koice.
(Doslo dne 23. prosince 1955.) DT: 512.9

V poznamke sa vySetruje platnost zovSeobecnenej Jordan-Dedekin-
dovej podmienky pre Booleove algebry.

Znakom R(a, b) (pripadne s indexami) oznaéime retazec s najmensim (naj-
vadiim) prvkom a(b) v $iastodne usporiadanej mnozine S. Ak kardindlne &islo
retazca R(a, b) je n, nazyvame jeho dizkou &slo n — 1 (ak » je koneéné) resp.
n (ak n je nekonedné kardinilne &islo). Retazec R(a, b) je maximélny, ak zo
vztahu R(a, b) C R,(a, b) C S vyplyva R(a, b) = R,(a, b). Hovorime, Ze &ias-
toéne usporiadand mnozina S spliiuje Jordan-Dedekindovu podmienku
(v dal8om struéne: podmienku (JD)), ked plati: ak a, b € S, a < b a ak R,(a, b),
Ry(a, b) st maximalne retazce, potom oba tieto retazce maji rovnaka dizku.

Je zndme, Ze podmienka (JD) plati pre konetné moduldrne svizy (vid [1])
a dokonca pre koneéné semimoduldrne svizy (vid [2]). Naproti tomu neko-
neéné moduldrne svizy nespliiuji podmienku (JD). Podrobnejsie povedané,
platia vety:

(S) Nekoneiné distributivne svizy vo vSeobecnosii nesplituju podmienku (JD).
(Vid [3], veta 3.)

(8,) Ku kaZdému kardindlnemu &islu x, x > c') existuje 4plny a dplne distri-
butivny svaz S, s najmendim prokom f, a nejvilsim f,, kiory md tito viastnost:
pre kaZdé kardindlne &islo B, vyhovujice nerovnosti ¢ < B < w, existuje vo sviize
8, maximdlny retazec Ryfy, f,), ktorého dika je . (Vid [4].)

Dokaz vety (S,), uvedeny v [4], sa nedd pouzif pre zostrené tvrdenie, Ze
S je Booleova algebra. Pri hladani ,,hranice®, pokial aZ podmienka (JD) ne-
plati v nekoneénych Booleovych algebrich, je prirodzené zadat vyletrovat
najprv triedu takych nekoneénych Booleovych algebier, ktorych vlastnosti sa
o najviac zhoduji s vlastnostami koneénych Booleovych algebier. Je znédme,
Ze kazda koneénd Booleova algebra S je izomorfns s &iastoéne usporiadanym

1) ¢ znaéi mohutnost kontinua.
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systémom vSetkych podmnozin vhodne zvolenej mnoziny M. A. TARSKI o-
kazal tvrdenie (vid [5], resp. [1], str. 233):

Nutnd a postabujica podmienka, aby plnd Booleova algebra S bola izo-
morfnd s Eiastoéne usporiadanym systémom vdetkych podmnoZin vhodne zvolenej
mmnoziny M, je, aby Booleova algebra S bola vplne distributivna. To nas nabida
vySetrovat platnost podmienky (JD) v dplnych a uplne distributivnych

Booleovych algebrach.

Jednoduchym postupom dokézeme vetu:

(§') Nech S je nekoneénd uplnd a plne distributivna Booleova algebra. Potom
S nespliiuje podmienkw (JD).

Doékaz. Nech S je nekoneéna tiplné a tplne distributivna Booleova algebra.
Na zaklade spomenutej vety Tarského méZeme bez Gjmy vSeobecnosti pred-
pokladat, ze § je diastodne usporiadany systém vSetkych podmnoZin neko-
neénej mnoziny M.2) Vyjadrime mnozinu M vo tvare M = M, v M,, M, n
n M, = ¢, priom M, je spoditatelnd mnozina. Nech S, je ¢iastodne usporia-
dany systém vietkych podmnozin mnoziny M,. Zrejme S, je konvexny pod-
svaz svizu S. Z toho vyplyva, ze k dbkazu vety sta¢i preverit neplatnost
podmienky (JD) vo svize S,. ' '

Nech mnoZina M, je nejakym (lubovolnym) spésobom usporiadand; nech
J je mnozina v8etkych dolnych skupin Dedekindovych rezov usporiadanej
mnoziny M,. Pre kazdy prvok I ¢ J plati zaroveil I € S;; zrejme je J retazec
v §; (najvadsi (najmensi) prvok v retazei J je M, (9)). Zo zékladnych viet
o usporiadanych mnoZindch (vid [6]) vyplyva, Ze J je maximalny refazec
v S, ‘

Uvazujme dvoje usporiadanie mnoZiny M;, a to 1. tak, aby mnozina M,
bola dobre usporiadand, a 2. tak, aby usporiadanid mnoZina M, bola izomorfna
s mnoZinou v8etkych racionilnych éisiel (pri obvyklom usporiadani). Utvorme
podla predoflého prisluiné maximalne retazce J, a J, v &iastoéne usporiada-
nom systéme S,. Kardindlne &slo mnoziny J, resp. J, je zrejme ¥, resp. ¢. Tym
je tvrdenie vety dokazané.s)

Naskytuje sa otdzka, & aj veta (S,) ostdiva v platnosti, ak v nej vyraz
,>Uplne distributivny sviz‘ nahradime vyrazom ,,iplne distributivna Booleova
algebra“. Na zdklade analogickych tivah ako v dokaze predoslej vety sa takéto
otédzka d4 redukovat na otdzky, tykajtce sa len usporiadanych mnozin. Nech
f(«x) je supremum vsetkych mohutnosti mnoZin rezov v usporiadanej mnozine

2) Ciastotné usporiadanie je dané mno¥inovou inkltziou. Podobne v dalSom.

%) Lahko sa zostroji spoéitateInd Booleova algebra, ktoré spliiuje podmienku (JD). (Je
riou napr. algebra vietkych konefnych podmnoZin & ich komplementov v danej spoita-
tel'nej mnoZine.) L. RIEGER ma upozornil na to, Ze existuju nespoditatelné tiplné Booleove
algebry, ktoré spliuji podmienku (JD), & dokonca omnoho silnejsiu podmienku: Ze totiz
kazdé dva maximélne retazce st (vo zmysle ich usporiadania) navzéjom izomorfné.
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