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Casopis pro péstovani matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

AKADEMIK VOJTECH JARNIK SEDESATNIKEM

VLADIMIR KNICHAL, Praha a STEFAN SCHWARZ, Bratislava.

(Doslo dne 1. &ervence 1957.)

Dne 22. prosince t. r. se doziva Sedesati let vynikajici éeskoslovensky mate-
matik, badatel svétového jména, akademik VosTEcH JARNIR, profesor mate-
maticko-fysikdlni fakulty Karlovy university.

Tato piilezitost ndm dévéa podnét k tomu, abychom se zamyslili podrob-
néji nad védeckou, uéitelskou a védecko-organisaéni ¢innosti naseho vzdcného
uditele a starsfho pritele, jehoz dilo vtisklo trvalé stopy vyvoji ¢eskoslovenské
matematiky v poslednich 30 letech a ptispélo podstatné k dobré znamosti
ceskoslovenské matematiky v matematickém svété. '

Sedesatka u ¢lovéka tak vykonného a viestrannd &inného nenf ptilezitosti
k bilanci #ivotniho dila. Jestlize se v8ak chceme podrobn&ji zabyvat jeho
dosavadni éinnosti, ¢inime tak piedev&im také proto, abychom p¥ibliZili jeho
osobnost i jeho dilo nasf mlad$i matematické generaci jako Zivy vzor uslech-
tilého 1sili a cilevédomé prace. _

Prof. Jarnik se narodil dne 22. prosince 1897 v Praze jako syn univ. profesora
Jaxa UrBaNA JARNTKA, zndmého ¢eského romanisty. V roce 1915 vstoupil jako
posluchaé matematiky a fysiky na tehdejsi filosofickou fakultu Karlovy univer-
sity. Zde vyristal Jarnik pfedev&im pod vlivem zesnulého profesora KarrLa
PrTRA. Trvaly hluboky Jarniktv zdjem o theorii ¢isel je do znadné miry ovliv-
nén i tim, Ze prof. Petr pracoval rovnéz velmi tispésné v tomto oboru. Po vzdé-
lani, kterého se mu dostalo na Karlové université, prosel Jarnik ,nejvyssi
Skolou matematickych véd“ dvojim pobytem v Gottingen (od podzimu
r. 1923 do tnora 1925 a ve $kolnim roce 1927-28), kde bylo tehdy jedno
z nejvyznadénéjsich matematickych védeckych sttedisek svéta. Jarnik zde byl
v prvé Yadé zdkem EpMuxDA LANDAUA (zesnulého roku 1938), jedné z nej-
vétsfch postav moderni matematiky, spoluzakladatele moderni analytické
theorie ¢isel. Landau sam pak povazoval Jarnika za jednoho z nejlepsich
svych zakid a spolupracovniki. Jarnik pres velké tispéchy v analytické theorii
¢isel nikdy nebyl péstovatelem vyhradné této nauky. Poznal zéhy nebezpeti
up¥ili&néné specialisace a po celou dobu své védecké kariéry (podobné jako jeho
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uditelé Petr a také Landau) velmi intensivné se vénoval — jak jesté uvidime —
i jinym oborim vlastni matematické analysy.

Sva universitni studia ukonéil Jarnik jednak statnimi zkouSkami z mate-
matiky a fysiky, jednak doktordtem, pifi némz vykonal hlavni rigorosum
z matematiky a vedlejsi z theoretické fysiky a filosofie. Jako disertaéni préici
predlozil pojednéni ,,0 kofenech funkci Besselovych* (v seznamu') prace 1).
Od roku 1919 do 1921 ptisobil jako asistent matematiky na Vysoké skole tech-
nické v Brné u prof. J. VosTEcHA, kde mél jesté moznost sezndmit se s tehdej-
§im vynikajicim odbornikem v matematické analyse, s prof. M. LERCHEM.
V roce 1921 presel jako asistent matematického semindfe na Karlovu uni-
versitu do Prahy. Tuto funkei zastdval az do 14. bfezna 1929, kdy byl jme-
novén mimotadnym profesorem matematiky této university. B&hem této doby
se habilitoval (19. prosince 1925) na zakladé habilitaéni prace ,,0 miizovych
bodech v roviné‘“ (prace 7). Od 1. éervence 1935 byl jmenovan Fadnym profe-
sorem matematiky na téze fakulté.

Od podatku své uéitelské éinnosti mél Jarnik znaény vliv na své posluchade.
Byli to pfedevsim studenti s hlubokym zdjmem o matematiku, které dovedl
soustiedit kolem sebe. Velkou &4st na&ich dnesnich vysokogkolskych uéi-
telt (étyTicatniklt a padesadtniki) lze nazvat Jarnikovymi zaky, i kdyZz mnozi
z nich ve svém pozdéjsim vyvoji presunuli t8Zi§té své vlastni védecké ¢éinnosti
do riznych vzddlenéjsich oblasti matematiky. Uditelské Ginnosti se Jarnik
vénoval a vénuje s velkou laskou. Jeho vliv na posluchade se projevuje prede-
v&im tim, Ze dovede své opravdové nadseni pro védu prenést i na né. Ti, kteri
jej slySeli prednéaset pted pétadvaceti lety a sly&i jej dnes, mohou dosvéddéit,
Ze se svého nadSeni ani trochu nepolevil. Naopak, ziskané uéitelské a meto-
dické zkuSenosti délaji z ného dnes uditele, ktery jesté pronikavéjsim zpasobem
ovliviiuje své zédky. I kdyz, jak jiz feceno, &ast jeho Z4kt, naSich aktivnich
védeckych pracovniki, pracuje v jinych oborech, nez jsou vlastni obory Jar-
nikovy védecké ¢innosti, odnesli si v8ichni néco spoleéného z jeho pedlivé pii-
pravenych prednések. Toto spoleéné se nazyvé v zasvécenych kruzich ,,Jarni-
kav styl®. '

Jiz v predvaletnych letech, kdy vykon uditelského povoldni na vysokych
Skoldch se neprovadél vidy piili§ disledné, byl Jarnik uditelem neobydejné
disciplinovanym, ktery nevynechal jediné pFednasky. Tento zdanlivé podruzny
moment — u védeckého pracovnika jeho formatu — nelze podceriovat. Vzpo-
mindme si velmi dob¥e na to, jak s taktem starsiho ptitele vyhleddval vSeli-
jaké nahradni terminy a jak nds — posluchale — nendsilnou formou vedl
k dikladnosti a poctivosti v préaci a v povinnostech. Kratce: Jarnik d&lal jiz
tenkrate to, ¢emu dnes ¥ikdvdme ,,nejen uéiti, ale také vychovavati‘.

') Prdce uvedené v seznamu v odstavei A budou v textu pro strudnost oznadeny
pouze ¢islem, bez znadky A.
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Jarnik je mimofddné dobrym znalcem riznych modernich matematickych
disciplin. Svych pronikavych tsp&chti ve védecké tvorb& dosshl privé spo-
jenim metod moderni matematiky s hlubokou znalost{ klasické analysy.
V tomto sméru se snazi stdle vést i své posluchade a Zdky, kterym je vidy obg-
tavym rddcem. Jiz tii desitileti kond na fakulté fadu specidlnich prednisek
a seminédil, v nichZ seznamuje své posluchade s nejnovéjsimi sméry soudasné
matematiky. Tyto pfedniSky a seminaie jsou pedlivé voleny tak, aby v nich
byly zladény jeho osobni zaliby s potiebami posluchadi. Tak na p¥. byl prvym,
kdo v tticdtych letech zadal systematicky na université v Praze §ifit mezi
posluchadi znalost theorie mno#in. Kniha akademika E. Cecma ,,Bodové
mnoziny*‘, kterd méla pozdéji tak ohromny vliv na celou na3i matematiku,
byla jesté v rukopise, kdyz Jarnik seznamoval své posluchade ve specidlnich
semind¥ich s obsahem této knihy.

Jarniktv vyklad a postup je vidy dikladné promyslen. Dovede pristupné
vyloZit i ty nejobtiZnéjsi partie. Vede pfedndsky tak, aby poslucha¢ vidél,
k ¢emu sméruje. Vychovavé ke kritickému a pfesnému mysleni.

V tézkych letech okupace vedl Jarnik s nékolika mlad§imi spolupracov-
niky vice méné pravidelné seminaie, psal informativni éldnky, aby ani za nej-
horSich dob zcela nepiestal védecky rist mladsi matematické generace.

Po osvobozeni stoupl jesté vice Jarnikdv vliv na nasi nejmladsi védeckou
generaci, predevsim také zasluhou jeho skvélych udebnic. Jde vlastné o vé-
decky zaméiené monografie, jichZ lze pouZit jako udebnic. Je aZ s podivem,
jak si Jarnik, ktery je v poslednich letech znatné zaméstnan védecko-organi-
sadnimi povinnostmi, dovedl nalézti tolik dasu k napsani &tyk obsirnych knih,
které povazujeme za chloubu na$i matematické kmi#ni produkee.

Jarnik vydal také fadu internich skript a poznamek pro své posluchade
a navitdvniky semindid. '

Jako vieobecné uzndvany pedagog byl od roku 1948 predsedou reformni
komise prirodovédecké fakulty Karlovy university. V roce 1947—48 byl déka-
nem a v roce 1948—49 prodékanem piirodovédecké fakulty Karlovy univer-
sity, v letech 1950—53 pak prorektorem Karlovy university. VSechny tyto
funkece vykondval s neviedni a p¥fmo v&deckou poctivosti a dikladnosti.

Jako vynikajici v&decky pracovnik stal se velmi brzo &lenem né&kdejsi
Ceské akademie v&d a uméni (od roku 1934), &lenem Krilovské deské spoled-
nosti nauk (od r. 1926) a &élenem piedsednictva Nérodni rady badatelské.
Déle je &lenem Polskiego Towarzystwa Matematycznego, ¢im# p¥ispivé k pro-
hloubeni védeckych stykt ¢eskoslovensko-polskych.

V roce 1950 byl Jarnik jmenovan é&lenem pifpravného vyboru pro zfizeni
Ceskoslovensko-sovétského institutu a po jeho zaloZeni byl predsedou jeho
prirodovédecké sekce.
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Koncem roku 1951 se zacalo pripravovat ustaveni Ceskoslovenské akademie
véd a Jarnik byl jmenovén &lenem vladni komise pro jeji vybudovéni. Po jejim
ustaveni dne 17. listopadu 1952 byl jmenovin mezi prvnimi fadnymi éleny —
akademiky této akademie a stal se piedsedou jeji matematicko-fysikalni sekce.
Tuto tézkou a zodpovédnou funkei vykondval v letech 1952—55. Jarnik
nedbal osobniho pohodli a ¢asto na tkor éasu potiebného k vlastni védecké
¢innosti staral se nezi¥tné o organisalni zajisténi a vybudovani pracovist,
z nichZ nékterd byla dosti vzdélena jeho vlastnim védeckym zdjmtm. I nyni
zastava nékteré funkce v ramei Akademie. Je na pf. piedsedou komise pro ma-
tematiku, vytvorené presidiem CSAV, kterd mé za tikol koordinovat praci
v matematice v celém staté.

Jiz od roku 1916 je Jarnik jednim z vysoce aktivnich élenti Jednoty desko-
slovenskych matematiki a fysikd a od roku 1928 az do nedavné doby ¢lenem
jejiho vyboru. V této souvislosti je tieba zdiraznit piedeviim, Ze v letech
1935—50 byl vedoucim redaktorem matematické asti Casopisu pro pésto-
vdni matematiky o fysiky. Na§ Casopis, i kdyz mél dlouholetou tradici, byl
az do roku 1934 pfece jenom dasopisem spiSe ndrodnim nez mezindrodnim.
Jarnik se stal vedoucim redaktorem v &ase, kdy bylo rozhodnuto, ze Casopis
se mé pretvorit na mezindrodni dasopis. Ani tady nedostal Jarnik zrovna nej-
lehéi dkol. Ve funkei hlavniho redaktora matematické éasti éetl a ,,spravoval®
s opravdovym pochopenim pro zadinajici autory desitky p¥ispévki a pomahal
tak zvedati nejenom tiroven Casopisu, ale i celé nagi matematické védy. Jarnik
m4 nesporné nemaly podil na tom, Ze se Casopis a pozd&ji (od r. 1950) Yezo-
caosayruil mamemamuseckuil wcypraa stal ve svétovém méi”itku uznivanym
matematickym forem.

V letech 1937—39 byl ¢lenem redakéni rady mezindrodniho éasopisu Acta

Arithmetica, vychazejiciho v Polsku, ktery se mél stdti tribunou pro theorii
tisel. Po obsazeni Polska nacistickymi okupanty vSak Gasopis zanikl.
. Jarnik se zti¢astnil aktivné celé fady zahrani¢nich a mezindrodnich sjezdd
a konferenci. Prednésel mnohokrate v ciziné na riznych universitach jako host.
Napsal na 100 recensi do ¢asopist: Zentralblatt fiir Mathematik, M athematical
Reviews a Pegepamusnuiii mcypras-mamemamuka. Kromé toho napsal Fadu
referdt (Sasto velmi obsahlych) o novych knihdch do Casopisu pro pésto-
vani matematiky a fysiky a jinde.

Za svoje vynikajici védecké zasluhy a tviréi védeckou &innost byl v roce
1952 poctén statni cenou.

Piejdeme nyni k podrobnéjsimu hodnoceni Jarnikovy védecké Einnosti.

Presto, Ze védecks dinnost Jarnfkova je — jak uvidime — vSestranna, lze
piece vyznadit dosti presné ty sméry matematického badani, které v Jarni-
kovych védeckych pracich zietelné prevladaji.

Pobyt na université-v Gottingen a vliv tamniho vyborného uditele a védce
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svétového jména Edmunda Landaua zphsobil, Ze Jarnik podstatnou &ast své
védecké produkce vénuje tém otdzkidm theorie &isel, které souvisi velmi
tizce s jinymi obory matematiky, jako na p¥. s matematickou analysou a s geo-
metrif, tomu okruhu otédzek a problémi, které se ¢asto shrnuji pod ndzvem
theorie m¥iZovych bodl a geometrie &isel. Zde je tieba trochu blizsiho vysvétleni,
nebot kazdy z téchto dvou ndzva vyvolivd nékdy tutéz predstavu. KdeZto
Landau v druhém dilu své zakladni monografie ,,Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie*“ (Leipzig, 1927) na str. 183 jasné (a myslime, Ze pravem) fadi theorii
mifZovych bodi do geometrické theorie ¢isel, fadi mnozi matematici tuto
theorii spiSe do analytické theorie ¢isel. Od této partie theorie éisel je nutno
odlisiti geometrii ¢isel, za jejthoz zakladatele se povazuje MINKOWSKI, ktery ve
svém fundamentalnim dile ,,Geometrie der Zahlen* (Leipzig und Berlin, 1910)

zabyvé se jinou problematikou, nez je uvedena v kapitole o m¥iZovych bodech
v monografii Landauové (Landau také v této kapitole nikde Minkowského

necituje).
Pod pojmem miiZzového bodu (v uZ§im smyslu) predstavujeme si v n-di-
mensiondlnim kartézském prostoru bod x = (z,, z,, ..., #,), jehoz vechny sou-

vy

Fadnice jsou &isla celd. Zatim co do theorie miiZovych boda fadime dnes spise
prace tykajici se asymptotickych odhadt poétu miizovych bodl, které padnou
do jistého geometrického télesa, zvétinjictho se v daném prostoru s rostoucim
parametrem ¢ — oo, fadime do geometrie &isel spiSe problémy existendniho
razu, kde jde o to, zda do daného geometrického télesa padnou miiZzové body,
které jsoueventudlné vjistych vzajemnych vztazich. V tomto druhém p¥ipadélze
pak provést eventudlné i dalsi d&leni podle toho, zda p¥i vytéeni daného pro-
blému spiSe vyzdvihujeme geometricky tvar vyletfovaného télesa (pak jde
o vlastni geometrii &isel) nebo spiSe aritmetické nerovnosti, kterymi je dany-
ttvar charakterisovan, a kdy pak vlastn® jde o existenci FeSeni nebo o existenci
jistého (tfeba nekoneného) poltu fefeni danych nerovnosti systémem celych
¢isel. Tuto problematiku pak dasto shrnujeme do theorie diofantickych ne-
rovnosti, jejiz tasti je theorie diofantickych aproximaci, zabyvajici se apro-
ximativnim FeSenim ,,rovnic’* celymi éisly. Zde pak vystupuji do popfedi
otdzky tykajici se ,,miry presnosti”, s kterou lze danému systému rovnic
vyhovét. Mizeme hned prozradit, Ze Jarnikovy prace zapadaji do viech téchto
oborti a Ze si jimi prdvem dobyl velmi estného mista na svétovém foru.

Do theorie mifzovych bodil, kterd podstatnou mérou pouZivd jemnych
pomicek matematické analysy, a proto se ¥adi do analytické theorie &isel,
1ze zatadit téchto 28 Jarnikovych praci (éislovano podle pfipojeného seznamu):
7,8,9,12, 16 az 22,24, 27, 31 ar 34, 38,40,45,67 az 71, B1, B2, B4.
Ponévad?z pak prace, spadajici do vlastni geometrie ¢&isel a do theorie dio-
fantickych aproximaci, nelze jiz tak dobte od sebe rozlifit, shrnujeme je zde
do jedné kategorie. Je to 28 praci: 26, 30, 35, 36, 37, 53, 54, 56, 58, 59, 60,
62 a% 66, 72 az 78, 81, 83, 84, B 3, B 5.
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Daldim velmi dalezitym polem Jarnikovy védecké dinnosti je theorie
redlnych funkei, zvlasté ta dast, kterd se zabyva studiem derivovanych
¢isel. Sem lze snad zafadit téchto 20 Jarnikovych praci: 2, 4, 5, 6, 10, 39, 41, 42,
44, 46, 47, 48, 52, 55, 57, 80, 82, C 2, D 8, D 33.

Ostatni Jarnikovy préace nelze jiz délit na kompaktnéjsi celky, nebot zapadaji
portznu do nejrozmanitéjsich oborti matematiky.

Jednim z obord, k jehoZ rozvoji Jarnik piispél svymi pracemi nejvice, je
beze sporu theorie m¥izovych bodu. Vysvétlime nejprve struéné, o jakou
problematiku jde v tomto tGseku analytické theorie &isel. Budiz R, n-dimensio-
nélni redlny kartézsky prostor, t. j. prostor, jehoz body z jsou uspoiadané
n-tice redlnych &isel (2, Z,, ..., &,) s obvyklou metrikou. Pro jednoduché ope-
race (séitani bodl a nasobeni bod éislem) budeme pouzivat obvyklého oznadent,
zndmého z vektorového poétu. Predstavme si ,,geometrické téleso” K(t) v R,,
z4vislé na redIném kladném parametru ¢, jehoZ rozméry s rostoucim parametrem
t — oo rostou do nekoneéna. Jednim z kol theorie m¥iZovych boda je uréit,
aspoh asymptoticky, odhad pro polet G(t) miiZovych bodi lezicich v télese
K (¢) pro velks ¢. Je jasné, Ze feSeni tohoto ukolu a pouzité metody budou pod-
statnd zavislé na konkretnim tvaru télesa K(¢). Nemélo by proto smysl zabyvat
se timto problémem v uvedené obecnosti. Uvedeme tudiz nejprve jistou spe-
cidlnf t¥idu téles, kterd v theorii m¥fZovych bodd se vyskytuje velmi Easto.

Budiz K konvexni a omezené geometrické téleso v R,, v némz podatek je
bodem vniténim. Definujme bodovou funkeci F(z) takto: F(0) = 0; je-liz + 0,
uréeme nejprve kladné é&islo A(x) tak, aby pro 0 < u < A(z) bylo uz ¢ K a pro
# > A(z) bylo ux non € K (K je konvexni!). Kladme pak F(z) = 1/A(x). Ndzorné,
aviak trochu nepfesné Feceno, je F(x) homogenni bodova funkce (F(1.z) =
= AF(z) pro 1 = 0) takova, ze F(x) = 1 piedstavuje ,,rovnici‘ plochy omezu-
jici dané téleso K. Pfitom vnitini body z télesa K jsou charakterisovény pod-
minkou F(z) < 1 a vnéjsi body podminkou F(z) > 1. Je-li K téleso uzaviens,
jak budeme déle pfedpokladat, 1ze charakterisovat jeho body x pravé nerov-
nosti F(z) < 1. Je-li K(f) téleso vzniklé z K homothetickou transformaci
o stiedu v podatku a o poloméru homothetie ¢ (f > 0), jsou jeho body x ziejmé
charakterisovany nerovnosti F(z) < ¢. A

Z geometrického nazoru je celkem jasné, Ze v prvém piibliZeni je podet
G(t) miizovych bodl (tedy potet celodiselnych systémt (,, 2, ..., #,) vyho-
vujicich nerovnosti F(x) < t) roven objemu V(t) télesa K (). Tato véc je ryze
geometricka a mé s vlastni theorii ¢isel velmi mélo spole¢ného, i kdyZ uvedend
formulace (jde o FeSeni nerovnosti F(x) < ¢ celymi &isly) je &iselné theoreticka.
Naproti tomu tdvahy vedouci k vySetieni odchylky P(f) = G(f) — V(¢) jsou
jiz n&kdy velmi subtilni a t&#ké, z4visi velmi podstatné na ,aritmetickych*
vlastnostech funkce F(z), definujici zdkladni t&leso K, a budily proto
zdjem mnoha nejprednéjsich &iselnych theoretiki. Ke studiu téchto
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otdzek pro rtzné specidlni funkce F(z) je tfeba bohatych znalosti jednak
vlastni klasické theerie ¢isel, jednak rozmanitych metod matematické analysy,
které v tomto tiseku matematiky najdou Siroké uplatnéni. Byla to pravé tato
synthesa tivah aritmetickych (kde — jak zndmo — vlastnosti vySetfovanych
objektl, na pt. &isel celych, se méni skokem) s Gvahami analytickymi (kde
vlastnosti vySetfovanych objektt spojité zavisi na parametrech je urdujicich),
ktera ldkala Jarnika a pFivedla ho téZ vlivem jeho uditele E. Landaua k tomuto
velmi tézkému oboru. Jarnfk zde navizal na price vynikajicich svétovych
matematikid, jako jsou van der CorpuT, HARDY, LANDAU, LiTTLEWOOD, VINO-
GRADOV, WALFISZ a j., a dospél k vysledkim, které ho fadi jasn& mezi né.
Mozno dokonce Fici, Ze se Jarnik poustél s uspéchem do YeSeni mnoha téch
nejsubtilnéjsich otdzek tohoto oboru, k jejichz rozboru se ostatni vibec ne-
odhodlali, a dospél zde k ¢etnym vysledkim, které do dnesntho dne nebyly
piekonany. Je proto pravem pokladin za jednoho z nejvyznaéné&jdich svéto-
vych representantit tohoto oboru.

Rozebrat dikladné Jarnfkovu éinnost na tomto poli, upozornit na viechny
potize, které musel odstranit, chtél-li dospét ke kyZenym vysledkim, nelze
provést v rdmei jednoho éldnku. Musime se proto omezit na jisty vybér, ktery
aspon trochu dovoli nahlédnout do slozité kuchyné, ve které tyto prace vzni-
kaly. Co se tyde podrobnéj&ich rozbort, nutno odkazat na referdty obsaZené
v recensnich dasopisech, hlavné v dasopise Zentralblatt fir Mathematik, kde
skoro v kazdém roéniku nalezneme referaty o pracich Jarnifkovych z tohoto
oboru, vyslé z pera odpovédnéjsich znalci.

Pokud pak se tyte zevrubnéjsiho rozboru problematiky, o kterou zde bézi,
a potizi, které zde vznikaji, odkazujeme dtendfe na dlanek Arnolda Walfisze,
nad jiné povolaného autora a tizkého spolupracovnika naSeho jubilanta,
&lanek, ktery vysel v nasem Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky, roé.
LIX, v r. 1929, kde v roziiferém znéni je podan referat, ktery autor prednesl
ve VarSavé na 1. sjezdu slovanskych matematikt dne 26. za¥i 1929.

Jednim z nejstarfich ptipadd vySetfovanych v theorii mi¥iZovych boda
je ptipad, kdy zédkladnim télesem K je koule o st¥edu v poédtku. V tomto
piipadé jde tedy v podstaté o asymptotické vyjadieni podtu A(y) miiZovych
bodi &ili celodiselnych FeSeni vyhovujicich nerovnosti af + a3 + ... + 2 <y
pro velka y. Prirozenym zobecnénim dospivame k nerovnosti @(z) = y, kde
Q) = Qx), Ty, ..., 2,) = > Apx; je kvadratickd forma positivné definitni.

ik=1
Objem elipsoidu Q(z) < y p¥i daném y je dan vzorcem

it yn
>

V(y) =Veoly) = w1
YD I’(Tz + 1)

kde D je diskriminant danévkvadratické' formy. Jak jsme jiz d¥ive fekli, je
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velmi ndzorné a bylo dokdzano po prvé EISENSTEINEM, Ze lim A(y)/V(y) = 1.

Y0
Kdezto funkce V(y) se méni spojité, je A(y) aritmetickd funkce po &astech
konstantni, kterd ma na p¥. v p¥ipadé celoéiselnych a,, diskontinuity nejvyse
v bodech celo&iselnych. Je vSak také celkem patrno, Ze vySetfovani odhadu
rozdilu P(y) = Po(y) = A(y) — V(y) bude jiz tikol znaéné delikdtnéjsi. To se
také skute&né ukazuje p¥i podrobnéjsim studiu, a proto mnoho vynikajicich
¢iselnych theoretikii zamétilo své badéni pravé k této otdzce. Je pochopitelnd,
%e mnoho matematiki zkoumalo nejprve nékteré specidlni ptipady, kdy koe-
ficienty a,; dané kvadratické formy mély specidlni hodnoty (na p¥. jiz zminény
problém koule). Bylo to zpisobeno jednak tim, Ze problém ve své obecnosti
je znaén& t&zky a Ze se zdalo udelnéjsim ziskat nejprve vysledky orientaéni,
jednak tim, Ze odhad zbytku — jak je$té uvidime — znaéné zavisi pravé na
aritmetickych vlastnostech vzdjemnych poméri koeficientd a;,. Ze i v pozdé&ji
fazi vyvoje této otdzky bylo mnoho praci zaméfeno ke studiu specialnich pii-
padl, zejména malych dimensi (na p¥. kruhu), bylo zpGsobeno zajimavym
faktem, Ze pravé tyto piipady, které se nejvice vnucuji, jsou znadn& t&z¥.
Déle se ukdzalo Glelné zabyvat se otdzkou ,fddu rozdilu P(y) pro velks y
nejen v tom smyslu, Ze se hledaly asymptotické vzorce platné pro vSechna gy,

v
nybrz téz ve smyslu zkouméni primérnych odchylek ; f [P(u)| du nebo
v . 0
\/ o f P2(u) du, kdy odstraniujeme vliv ,,ojedinélych® hodnot y, pro které
Y
aritmoetické funkee A(y) se znadéné odchyluje od stfedniho pribéhu platného
pro ,,vét&inu‘‘ hodnot Y.

Jak jsme se jiz pfed chvili zminili, jednim z prvnich p¥ipadii, pro které byl
vySetfovan polet miiZovych bodl, byl piipad koule nebo pro » = 2 piipad
kruhu. Abychom mohli snadno formulovat vysledky v tomto oboru matema-
tiky, je vyhodné pouzivat tohoto béZného oznadeni (funkce f(z) a g(z) jsou
definované pro viechna dosti velka z, tedy pro z — co, pfi éemzZ g(z) je funkce
kladnd): f(z) = O(g(z)) znati |f(z)| < Kg(x) pro jistou kladnou konstantu

K; f(x) = o(g(x)) znadi lim ) =0 a f(x) = 2(g(x)) je logicky zapor ke vztahu

a0 9(%)
f(z) = o(g(x)). Prvni hlubsi vysledek pro kruh odvodil r. 1906 polsky matema-

tik StErPINSKI, ktery dokézal, Ze P(x) = O(x}). Trvalo celych 16 let, ne% se
holandskému matematikovi van der Corputovi podatilo sniZit (celkem viak
nepatrné, pres pouziti velmi komplikovaného matematického apardtu) expo-
nent § v odhadu zbytkového &lenu P(z). Dalii sniZzovani exponentu &ili zlepSo-
véni odhadu pro P(x) nardzelo ¢im dale tim na vétif potiZe a neni uspokojivé
rozfeSeno ‘dodnes. Aby bylo vidét, kam aZ snad lze se zlepSovanim ,Fadu®
zbytku P(z) dospét, bylo udelné pokusit se t€Z o odhady zdola pro P(z). Tak
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Hardy a Landau 1915 dokézali, Ze P(z) = Q(xt). Z tohoto vysledku je vid&t?),
.%e exponent 4 v hornim odhadu pro P(z) nelze sniZit pod }. Vysvitd z toho
dutlezitost dolnich odhadt v této problematice. Jarnik v praci 7 ukézal, Ze dolni
odhad uvedeny Landauem plati pro daleko §irdi kategorii obort, nez je velmi
specidlni kruh. Pro pribéh funkce P(z) dokdzal mimo jiné, Ze diference
P(z) = A(x) — V(x) méni p¥i z rostoucim do nekonedna neustile svoje zname-
ni, pfi éemz na ,,0b&" strany dosahuje vyse ¥adu alesponi zt. Vznika proto pra-
vem otdzka, zda tato diference nejevi snad zndmky jisté periodicity. Touto
otdzkou aspon pro kruh se zabyva Jarnfk v préci 8. Pouzivd pfitom bohaté
a velmi 4¢inné asymptotickych vlastnosti Besselovych funkei. Velmi pozoru-
hodné je prace 9. Van der Corput vSiml si totiz a dokdzal, Zze odhad P(z) =
= O(z3), ktery pro kruh dokazal Sierpiiski, plati pro daleko obecnéjsi kate-
gorii konvexnich oborit v roving, omezenych uzavienymi kiivkami, jejichz
polomér kiivosti se zvétSujicim se oborem roste nejvyse tak rychle jako v pii-
padé kruhu. Zdédlo by se proto na prvy pohled, Ze okolnost, Ze v ptipadé kruhu
lze exponent 4 v hornim odhadu snizit (van der Corput), dé se pienést i na
pripad pravé zminénych obecnéjsich obort. Zde vS8ak Jarnik v praci 9 jasné
ukézal, Ze tomu tak neni, Ze totiz existuji konvexni obory uvedenych typt,
pro které P(x) = Q(zk). Tato skuteénost vyvolala tak znadnou pozornost mezi
diselnymi theoretiky, Ze slavny Landau se na ni soustfeduje v ivodnim pie-
hledu k rozs4hlé kapitole pojednévajici o miiZzovych bodech ve svém dnes jiz kla-
sickém trojsvazkovém dile ,,Vorlesungen iiber Zahlentheorie“ a charakterisuje
tuto okolnost jako okolnost, kters vnesla tplny chaos do badani v tomto oboru,
chaos v tom smyslu, Ze domnénky, které se zddly byt na zakladé podrobnych
rozbort prislusnych dikazi velmi plausibilni, ukizaly se nakonec falesnymi.
Na tuto okolnost upozortiuje i sovétsky matematik J. V. LINNIK v komentati
k praci G.F. VoroN#HO: O6 ofHOM 3aa4yn M3 TEOPHH ACHMOTOTHISCKAX PYHK-
mmit v I1. dile sebranych spist Voroného.
V&imné&me si nyni bliZe piipadu, Ze dané zékladni téleso je elipsoid o osach
rovnob&znych s osami soufadnicovymi, Zze tedy béZi o vySetfeni podtu A(y)
celodiselnych fedeni nerovnosti Q(z) < y, kde Q(z) = x,27 + a3 + ... + K,y

n-1
pro «; > 0. Roku 1905 dokéazal Minkowski, Ze P(x) = O(x_“), r. 1915
Landau pak n_n
Plz) = O@® "+, (1)

coz odpovidd zminénému jiz odhadu Sierpifiského z r. 1906, Pokud se tyce
odhadu zdola, dokdzal Landau v r. 1924, Ze

n-1
Plz) = Qz *); , (2)

_—3) Prosime &tendfe za prominut{, #¢ nebudeme citované vysledky formulovat uplné
exaktnd. Ned4 se to provést, nemél-li by se tento &lének rozrist do pifliSnych rozméri.
Vysledky jsou uvddény jen v hrubych obrysech pro prvou orientaci.
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v roce 1926 Szrao zlepsil tento dolni odhad o logaritmicky faktor. Pro specidlni
piipad n = 4-dimensiondlni koule (x; = 1) obdrZel r. 1924 Landau vysledek

P(z) = O(x log x) (3)
a r. 1927 Walfisz dokonce '
. log

Dostal se tak ,#ad‘, ktery je ,,prakticky’’ o 3 nizii nez obecny odhad (1). P¥i-
tom bylo pouzito daleko ¢innéjsi metody hodici se vSak v podstaté jen na
tento specidlni ptipad. Prosime &étendie, aby si laskavé v&iml, jaky boj zde byl
svadén o kazdy nepatrny zlomek v exponentu nebo dokonce jen o logaritmicky
faktor v ptislusném odhadu. Tento problém byl dédle sledovan pro celodiselné
koeficienty «; velmi t¢innou metodou — opirajici se o t. zv. singularni fa-
du — kterou vypracovali zndmi matematici Harpy a Lirtnewoop. Tak
se podatilo Landauovi pro n = 4 dostat odhad

P(z) = O(z log? z) , (5)

ktery byl ,,po velkém boji“ KrLooSTERMANEM zostfen na (3) a WALFISZEM
na (4).

Pro celoéiselné formy vyssi dimense dévala tato metoda horni odhad

P(z) = O(=* ), (6)

ktery je asymptoticky (pro n — o) stejny jako odhad (1), platny pro vechny
uvazované formy . Vznikala proto pravem otdzka, zdali lze vibec jesté
v piipadé celodiselnych @ snizit fad zbytku P(z). Vime totiz, Ze jediny znamy
dolni odhad pro P(z) platny pro vsechna @, ktery pravem — vzhledem k jedno-
duchosti a prihlednosti metody dikazu — vyvoldval domnénku, Ze je defi-
nitivni, byl odhad (2), ktery stéle svadél — jak dnes vime — k beznad&jnym
pokusiim snizit aspoll o néco exponent n/2 — 1 v hornich odhadech v piipadé
celodiselnych forem. Tuto nejistotu rézem odstranil Jarnik, kdyZ v diskusi
s Landauem v r. 1925 upozornil na okolnost, kterd — presto, zZe se dala celkem
elementdrné ukizat — unikla pozornosti p¥ednich matematiké zabyvajicich
se touto problematikou, Ze totiz tento horni odhad je definitivni, nebot plati

2o
Plz) = Q@* ) (7)
pro celoéiselné formy Q.

Kdyz byl takto problém raciondlnich elipsoidii aspoil pro vy#i dimense
(pfesnéji pro » = 5 tiplné a pro n = 4 aZ na logaritmicky faktor) rozfesen,
tim vice vstoupil do popfedi zdjem o ,,iraciondlni“ elipsoidy, t. j. o p¥ipad,
kdy poméry koeficient@ «; nejsou raciondlni. V t&chto pfipadech vypovédéla
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velmi téinné Hardyho metoda takika tplné sluzbu, nebot jejim zdkladem je
vySetfovani poten¢ni rady

+w
Z 2Q@T:s o, T) (8)
Ly, 8,5, .. , Tp=—
konvergentni v jednotkovém kruhu. Nékteré specidlni p¥ipady iracionalni
(oznadme je (9)) daly se sice po velkych ttrapach zvlddnout i touto metodou

(tak Walfisz v r. 1927 obdrzel pro jeden takovy specidlni piipad a pro n = 10
odhad

Pla) = o(@ ), (10)

ktery jasné ukizal naprosto rozdilné chovani elipsoidt racionlnich a iracio-
nélnich), avSak podstatného kroku kupfedu se tim nedocililo. Walfisz —
védec nad jiné v tomto oboru povolany — sdm v nahofe citovaném é&lanku
k tomu podotyks toto (citovano doslovné): ,,Agkoliv tedy odhady (33) a (34)
(rozuméj odhady pro piipady (9)) p¥inesly jisty prihled do theorie m¥iZovych
boda v iracionalnich elipsoidech, bylo p¥ece jen hned od zaéatku ziejmo, Ze
myglenkovy pochod k nim vedouci tvofil jen jakysi orientadni prostiedek
z nedostatku lepstho. Bylo tedy nutno hodit singuldrni fadu pies palubu
a nalézti néco docela jiného. Myslil jsem, Ze to jesté néjakou dobu potrva.
Tim vice m& prekvapily — a jisté ne mé samotného — objevy J arnfkovy.
V fadé pojednani, jejichz publikace se datuje od stfedu minulého roku (rozu-
méj rok 1928) a které originalitou, hloubkou myslenek a technickym prove-
denim se &ftajf k nejpozoruhodné&jiim pracim moderniho badéni, ujal se Jarnik
s,velmi vydatnymi pomocnymi prostfedky problému a obdrzel tak celou fadu

vysledkt prekvapujici piesnosti“. Potud citace.

Naznadime asponn nékolika slovy zdkladni my&lenku praci Jarnifkowych
z této doby. Misto potenini fady (8) (kde nutné musi byt @ ¢&islo celé)
vysetiuje Jarnik Fadu

+o .
O(s) = Oy(s) = > el (11)

By, Byeure y Tp=—0

komplexni proménné s, konvergujici, a to absolutné, kdyz redlna éast R(s) > 0.
Tato Yada mé tvar O(s) = > ae™, kde L <A <..<A<...—>®
i=1

je posloupnost viech hodnot, kterych (z) mize nabyt pro celoéiselné systémy
x, a a; znadi, kolikrat @(z) hodnoty A; nabyvi. Je zndmo a snadno se zjisti
(x redlné, « > 0, integraéni draha je pifmka rovnobéiné s imagindrni osou),
Ze

1 easd ~1 proa>0
271 T Y TN [pro x < 0°
U-7i0
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Je tedy pro dané redlné y razné od vSech A,

U-+io0
1 evs
Sy f@(S)—dSI-Z(li,
ZTT § A<y
U -70

coz pi'edstavuje'poéet celotiselnych Fefeni nerovnosti Q(z) <y, tedy vySetto-
vanou funkeci A(y). K vySetfeni uvedeného integralu (ktery nezavisi na » > 0)
je Gdelné — jak ukazuje Jarnik — volit integraéni drahu v blizkosti imaginarni

osy, presnéji Iefeno, volit u = ;— . Aby uréil hodnotu tohoto integralu, déli

Jarnik vhodng& integralni drahu na t¥i intervaly, z nichz prostiedni (koneény)
je rozloZen symetricky vzhledem k redlné ose. P¥i odhadu téchto tii &asti
dostaneme (zhruba Feéeno) pro stfedni éast objem V(y) elipsoidu @, tedy hlavni
¢len v odhadu funkce 4(y), zbyvajici dvé ¢asti davaji pak v podstaté zbytkovy
élen P(y). Tyto zbyvajici integraéni drahy déli pak Jarnik dale t. zv. Fareyo-
vymi zlomky (pro dané &slo ¢ > 0 je soustava Fareyovych zlomkd tvofena
viemi zlomky s ditateli a jmenovateli celodiselnymi (ve tvaru zkriceném),
pro které jmenovatel je kladny a nejvyse roven &islu ¢) na intervaly dasteéné,
v nichZ providi odhad integralu. Pfitom uZivd transformaénich vlastnosti
thetafunkei.

Neni mozno zde podrobné rozebrat tuto metodu ani jeji pozdéjsi velmi
uéinné modifikace, neni ani mozno uvést zde v plném znéni hlavni vysledky,
ke kterym Jarnik dospél v theorii m¥iZovych bodd. Vybereme jen nékteré
vysledky spife pro ilustraci, pfi demZ kriteriem vybéru bude spiSe snadnd
formulace nez hloubka uvedenych vysledkd v rdmei celé theorie.

V préci 18 vysetiuje Jarnik kvadratické formy tvaru

Qx) = z 0‘:'953 > ‘ (12)
i=1
kde koeficienty «; mohou byti libovolna kladna &isla. Dokazuje pro né tyto
vysledky:

1
Poly) = O(* logy) pro n>4,

-1
Po(y) = O(y® log?y) pro n=+4.

Naproti tomu ukézal, Zze pro skoro vSechna «; (‘«;} pokladime za body n-di-
mensiondlniho kartézského prostoru s obvyklou definici Lebesgueovy miry)

plati P(y) = O(yzH) pro kazdé ¢ > 0. Zajimavé je sledovat pfipady prechodné,

t. j. formy tvaru

Q@) = (@} + ... + %) + Pal@lyy + ... +22) + ...
By ), . (13)
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kde B; jsou libovolnd kladns &isla. Témito piipady se Jarnik v této prci rovnéz
zabyva a dospivé ,,fadové“ k definitivnim Q-vysledkiim, pokud se tyde viech
forem, a k definitivnim O-vysledkim, pokud se tyée skoro viech forem.

V préci 19 zobectiuje Jarnik vysledek Walfisztiv a dokazuje, Ze pro formy

(12), kde asponi jeden z pomérd —Zj—i je iracionalni a kde n = 6, plati Pg(y) =

— oyt )

V praci 22 a zejména pak v pracich 68 a 69 zabyva se Jarnik opét p¥ipadem
(13), a to nikoliv v celé jeho obecnosti, nybrz pouze piipadem r = 2, zato v8ak
jde do velké hloubky a studuje otazku zbytku Pg(y) v zavislosti na aritmetic-

B,
1
zovy zlomek. Tyto prace patii mezi nejvyznaénéjdi Jarnikovy prace viabec.
Aby aspoil jakési svétlo bylo vrzeno do mezery, kterd ¢ni mezi O a £2-od-
hadem zbytku P(y) zvlasté pro mala n, studuje Jarnik v pracich 33 a 34 opét
formy tvaru (12) a vySetfuje stfedni hodnotu zbytkového &lenu, tedy 7'(z) =

kém charakteru podilu ==, ktery zachycuje pomoci rozvoje tohoto podilu v Feté-

X
0

déle zostteny.
T'(x) = O(mi logz), T(x)= .Q(x*) pro  n

= \/ L f P3(y) dy . Dostava tyto vysledky, které byly v pracich 70, 71 jesté

2

2

T(z) = O(x"} logz), T(z)= .Q(x%) pro n=3 a
T(2) = 0(95:)_1) ; T(x) = Q(x%) pro n=4.

Pro racionilni formy a pro n = 4 dostava T(x) = Q(2"**). Pro skoro vSechny
formy (12) dostdva pak tento vysledek

n-1 343n

T@) = 0@ * log_2f %)«

A% na logaritmicky faktor a pokud se stiedni hodnoty zbytku P(y) tyde, do-
stéva se tak Jarnik k odhadtim definitivnim, které ku podivu pravé pro malé »
nezévisi na aritmetickém charakteru koeficienti.

Ze vSech té&chto tivah vyplyva, %e aspoil v jistych specidlnich t¥iddch kva-
dratickych forem (danych na p¥. tvarem (13)) nejvy3sf ,,pravy® ad zbytku
P(y) dévaji formy raciondlni, naproti tomu, Ze skorod viechny formy dévaj
,»-pravy‘ ¥ad zbytku nejnizil. Vznika proto otézka, zda existuji vhodné , mezi-
formy*, které by odpovidaly predepsanému ,pravému’ ¥adu zbytku P(y).
Touto otézkou se zabyvé Jarnik v préci 45, kde k dikazu existence takovych
forem pouzivad s velkym tusp&chem jemn&j§i Hausdorffovy miry. o jejim#
pouZiti v theorii diofantickych aproximaci promluvime pozdéji.
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Pristupme nyni k rozboru Jarnikovych praci z theorie diofantickych
aproximaci. Naznadime nejprve nékolika slovy, o jakou problematiku zde
jde, a vysvétlime nékteré pojmy, které se vyskytuji v téchto pracich.

Prvni otdzka, kterd se v této theorii vnucuje, je otdzka po aproximaci ¢isel
iraciondlnich @ &isly raciondlnimi, tedy zlomky tvaru %, kde p, g jsou éisla
celd, ¢ > 0. Je jasné, %e snahou zde bude docilit co mozné nejlepsi aproximace,

tedy co mozné nejmensiho rozdilu

— % \l . Takto formulované otazka nemé
oviem velky smysl, kdyz vime, Ze kazdé &islo realné lze s libovolnou piesnosti
' |

: z . ’]. 2. J 2 _* ¥ drl @ p
aproximovat éislem raciondlnim. Je proto nutné si viimnout rozdilu — g |
|
b 1

ve vztahu k velikosti ditatele a jmenovatele (zde stadi se omezit na velikost
jmenovatele, nebot jen p¥i trochu lepsich aproximacich je velikost ditatele
P == ¢O, tedy p¥i daném O piiblizné Gmérna velikosti jmenovatele) v pouzitém -

zlomku —1-; . Zkratka zadat, aby diference | © — %‘ byla mala a piitom jmeno-

vatel pouzitého zlomku nebyl velky. Vzniks tim pFirozend otdzka, zda lze pii
dané aproximadni funkeiy(q) (kterd konverguje k nule pro ¢ — o) celymi éisly

P, q (@ > 0) vyhovét nerovnosti ’ 0 — % < y(q) pro libovolné vysokd g, pres-

néji, zda ke kazdému 4 existuje ¢ = 4 tak, ze dand nerovnost je splnéna,
nebo — co% je totéZ pro iracionalni ® — zda tato nerovnost mé nekoneéné
mnoho celodiselnych fefeni. P¥irozenym zobecnénim vzniké problém soudasné

aproximace nékolika iraciondlnich &isel 0,, 0,, ..., O, raciondlnimi é&isly 1;—’

(¢t=1,2,...,n) o spoleéném jmenovateli ¢ > 0. P¥islusné nerovnosti lze psat
téz ve tvaru
90; — i < qwi@) = 9:(9)

kde ¢; muZzeme nazvat aproximadéni funkci. Jde zde tedy o aproximativni
Yefeni systému linedrnich rovnic ¢@, — p; = 0 celymi &isly p,, Doy --os Pus ¢
pii danych 0, Odtud pak je jen kridek k obecné formulaci zédkladniho pro-
blému theorie linearnich diofantickych aproximaci.

BudiZ déna soustava n linedrnich vyrazi («; a f; jsou dand redlné ¢&isla)
LiEfzaik“’k—ﬂi*?/i =1 .. n) (14)

k=1
v proménnych ,, %, ..., Zp, Y1, ¥s» - - -, Yo @ nkladnych funkei g,(t) definovanych
a konvergujicich monotonné k nule pro ¢ — co. Pro jednoduchost predpokla-

dejme, Ze systém rovnic L; = 0 mé jen koneény polet celoéiselnych feSeni
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v z,y. V theorii linedrnich diofantickych aproximaci jde o to, zda existuii
celodiselnd Yeseni v z, y systému nerovnosti

IL:| < @it) (G=1,2,...,n), - (15)

pii Cemz samoziejmé musime klast jesté vedlejii podminku ve tvaru zévislosti
velikosti ]xk[ na ¢, na priklad tak, Ze z4ddme, aby t. zv. vyika tohoto YeSeni
X o= Max [xk} (16)

k=12,
neptekroc¢ila parametr ¢, tedy aby bylo ‘
X<t. ‘ (17)
Z toho vznikaji dvé zédkladni dlohy.

Ukol (A): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci feSeni nerovnosti
(15) a (17) celoéiselnymi systémy x, y pro viechna ¢ — co.

Ukol (B): Nalézti kriteria pro existenci nebo neexistenci celodiselnych Fe-
geni vztahti (15) a (17) pro posloupnost hodnot #; — co. Jinymi slovy zde Za-
dame, aby pro libovolné velkd 4 existovaly celoéiselné systémy z, v tak, Ze
t = X = Max |2,| = 4 a pFitom bylo |L;| < ¢,(X). V tomto p¥ipads ¥ikéme,
Ze systém (14) pripousti aproximaci {¢;(t)}.

Je samoziejmé, Ze lze sestavit mnoho rozmanitych variant t&chto tkold
a formulovat tikoly dalsi. Mezi tkoly (A) a (B) je oviem velmi tzky impli-
kaéni vztah, ktery nebudeme vSak zde rozebirat. Podotykdme pouze, Ze za-
kladni aproximaéni dloha pro jedno nebo vice redlnych &isel @, tak, jak byla
pied chvili formulovéna, odpovidé tkolu (B).

Uvedme jesté tuto terminologii. Jestlize &isla f; vyskytujici se ve vyrazech
(14) jsou vesmés rovna nule nebo — coz je pro fefeni uvedenych tkolt stejné —
jsou rovna vesmés &islim celym, nazyvame prislusné problémy homogennimi,
jinak problémy nehomogennimi. Uvedme jesté jednu okolnost. V literatuie
pojednévajici o diofantickych aproximacich byly dtfive vyéeti'ovény hlavné
tyto dva piipady: Matice koeficient@ {«;.} '

a) mé jen jeden sloupec (m = 1); tu jde zfejmé — v pifpadé problému
homogenniho — o p¥ipad v Gvodé naznadeny, tedy o ptripad simultdnni apro-
ximace nékolika é&isel redlnych;

b) m4 jen jeden iddek (n = 1).

Dale pak velmi Sasto se volivaji véechny aproximaéni funkce ¢,(¢) stejné
a klademe pak ¢,(t) = ¢(f) prot =1,2, ..., 2.

Uvedme nejprve pro orientaci zédkladni vysledek této theorle vyjadifeny

vétou Dirichlet-Kroneckerovou. Je-li systém (14) homogenni, p¥ipousti vidy

aproximaci
¢ L l
@) = m : (18)
f n
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Nemélo by tedy celkem smysl studovat zde aproximaéni funkce ¢(t), které
konverguji ,,pomaleji‘‘ k nule nez (18).

V pifpadd m = m = 1 plyne z Dirichlet-Kroneckerovy véty, e viechna
iraciondln{ &isla O pfipoustéji aproximaci‘l/t (dokonce — Hurwrirz — 1/t]/5).
Tuto aproximadni funkei nelze obecné ,,zlepsit‘. Pomoci theorie fetézovych
zlomkt lze vSak snadno sestrojit iraciondlni &islo @, které pripousti libovolné
pfedepsanou aproximaci ¢(t), avak neptipousti aproximaci v jistém smyslu
,,Jep&i“, t. j. ptipousti ,,prdvé* aproximaci ¢(f). V ptipadé nm > 1 nemame
pro vySettovani podobnych otdzek prostiedek analogicky a tak mocny, jakym

- je theorie Fetézovych zlomka. Zde lze vSak p¥i vySetfovani existenénich otdzek
vyjit ze skutelnosti, Ze mnozina &éisel ©® (nebo mnozina bodd (6, ..., 6,)
v eukleidovském n-dimensionalnim prostoru) pripoustéjicich aproximaéni
funkei g(t) se zvétsujici se rychlosti konvergence funkce ¢(¢) (k nule) se zmensu-
je, zachytit dale vhodnym zpésobem ,,velikost* této mnozZiny a pouzit pak
téchto vysledkt k ¥Fefeni rtznych existenénich otdzek. Ostatné studium
otazek zévislosti ,,velikosti® uvedenych mnozin na funkei ¢(f) je samo o sobé
zajimavé i v p¥ipadé n = m = 1. Jarnik proto vénuje tomuto studiu velkou
pozornost a dociluje zde pozoruhodnych vysledkd. Jisty pohled na tento
problém vrhé jiz Chinéinova véta, kterd ¥ika, Ze skoro viechna @ ve smyslu
Lebesgueovy theorie miry pfipoustéji, resp. neptipoustéji danou (dosti obec-

nou?) aproximaci ¢(t), jestlize [¢(t)dt je divergentni, resp. konvergentni.
V ptipads simult4nnich aproximaci plati obdobné v&ta, pouze integral [ ¢(f) dt

nahradi se integralem [¢"(¢) df. Tak v ptipadé aproximaé¢nich funkei typu moc-
niny 1/ je toto rozhrani (pro » = 1) dédno exponentem s = 1, tedy skoro
viechna @ pripoustéji aproximaci ,,pravé 1/z.

Jak je z toho vidét, je prostiedek charakterisovat ,,velikost® mnoziny po-
moci Lebesgueovy miry pro tyto tlely dosti hruby, kdyz nedocilujeme zde
odstupriovani velikosti téchto mnozin ani pro rtzné aproximaéni exponenty s.
Je proto tieba nahradit jej prostiedkem jemnéjsim. To se Jarnikovi skuteéné
poda¥ilo. Pro jemnéjsi klasifikaci mnoZin Lebesgueovy miry nulové pouzil
Jarnik miry Hausdorffovy, se kterou jsme se jiz setkali v jedné jeho préci
z theorie miiZzovych bodt.

Budiz dana pro z > 0 rostouci a spojita t. zv. mé¥ici funkece A(z), pro kterou
Alz) — 0, kdyZz « — 0, a néjaka mnozZina 4 bodld v kartézském (pro jednodu-
chost jednodimensionalnim) prostoru. V piipadé Hausdorffovy miry L(4; A(x))
dané mnoZiny A4 vzhledem k mé¥ici funkei A(z) jde v podstaté o to, Ze
neméifme ,,délku” mnoziny 4 celkovou délkou intervald ,,tésné‘ pokryva-

3) T. j. libovolnou funkei aZ na jisté podminky monotonie, které pro celkovy pohled
do této theorie nejsou podstatné, a proto je neuvddime. Rovnéz v dal§im prejdeme takové
podminky mléky.
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jicich mnozinu 4 tak, jak je tomu u miry Lebesgueovy, nybrz #e misto délky
d kazdého intervalu vezmeme délku transformovanou mé¥ici funkei 1, tedy A(d).
Presnéji: Pro dané & > 0 definujeme L,(4; A(z)) jako infimum vZech soudtit
> Mdy) vztahujicich se na vSechna mo#n4 pokryti nejvyse spodetnym mnoz-
i .

stvim otevienych intervali o délkach d,, d,, .... Hausdorffovu miru L(4; A(z))
definujeme pak jako limitu lim Z,(4; A(x)). Ctena¥ si snadno modifikuje tuto
&—0

definici pro prostor vicedimensiondlni. Jsou-li hodnoty méfici funkce A(x)
pro maléd x podstatné vétsi nez x, mizeme tusdit, Ze prislusnsé Hausdorffova
mira bude podstatng vétsi ne# mira Lebesgueova a %e mizeme tedy event.
dostat nenulovou Hausdorffovu miru pro mnoziny o Lebesgueové mife nulové.
V préci 28 ukazuje Jarnik, Ze v podstaté lze pro dané mnoZstvi A pomoci
vhodnych méficich funkei A(z) docilit rozmanité velikosti Hausdorffovy miry
mnoziny A. Tohoto mocného prostiedku — theorie miry vibec a zvlasté
Hausdorffovy — pouzivd Jarnik k vedeni existenénich dikazt ve svych
pracich o diofantickych aproximacich velmi ¢asto a dociluje hlubokych vy-
sledkii. Podrobnéji najde étendt tyto myslenky rozvedeny v knize J. F. Koks-
™A, Diophantische Approximationen (Berlin, 1936), vyilé ve znimé sbirce
Ergebnisse der mathematischen Wissenschaft. Zde na str. 27, 48, 49, 73,
74, 75 jsou uvedeny odborngjii a prehledn&jsi referaty o tomto dseku
Jarnfkovy d&innosti zaélenéné do Sir§iho ramce, takZe 1épe vynikne jeji souvis-
lost s problematikou fesenou jinymi odborniky.
Uvedeme nyni hlavni Jarnfkovy vysledky sem spadajici.

Tak v praci 30 vySetfuje Jarnik Hausdorffovu miru mnoZiny &isel O,
ktera pripoustéji (pfi daném s > 1) aproximaci 1/¢, ale neptipoustéji apro-
ximaci 1/t°+°, kde ¢ > 0. Podobné v praci 26 klasifikuje mnoZiny realnych
Gisel @ s omezenymi posloupnostmi ¢asteénych jmenovateli a aplikuje tyto
vysledky na mnoZiny &isel ® patiicich k aproximadénim funkcim 1/(¢ log )
(0 < s =1). V praci 35 je uréena Hausdorffova mira mnoziny bodt (@, @,, ...

.., 0,) v n-dimensiondlnim kartézském prostoru, pfipoustéjicich simultdnni
aproximaéni funkei ¢(z), je-li méfici Hausdorffova funkce f(z) (¢ a f patii
do dosti Sirokych tiid funkei), a to ve formé& kriteria obdobného Chinéinové
vété nahote citované. Vyslednd véta méa pak zhruba tento tvar: Uvedena
Hausdorfova mira je 0 nebo co podle toho, zda

ff(z%t))tndt

je konvergentni nebo divergentni. V téZe préci Jarnik déle ukazuje existenci
systému &isel {0,}, ktery pfipousti danou simultanni aproximaci ¢(f), nep¥i-

pousti viak aproximaci trochu siln&jsi, totiZz @(A(f)), kde A(t) je pfedem dana
(dosti obecnd) funkee, pro kterou A(¢)/¢ — oo pro ¢ — co. Tato — jedna z nej-
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hlubsich Jarnikovych praci — umoziiuje zodpovédsét celou fadu téch nejsub-
tilngjSich existendnich otdzek nahofe uvedeného typu. K nékterym specidl-
nim z téchto otdzek vraci se Jarnik v praci 36, kde podava pro jejich FeSeni
ditkaz jednodussi. V praci 37 zavadiJarnik pro systém nredlnych éisel (0,, O, ...
.., 0,) jakysi ,,aproximaéni stupen‘‘ 8(6,, 0,, ..., 6,) tohoto systému jako
horni mez exponentt s, pro které dany systém ptipousti simultanni aproximaci
1/ts. V préci pak vySetiuje vztah (v podobé nerovnosti) mezi aproximaénim
stupn&m dvou disel S(0,) a S(®,) a aproximaénim stupném simultdnnim
8(0,, 0,) a ukazuje — a v tom spoéiva hlavni cena prace — jeho ostrost.

Tyto vi8echny prace se vztahovaly k homogennimu tkolu (B), a to k pii-
padu a). V nékterych pracich vySetiuje Jarnik souvislost mezi piipadem a) a b)

u tkolu (B). Podle Dirichlet-Kroneckerovy véty vime, Ze kazda n-tadkova a m-

sloupcova matice 4 = {0} p¥ipousti aproximaéni funkei ¢(¢) = 1/t". Nékteré
matice pFipoustéji aproximaci daleko lepsi. Oznaéme stupném aproximace
Mo
B(A) horni mez exponentt x, pro které 4 piipousti aproximaci 1/t " . Je
zajimavé studovat na priklad souvislost mezi stupném aproximace f(A4) dané
matice 4 a stupném aproximace f(A4’) matice transponované 4’. V piipadé
jednofadkové matice 4 (n = 1) [pozor! oznadeni je trochu odchylné od ozna-

deni v Jarnikovych pracich] dokézal Chinéin vztah

B(4)
(m — 1) B(A) T m? 19}

pld) = p(d’) =

V pracich 53, 54, 56 zabyva se Jarnik velmi subtilni otdzkou ostrosti téchto
vztaht a Yesf ji.

V préci 59 podal Jarnik spoleéng s ERDOSEM na zédklad® Snirelmanovy ideje
,,hustoty souétu posloupnosti novy, velmi pékny dikaz jedné zajimavé
Chindinovy véty, kterd v podstaté zni takto: BudiZ m = 1 pevné, celé &islo
an = 1. Ke kazdému y > 0 existuje I' > 0 tak, Ze z nefesitelnosti homogenni-
ho tukolu (B) pfi aproximaé¢ni funkei y/t™ plyne Feitelnost nehomogenniho
akolu (A) p¥i aproximaéni funkei I'/¢™ pii téze matici {6,} a libovolném
redlném f;. PouZitim pravé uvedené metody podava Jarnik v praci 60 di-
kaz obdobné Chinéinovy véty, jenze pro piipad n > 1, m = 1.

Velmi pozoruhodné je prace 62, kterd fesi podobny problém jako Chinéin
(,,Ubertragungssatz‘; viz vzorec (19)), jenze pro tkol (A), kde?to v Chinéi-
nové vzorci (19) vyskytuji se stupné aproximace g definované pomoci apro-
ximadénich funkei typu 1/t5, ale vzhledem k dkolu (B). Kromé toho jde zde
Jarnik i po jinych strankich daleko vice do hloubky, zejména neomezuje
se na aproximaéni funkee tvaru mocniny. Pozoruhodné je také okolnost, ze
vysledky v tomto p¥ipadé (totiz (A)) se podstatné lisf od vysledkt v piipads (B).
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V préci 83 nalezl pak Jarnik zajimavé vztahy mezi stupndm aproximace
piislusnym k homogennimu tkolu (A) a stupném aproximace p¥isluSnym
k odpovidajicimu homogennimu tkolu (B) (pfi téZe zakladni matici), a to
v pfipadé obecném (t. j., kdy vySetiovand matice nemusi byt jednoradkové
nebo jednosloupcova).

Nezli pfejdeme k hodnoceni Jarnikovych praci, které ptimo spadaji nebo
velmi tzce souvisi s vlastni geometrii ¢isel, musime zavést op&t n&kolik
pojmi, které ostatné se vyskytuji jiz v zakladni Minkowského v&t& z geometrie
&isel. Je to pojem postupnych minim. )

Budiz K geometrické, uzaviené, omezené, konvexni, podle po¢dtku symetrické
téleso v kartézském n-dimensiondlnim prostoru R,, pro které poditek je bodem
vnitfnim.

Predstavme si, Ze se redlny parametr o zvétfuje od nuly do nekoneéna,
a budiz ¢, (1 < s =< n) prvni jeho hodnota, pro kterou existuje s linedrné ne-
zavisljch m¥fzovych bodd &y, &,, ..., 2, tak, Ze i ¢ K &li v, ¢ 0,K proi =1,2,...

: , , . :
...y 8. Body zy, Ly ooy T nemusi byt (a také nejsou) timto pozadavkem uréeny
jednoznac¢né. Z konvexity télesa a z okolnosti, Ze 0 ¢ K, plyne, Ze pro vétsi
hodnoty dilataéniho parametru o (tedy pro ¢ > o,) tim spife z;e oK pro
i=1,2...,8 Cisla' Oy, Oy -.., 0, nazyvame (Minkowského) postupnymi
minimy télesa K. Pro v&tsi zietelnost Casto tato minima znaéime obsirnéji
Go(K). Ziejmé je 0, S0, = ... =< 0.

Zékladni Minkowského véta z geomeﬁrie ¢isel pak pravi, Ze

n

T = 0105 ... 0, u(K) = 27, (20)

_glL\'J

kde u znaéi Lebesgueovu miru, tedy u(K) v tomto piipadé objem télesa K.
Konstanty 27 a —j na obou strandch nerovnosti (20) jsou ostré. V praci 78 za-

byva se Jarnik charakterisaci p¥ipadt, kdy v (20) plati znameni rovnosti, a to
metodou ESTERMANNOVOU.

Budiz K geometrické téleso majici vlastnosti nahofe vytéené. Definujme
k n&¢mu téleso polarni K’ jako maximélni t&leso majici tuto vlastnost: Je-li
zeK, x + 0, pak K’ se celé nachdzi v jednom z uzavienych poloprostort, ve
které polarni rovina g(z) bodu z vzhledem k jednotkové plose kulové (t. j. k plo-
e kulové o stiedu v podatku a o jednotkovém poloméru) déli prostor R, (totiz
v tom poloprostoru, ve kterém lezi podatek). Téleso K’ uvedené vlastnosti vidy
existuje a je uréeno jednoznaéng. M4 rovnéz vlastnosti vytéené v pfedpokladech
o K. Budtez 7; (i = 1, 2, ..., n) postupnd minima télesa K', tedy 7, = o;(K’)
a kladme o; = 0;(K). MAHLER dokéazal, Ze pro ¢ = 1,2,..., % je
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1 < 07p41-: = (nl)? (21)

, (—f:,—) < u(K) u(K') = 4. (22)
Dale ukézal, ze v nékterych p¥ipadech (a téch Jarnik pravé dale pouziva)
Ize omezujici konstanty zlepsit. Této prace pouzil Jarnik k vySetieni souvislosti
aproximadnich vlastnosti pfislusnych k matici 4 = {«;;} a k matici transpo-
nované A’ = {w;,}. V pracich 64 a 73 zabyvé se timto problémem a ukazuje,
jak lze z neteSitelnosti homogenniho tkolu (A), resp. (B) pro matici 4 a danou
aproximad¢ni funkei ¢ soudit na feSitelnost nehomogenniho tkolu (B), resp.
(A) pro transponovanou matici A’, libovolné koeficienty §; a jistou aproximadni
. funkeci, kters jednoduse souvisi s danou funkei ¢. Kromé toho prace 73 obsahuje
nékteré metodicky zcela pivodni Jarnikovy metrické vysledky.

V praci 76 zabyva se Jarnik dvoudimensionilnim pf'ipadem'.stfedové sy-
metrického, konvexniho oboru, omezeného kiivkou, jejiz polomér kiivosti je
viude nejméné roven g > 0. VySetifuje pak postupnd minima o,, 5, tohoto
oboru a udédvé horni odhad pro souéin o¢,0,, ktery zdvisi na p a na poméru
0,/05. |

Prace 72, 74, 77 zabyvaji se zobecnénim Minkowského postupnych minim
a tvah na télesa nikoliv nutné konvexni. V definici &isel o, vystupuje pak
oviem misto s linedrné nezavislych miizovych boda z,, z,, ..., z, s linedrné
nezavislych rozdild m¥izovych bodd y; — z,, ¥y, — %, ..., ¥y, — %, kde z; ¢ K,
y; ¢ K. Pondvadz téleso sestavajici z bodt y — x (kde z a y probihaji body
z télesa K) nemusi byt konvexni, je zde situace trochu komplikovanéjii, nebot
lze zavésti nékolik navzajem neekvivalentnich definic postupnych minim.
Jarnik odvodil v tomto obecném piipadé nerovnost analogickou k druhé
z Minkowského nerovnosti (20), i kdyZz s vétsi hodnotou konstanty vpravo.
Presnou hodnotu této konstanty uréil pozdéji a vétu jesté zobecnil vynikajici
anglicky matematik RocErs.

Price 65, 66, 75 prenafeji nékteré zakladni véty z theorie diofantickych
aproximaci do oboru p-adickych é&isel.

Doposud jsme se zabyvali Jarnikovymi pracemi z jeho nejvlastnéjsiho
oboru, totiz z theorie &isel. Pfejdeme nyni k hodnoceni jeho ostatnich vé-
deckych publikaci.

V préci 1 zabyva se Jarnik vzdjemnou polohou a rozloZenim nulovych
bodu redlnych integrald Besselovych diferenciadlnich rovnic y” + % + (l —

2
— %) y = 0 pro rizné f4dy ». Oznaéime-li B,(z), resp. Eﬂ(x) dva libovolné in-
tegraly uvedené diferencidlni rovnice #¥4du »-tého, resp. u-tého, potom pro
t<pu<vapron, < fyjakozipro0=u<r<iaf, <«,jefor; —Be<Opi1 — Xpe
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Ptitom «,, resp. g, je r-ty, resp. s-ty kladny nulovy bod funkce B,(z), resp.
Eﬂ(x). Kromé toho jsou zde dokéziny véty, které podstatné zobectiuji vy-
sledky, ke kterym dosp&l SCHAFHEITLIN.

Price 2 zabyvé se podrobné&jdfm studiem, zejména derivovanymi d&isly,
znémé spojité funkce Bolzanovy, kterd v 74dném bod& nemé derivaci. Jarnfk
zde zvla§té ukazuje, %e tato funkee v Zddném vnitinim bodé nemé derivaci,
ani nekoneénou, dale Ze derivace zleva i zprava mohou byt pouze nekoneéné
a existuji soutasné jen v bodech jisté spotetné mnoziny.

V praci 3 uiivd Jarnik metody postupnych aproximaci na dosti obecnou
z

nelinedrni integrélni rovnici @[u, p(u)] = [¥[u, s, ¢(s)] ds, coZ zahrnuje pi-
0

pad i nelinedrni integralni rovnice 1. druhu (LaLesco Fesil podobnou metodou
pouze rovnici 2. druhu).

Je téméf bezprostfedné patrno, ze mé-li funkce f(z) spojitd a konedna
v intervalu («, b, derivaci v kazdém jeho bodg, pak tato derivace je funkce
1. tiidy (t. j. limita posloupnosti funkecispojitych), atedy dle Bairovy v&ty mno-
Zina bodi, v nichz f'(z) je spojitd, je hustd v daném intervalu. Jarnik v praci 5
ukazuje, ze predpoklad této véty o spojitosti funkece f(z) lze potladit. Zde je
nutno viude pripustit i limity nekoneéné velké, zejména tedy pripustit za bod
spojitosti i bod, v némz hodnota funkce je nekonetnd, jen kdyz je splnéna
piislusnd limitni podminka. Do jisté miry zobecnénim metody uZité v této
préaci vznikla prace 10, ve které Jarnik charakterisuje funkee f(z) = f(z,, ,, ...
.« ,) L. tildy Bairovy (v m nezévisle proménnych a definovanych na jisté
omezené dokonalé mnoziné P) jako jisté limity (nikoliv nutné spojitych)
funkef 2n proménnych F(y, z), ¥y = (%1, Yo, -- > Yn)s 2 = (21, 25, - .., 2,) Pro pii-
pad, Ze y >, z—>x, y + 2. '

V praci 6 se v podstaté rozsituje definiéni obor dané funkce f(x), definované
v dokonalé ¢asti A jistého intervalu I, na cely tento interval tak, aby v bodech
mnoziny I — A funkce f(z) méla koneénou derivaci, a déle, aby v téch bodech
mnoziny 4, ve kterych pavodni funkce vzhledem k mnoZiné A m4é derivaci,

Yy

méla derivaci, a to stejnou, i funkce roziitena. Obecnéji zabyva-se ddle tato

prace dlohou, jak lze volit derivovana éisla hledané rozsifené funkce f(x), aby
jeji existence byla zarucena.

Prace 11, 13 a 14 se zabyvaji pferovnavanim nekoneénych fad. Prva z téchto
praci vznikla do jisté miry zobecnénim dvah vedoucich k zndmé Riemannové
vété o prerovnavani relativné konvergentnich fad. Jarnik zde z dané posloup-
nosti ¢, ¢y, ... vedouei k relativné konvergentni fadé ¢, + ¢, + ... vybira
pevnou &asteénou posloupnost a,, @,, ... (sloZenou nikoliv nutné z nezipor-
nych elementt posloupnosti dané) a zkoumé souéty ¥ad vzniklych rozmanitym
zasunutim fady @, + a, + ... a fady b, + b, 4+ ... do sebe. Pritom {b,} je
posloupnost komplementdrni k posloupnosti {e;} vzhleden k dané posloup-
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nosti {¢;}. Druhé z téchto praci zabyva se pierovndvanim nekoneénych fad
s komplexnimi 6leny. Na rozdil od zakladni prace STEINITZOVY tykajici se té-
to problematiky, vySetfuje zde Jarnik netoliko pripady konvergentniho pte-
rovnani, nybrz vSechny p¥ipady, a misto soudté prislusnych fad vySetiuje
mnoziny M(a, + @, + ...) hromadnych bod@ &isteénych soudtt t&chto Fad.
Oznadme M(a,, a,, ...) sjednoceni vSech mnozin M (b, 4 b, - ...) pro viech-
na prerovnani b, + b, + ... Tady a, 4+ a, + .... Treti z téchto praci urduje
v8echny mozZné typy mnozin M(a,, a,, ...). Ukazuje se, Ze tyto mnoZiny maji
velmi jednoduchou strukturu. '

V préci 15 uvadi Jarnik elementdrni dikaz zndmé ArzeLovy véty o z4méng
operace integrovani a limitovdni v piipadé Riemannovy definice integralu,
ktery sestavil pro druhé vydani Petrova Integralnfho poé¢tu. Tento dikaz md
tu prednost, e se v ném nepouzivé ani theorie miry, ani definice Lebesgueova
integralu. VSechny pojmy a véty z theorie mnozZin (a jde o pojmy a véty nejjed-
nodusitho charakteru), kterych je v ditkazu pouZito, jsou zde zavedeny, resp.
odvozeny. »

V praci 23 vysetiuje Jarnik spolu s K. Graxpsorem, E. Laxpavem a J. F.
LirrrewoopEM podminky, které musi spliiovat koeficienty a,, trigonometrické

fady f(x) = > a, cos nz, aby f(z) — co pro z — 0.
n=1

Pro urdeni dolniho Riemannova integralu dané funkce neni tfeba znit
jeji pritbéh. Stadi znat toliko t. zv. dolni soudty. V praci 25 klade si autor
. otazku, do jaké miry uréuji tyto dolni souéty funkei samu. Ukazuje se,
Ze v piipadé funkei zpolaspojitych zdola s jedné strany je v podstaté funkce
svymi dolnimi souéty uréena jednoznaéné. _

V préaci 29 podavd Jarnik jiné feSeni problému feseného O. Bortvkou,
ktery uvadime v trochu populdrnim a méné presném znéni. Je ddno » obeci,
které se maji spojit elektrickou siti o nejmensi spottebé materidlu tak, aty
uzly sité se nachizely pouze v danych obcich.

Clanek 43 zabyva se podobnou problematikou jako &lének 29, metoda
dikazu je ovSem tplné jind. Nepozaduje se zde vSak, aby vrcholy miniméln{
sité byly v danych bodech. ,

V pracich 4, 39, 42, 44, 46, 48, 52, 55 navazuje Jarnik na price AUERBA-
CHOVY, BawNacvOVY, BESICOVITCHOVY, MAZURKIEWICZOVY, SAKSOVY a
STEINHAUSOVY a studuje vlastnosti derivovanych ¢isel reainych funkei, které
plati pro skoro vSechny funkce spojité nebo omezené. Pfitom se divime na
funkce jako na elementy ve funkcionalnim prostoru s obvyklou definici vzd-
lenosti funkei a nazev ,skoro vSechny® znamens vSechny elementy tohoto
prostoru az na mnozinu 1. kategorie (t. j. mnozinu, kterou lze vyjadfit jako
spodetny soudet mnozin fidkych). V ¢lanku 42 je obsirnéji rozvedena metoda
uzivand v téchto pracich, kde kromé toho je ukézano, Ze ,,skoro vSechny
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funkce spojité v intervalu <0, 1> nabyvaji maxima a minima jén jednou,
kazdé jiné své hodnoty pak nekoneén&krat. V préci 55 zobecniuje se pojem

flz + b) — f(=z)

derivace v tom smyslu, Ze misto podilu e vysetiuje podil

%f_@ﬁ), kde ¢ je dand funkce definovand v okoli bodu % = 0,

pro kterou hp(k) > 0,lim ¢(h) =0. Prace 46 navazuje na vysledky BANACHOVY,
pro h+0 h=0

Dexjoyovy, CHINCINOVY, SAKSOVY a ZYGMUNDOVY. VySettuji se zde vlast-
nosti aproximativnich derivaci redlnych méfitelnych funkef x(f). P¥itom
aproximativni derivaci funkce (t) nazyvame limitu

lim —x(t ? — 8¢ ;
=t ¢ —t
jestlize ¢ probihd jistou métitelnou mnoZinu E majici bod ¢ za bod metrické
hustoty, t. zn. za bod, pro ktery plati (A =0,k =0, h + £ >0)
Lim (b + k)"t ulE. (¢t —ht+k)]=1,
h,k—0
kde x znaéi Lebesgueovu miru. Tento obor Jarnikovy tvirdi védecké ¢innosti
by potieboval zvlastniho rozvedeni a zhodnoceni jak pro svoji rozsdhlost,
tak pro vynikajici vysledky, ke kterym zde Jarnik dospél. Touto problematikou
se zabyva i zndmy Jarnikdv dodatek k Cechovym ,, Bodovym mnoZinidm”.

Clanek 41 navazuje na price BANACHOVY a YoUNGOVY, ve kterych jsou stu-
dovany vlastnosti mnezin bodd, ve kterych derivace spojité funkce f'(z) je co.
Jarnik zde v jistém smyslu obraci jejich vysledky, nebot (zhruba Feteno) uka-
zuje, Ze k mnoziné majici vlastnosti uvedené v onéch pracich existuji naopak
rostouci funkce spojité, pro které f'(x) = co prévé v bodech této mnoZiny.
Na tuto praci navazal ZAHORSKI, ktery tyto vysledky dovrsil.

V préci 49 vySetiuje Jarnik spolu s Landauem souvislost mezi soudtem

b
> MM g pifsluinym integralem [e**/*) dz v pripads, e jde o funkei, jejiz
as=nsb . a

derivace f'(z) je v intervalu <{a,b) neklesajici a pro niz plati 0 < f'(x) < .
Van der Corput dokdzal, Ze existuje absolutni konstanta C tak, Ze uvedeny
soudet a integral se vidy li§i nejvyse o C. V praci je ukézéno, Ze za konstantu

&

. 1 1 1 1 . o
Ize volit hodnotu g -}—]/Z -+ - a Ze tuto konstantu nelze jiz obecné
T =

svyz

snizit. Pro nékteré specidlni p¥ipady je udéna i niz&i hodnota této konstanty,

Price 50, 51 navazuji na prace SIERPINSKEHO, SCHREIERA a ULAMA.
Tykaji se vytvofovani funkei jistého typu (na pf. spojitych, definovanych
v intervalu <0, 1) a nabyvajicich hodnot rovnéz z intervalu (0, 1)) superposicf
z jistého poétu (pokud mozno minimalniho) funkei tohoto typu.
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Price 57 zpresiiuje vysledek docileny M. ScaMEISEROVOU (Fund. Math. 22)
a zkoumd vzdjemnou souvislost mnozin limitnich d&isel dané funkece f(P) =
=: f(z, y) pii p¥iblizovani se k jistému bodu P dané eukleidovské roviny ve dvou
riznych smérech. Jarnik ukazuje, Ze aZ na vyjimky v jistém smyslu nepatrné
kazdé dveé takové mnoziny maji alesponl jedno limitni é&islo spoleéné. Nazvéme
derivovanym &islem zprava (pozor! toto nazvoslovi nesouhlasi s obvyklym)
dané realné funkce F(z) definované pro viechna realns x v bod¢ z &slo d,
které 1ze napsat ve tvaru d = lim Flo =+ rk}:’)—j Fi(z) pro vhodnou posloup-

N—> * n

nost {4,}, kde k, > 0, b, — 0. Obdobny nazev zavadime pro'derivované. céisla
zleva. Pak z Jarnikovy véty na piiklad plyne, Ze v kazdém bodé x (az na
nejvysSe spodetnou mnozinu) existuje derivované &islo zprava, které je sou-
¢asné derivovanym ¢islem zleva.

Akademik E. Cech v &lanku ,,Topologické prostory** Casopis 66 (1937) za-
vadi obecné topologické prostory P tim, Ze kazdé mnoziné M je prifazen uzé-
vér wM spliujici docela elementérni predpoklady:

whp=0; MCP=>MCuM, MCNCP=uMCul.

Neustalym tvorenfm uzdvért z uzavért piedchizejicich mnoZin dospivame
obecné k mnozindm $irsim. Existuje viak pro dané M C P nejmensi ordindlnf
gslo &, pro které ué+1M = wufM. Jarnik v praci 61 studuje vlastnosti mnoziny
éisel &, probiha-li M vSechny é&asti prostoru P.

V élanku 79 uvadi Jarnik osm raznych, nazoru odpovidajicich definic
kruznice kiivosti dané kiivky, zkoumd jednak podminky existence kruZnice
kfivosti v jednotlivych pifpadech, jednak vzdjemné implikace téchto definic.
Jejich diskuse mé v elementérni diferencialni geometrii velky vyznam, nebot
v literatufe najdeme u riznych autori nejrozmanitéjdl definice kruZnice
kiivosti a ¢tendd nedovede nékdy ihned odhadnout ekvivalenci nebo ne-
ekvivalenci téchto definic. '

V élanku 82 Yedi Jarnik problém polozeny J. MirusiXskiM, zdali totiZ lze
nalézti dvé spojité funkee z(t), y(z) v intervalu 0, t> tak, aby jejich konvo-

ag

luce, t. j. funkee 2(0) = [x(c — 7) y(z) dz v intervalu 0 < ¢ < ¢ neméla nikde
0

derivaci. Jarnik skuteéné takovou dvojici funkei konstruuje a dokonce uka-
zuje, e skoro vSechny (ve smyslu kategorif) dvojice spojitych funkei x(z),
y(7) maji tuto vlastnost.

V8eobecné znama je véta: Jestlize Wronského determinant W(f,, fs, ---, fn)
(element v k-tém ¥4dku a i-tém sloupci je (k — 1)-ni derivace fi ', 1 <k < n,
1 <4 < n), ktery piislusi k funkeim f,(z), fo(2), ..., f.(z) definovanym v jistém
intervalu (a, b) ma v intervalu (a, b) hodnost [ < n tak, Ze jisty pevny deter-
minant I-tého ¥adu utvofeny z prvych I ¥4dkd je rizny od nuly v (a, b), pak
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