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éa;opis pro péstovani matematiky, roc. 82 (1957), Praha

REFERATY

EINIGE FRAGEN DER APPROXIMATIONSTHEORIE

(Referdt o pfednédsce dr GEzy FrREUDA proslovené na schiizi matematické obce prazské
dne 6. dubna 1957.)

PrednéSejici predvedl ditkaz ndsledujici véty:

Necht | jest funkce spojitd na celé piimce, periodickd s periodow 2x. Necht [ md spojitou
derivact v kazdém bodé. BExistuje absoluini konstanta k s touto viastnosti: Necht P, je posloup-
nost trigonometrickych polynomd stupné < n, necht y, jsou éisla = 1 a necht plati

I-f - Pn| § ynEn(f) =
Potom plati o :
Ifl - -P',n[ = k'yn En(fl) .
Dikaz. Jestlize s, znamend n-ty parcidlni souéet. Fourierovy fady pro f, oznadime
8 4+ ... + Son-1
s

7,,(f) pramér . Plat{ potom podle véty de la Vallée-Poussinovy odhad

[f — Va(f)| < 4E,(f). Déle se dé za uvedenych predpokladt dokézati, Ze V,(f') = V., (f).
Je potom

P = Py ={f = Vu(f") + [Valf) — P,T".

Rozdil f* — V,(f') je odhadnut ¢islem 4E,(f). Podle Bernsteinovy véty bude druhy
rozdil odhadnut 2n-ndsobkem normy polynomu V,(f) — P,. Je v8ak

Je tedy

" — Ppl < 4E,(f") + 2n(4 + 7,) By(f) -
A

Podle mnerovnosti, dokdzané neddvno SteCrINEM, plati E,(f) = — E,(f'), odkud
n

ihned plyne uvedeny odhad.
PredndSejici se zminil jeSté o nékterych podobnych vétdch tykajicich se lokalisace
aproximace a v diskusi podal dikaz véty Stetkinovy a zodpovédél fadu dotaz.

Vliastimil Ptdk, Praha.

0 ZOBECNENI JISTYCH VET O VNORENI

(Referat o prednésSce S. L. SoBoLEVA, proslovené na schizi matematické obce prazské
dne 15. dubna 1957, o dosud neuvefejndnych vysledeich z funkciondlni analysy.)

- Predndsejici nejd¥ive piipomnsl, Ze problematika, kterou se zabyval, pfirozené vznikla
pfi studiu existence zobecnénych FeSeni kvasilinedrni hyperbolické rovnice
*u 0%u

n
D Mgy v o e i
.;’,4,?1 Y bz, éx; ot?
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(Aﬁ a F jsou funkce proménnych z,, ..., z,, ¢, u, ?_u’ vy 'ou, 6u) Vyslovil definici zo-
ox, ox, ot

becnénych derivaci a prostora Wi.

Vlastnim obsahem piednéSky bylo pak zobecnéni téchto dvou vét.

1. Bud ¢ redlnd funkce n proménniych definovand v oblasti Q, ¢ ¢ Wi, Ip > n. Potom je
@ « C a existuje konstanta (nezdvisld na ) tak, Ze ||plc < Mip|w,

II. Md-li ¢ tyZ vijznam jako ve vété I a je-li Ip < n, potom @ € L, na kaidé s-rozmérné
Sp

—ip

Tyto dvé vety hraji dulez1tou roli nejenom v theorii hyperbolickych rovnic, nybrz
v celé matematické fysice, pti feSeni eliptickych rovnic variaéni metodou, p¥i formulaci
okrajovych tloh pro polyharmonickou rovnici atd.

Predndsejici ukdzal nékolik jednoduchych objastiujicich prikladtt na véty I a II
a zabyval se potom piipadem, kdy hodnoty funkce ¢ le#i v Banachové prostoru X.
Zaved] definici integrélu pro ,,abstraktni‘‘ funkece (na prikladé ukdzal, Ze definice Bochne-
rova je pro jeho tdely ptili§ tizkd). Pro schodovitou funkei ¢ je ptirozené definovat
integral :

nadroving, kdes>n—lpaq—

k
[oP)de =2 x; m(E,); ¢P)=n;naB;, UE;=20.
2 i-1 1
Je-li ||p|lp norma zobrazeni ¢ takové, Ze pro & > 0 existuje d tak, Ze pro [jgfi, < 0 je
I f @(P) dQ|x < & pro kaZdou schodovitou funkei ¢, lze roziifit operdtor integrace na
funkece, které v normé prostoru @ jsou limitou funkei schodovitych. Pro tyto funkce
1@ 9(P) dQ

lze definovat normu ||<p|i‘pp = sup o X pii ¢emZ w je schodovitd funkce,
w DL,

1 1
jejiz hodnoty jsou redlnd éisla a — + —, = 1 pro p > 1; pro ptipad p = 1 je analogicky
r :

If o(P) o(P) d2lx
Max [o(P)] . Jelli X redlnd osa, je ]|<p]|¢, [ZEMP dQ]

se lze presvédéit, Ze ||pllp, je skuteénd norma. Funkce, pro néz |jplls, < -+ o0, tvoli
linedrni prostor @, ktery je analogii prostoru L,,.

PrednésSejici na piikladé ukézal, Ze prostor @, nemusi byt uplny @, 1ze doplnit, Je viak
1épe zavedeni idedlnich elementt obejit timto zpusobem

Je-li p(P) bodovd funkee, jejiZz hodnoty leZi v prostoru X, potom ji lze predpisem
@(E) = f S 9(P)dQ (&g je charakteristickd funkce mmnoZiny E) ptifadit mnoZinovou

2L
»

”‘P”d),, = sup Snadno

funkei q;(E). Je-li w(P) schodovitd funkce nabyvajici redlnych hodnot, lze definovat
integral f o(P) de(E) a s jeho pomoci pak v prostoru @, vSech funkei p(E) normu

1 il
lo(E)||lo, = sup g i 2
" ol p P
Znakem ¥, ozna¢me mnoZinu téch y(E), pro né% je y(E) = lim y,(E), kde y,(H).
je mnoZinovd funkce pfifazend funkei schodovité. PrednédSejici dokézal, Ze ¥,cC @,
a¥, + @,
Akademiku Sobolevovi se podatilo objevit nutnou a postatujici podminku pro to,
aby y ¢ ¥,; to nastane tehdy a jen tehdy, kdyZ

a) y(E) je absolutné spojit4,
b) y(E) je spojitd p¥i posunuti, t. zn. Ze k ¢ > 0 existuje d > 0 tak, Ze kdy% ][QHE <4,
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potom |[w(E + Q) — w(B)||x < & pti ¢emZ E + @ znadi mnoZinu, kterd vznikne posu-
nutim mnoziny E o vektor Q. .

Akademik Sobolev ukdzal na prikladé, Ze existuji funkce, které jsou absolutné spojité,
ale nejsou spojité pfi posunuti, t. j. ukdzal, Ze neplati a)=> b) a vyslovil domnénku, Ze
z b) plyne a).

. . ., By 5 .

Funkei y(X) nazveme zobecnénou derivaci o jestliZe pro kazdou funkei o,

} i ... Op

x-kréte spojité diferencovatelnou a rovnou nule v blizkosti hranice oblasti 2, plati

%
fm do(E) = (= 1) f” dy(E).

Q 0
Hlavni vysledek, ke kterému prednésejici dospél, je ten, Ze véty o vnoreni I a II
plati i pro mnoZinové funkee, které ndlezi do prostoru ¥,,. Pfitom je ovSem nutné zachovat
jistou opatrnost pti formulaci vét. Presné znéni véty analogické I je toto:
I'. Je-li y e ¥, mnozinovd funkce definovand na méfitelnyjch podmnozindch oblasti Q

i (B
takovd, Ze Il Tyl : < K a je-li Ip > n, potom y(E) je integrdl ze spojité funkce.
Dy
Podobné lze formulovat i vétu analogickou II; predndSejici se pfi tom omezil jen na

pripad s = n.

oxh ... E’x}lﬂ'

*

S. L. SosoLev predndSel jesté v matematické obei praZské dne 18. dubna 1957 na
théma ,,Nové formulace okrajovych tloh u eliptickych diferencidlnich rovnice.
V této pfednédsce podrobné rozvedl vysledky, kterych dosdhl spole¢né s M. I. ViSikem
a které uverejnil v élanku ,,06mas NocTaHOBKA HEKOTOPHIX KPAaeBMX 3afad [JIA DJIIHI-
TUYEeCKNX AuddepeHnnalpHLIX yPaBHEHUNE B 4acTHHIX npousBoiHbX'‘, TAH CCCP, T. 111,
Ne 3, 1956, 521 —523.
Rudolf Viyborny, Praha.

O HOMOMORFISMECH CASTECNE USPORADANYCH MNOZIN A SVAZU

(Vlastni referdt o prednéaSce proslovené v rdmei ,,Diskusi o novyeh pracich brnénskych
matematikit’‘ dne 8. dubna 1957 v Brné.)

Céstednd usporddanou mnozinou M rozumime neprézdnou mno#inu M, na niz je defi-
novéana asymetrickd a transitivni bindrni relace < (srv. B. DusHENIK — E. W. MILLER:
Partially ordered sets, Amer. Jour. of Math. 63 (1941), 600—610). Je-li # < y nebo 2z = ¥,
piSeme x = y aneplati-li ani z < y aniy < z, piSeme z || y. '

O ¢dstednd uspoiddané podmnozing P C M Fikdme, Ze je vioZend (v ¢dstedné uspotddané
mnoZiné M), jestlize plati

zeM —P=>{z<zy<zh a {z<az<>z<y} prokazdéaz,yelP . (1)

Vzhledem k (1) lze na kaZdém rozkladu M na &éstetné uspoiddané mnoziné M, ktery
je rozkladem ve vloZené ¢dsteéné uspotddané podmnoziny v M, definovat t. zv. faktorovou
Edstedné usporddanou mnozinu M takto .

P <@Q; P,Qeﬂ©m<y; 2eP,ye@. (2)

Zobrazeni ¢ ¢dsteéné usporddané mnoZiny M na ¢dsteéné usporddanou mnoZinu N,
které splnuje podminky :

v<y; HyeM =0k <oy, : (3)

i

. z | y; xyeM=pk) | ¢y, (4)
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je isomorfismem. Sphiuje-li podminku
r<y; yeM =0k = o), (39
je isotonnim zobrazenim. Spliuje-li podminku'(3) a podminku
z|y; @yeM = bud g@@)|ely) nebo ¢@) = qy), #)

je homomorfismem definovanym pro obecné grafy (srv. K. Curfx: Zur Theorie der Gra-
phen, Clechoslov. mat. Zur., v tisku).

Zobrazeni p, které splituje podminky (3') a (4) pFip. (3) a (4), p¥ip. (3") a (4’), oznadujeme
jako A- piip. B- pfip. C-homomorfismus. Rozklad na &4stednd usporddané mnozing M,
vytvoreny A- prip. B- ptip. C-homomorfismem ¢, se nazyvé A- p¥p. B- p¥ip. C- vytvoru-
jiei rozklad a podobné se oznaduje na takovémto rozkladu definovans faktorové ¢dstednd
usporddand mnoZina.

Predevsim plati:

Véta 1. Rozklad M na édsteiné usporddané mmoziné M je a) A-, pfip. b) B-, pFip. c) C-
vytvorujicim rozkladem pravé tehdy, kdyz a) je rozkladem ve vioiené Fetézce, pfip. b) je roz-
kladem wve vloZené Cdsteéné usporddané podmmoZiny, jejichi kaidé dva rdzné proky jsou
navzdjem nesrovnatelné, pfip. c¢) je rozkladem ve vlozené Edstetné uspordadané podmmoZiny.

Theorie A-homomorfismu je uplné vybudovéna a ukazuje se, %e plati skoro vSechny
véty obdobné pro theorii obecného grafového homomorfismu (t. j. zde B-homomorfismu).
Céstedns uspoiddanou mnozZinu, kterd neni fetézcem, nazvéme A-jednoduchou, jestlize
na nf existuje prdvé jedna A-faktorovs édsteénd usporddand mnozina. Retézec nazyvime
A-jednoduchym, jestlize je jednoprvkovy. Pak na priklad plati:

Véta 2. KaZdd &dsteéné usporddand mmoZina je A-homomorfnim vzorem prdvé jedné
{aZ na isomorfismus) t. zv. jeji A-jednoduché Edsteéné usporddané mmoZiny.

Z véty 1. a 2. plyne, Ze kazd4a ¢dsteéné usporddand mnoZina je jednoznaéné (a% na iso-
morfismus) charakterisovédna svoji A-jednoduchou ¢ésteéné uspoiddanou mmnoZinou,
jejimuz kazdému prvku je prifazen pravé jeden ordindlni typ (soustava téchto ordindlnich
typt je t. zv. A-homomorfni charakteristikou dané édsteéné usporddané mnoziny).

Déle na piiklad plati:

Véta 3. Cdstetné usporddand mnotina M je A-jednoduchd prdvé tehdy, kdys pro kaidy
jeji A-homomorfni obraz N platt M = N.

Na rozdil od A- a B-homomorfismu je theorie C-homomorfismu mnohem chudsi,
a to proto, Ze C-homomorfismus je vice podobny homomorfismu theorie grup. Pak i pojem
C-jednoduchosti zcela odpovidd pojmu jednoduchosti grupy. Pies tyto zdvady se zd4,
¥e prévé C-homomorfismus je nejvhodnéj$im zobrazenim pro studium édsteénd uspors-
danych mnoZin i svazi, nebot je nejobecnsjSim zobrazenim (podle véty 1.), které pri-
pousti zavést (netrividlnd) pojem faktorové &dstedné usporddané mnoZiny a také fakto-
" rového svazu.

Plati na piiklad:

Véta 4. C-homomorfismus @, t. §. isotonni zobrazent, které splituje (4'), je homomorfismem
vzhledem ke spojeni pFip. k priseku prdvé tehdy, kdyz spliiuje podminkw (5) pfip. (6),
kterd je tvaru

zlly, @@ =) =gk Vy =9el, (5)
zlly, @) =oely) =>e@Ay) =0e@. (6)

Pojem vloZené ¢dstednd uspoiddané mnozZiny ukazuje cestu ke studiu svazli nikoli

jako mnoZin s terndrnimi relacemi, t. j. s operacemi (tedy analogicky k theorii grup),

nybrz jako mno#in s bindrni relaci (tedy analogicky k theorii grafii).
Karel Culik, Brno.
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0 CYKLICKYCH GRAFECH

(Vlastni referiat o predndSce proslovené v rémei ,,Diskusi o novych pracich brnénskych
matematiki‘‘ dne 13. kvétna 1957 v Brné.)

Binarni relaci ¢ definovanou na mnozing F # 0 se rozumi podmnoZina kartézského
soudinu F x F (t. j. plati o ¢ F x F). Dvojici F(p) nazyvdme grafem. Posloupnost
{u;}e_, prvka u; ¢ F' se nazyvé vdzand pip. monotonné vdzand v F(g), jestlize plati bud
(i, U;sy) € 0 NEDO (Ujig, U;) €0 pro 1 <4 < k prip. (w;, u;4q) € 0 Pro 1 = ¢ < k a ¥kdme
o ni navic, Ze je uzaviend, plati-li také bud (uy, u,) € 0 nebo (u,, uy) € 0 PHp. (uy, ) € .
Cislo k se nazyvd jeji délkou. Uzaviend monotonné vdzand posloupnost {ui}f=1 se nazyvd,
cyklem, jestliZe u; + u; pro i * J.

Bindrni relaci ¢ nazyvéme cyklickow relact stupné k (struéné Z,-relaci), splituje-li
podminku

{u;}%_, je monotonné vizand posloupnost v 9 => (U, u;) € 0 . (1)

Pak Z,-relace je reflexivni a Z,-relace je symetrickou relaci. PrepiSeme-li podminku Z,
do obvyklého tvaru zoy, yoz = 202, je zfejmd analogie podminky cykli¢nosti s podminkou
transitivnosti. Dédle relace ¢ je cyklickou relaci stupné & = 1, 2, 3 pravé tehdy, kdy%
je ekvivalenei. )

Graf F(g) nazyvéme cyklickym grafem stupné k, jestlize g je Z, relaci. Cyklus {u;}9_,
v F(9) nazyvéme ryzim cyklem, jestliZe plati

(u;, u;) € 0 =@ + 1 = § (mod d), (2)
pii demZ v8ude klademe u, = u, pro p = ¢ (mod d).

Pak plati: ‘

Véta 1. Délka ryziho cyklu souvislého cyklického grafu je délitelem jeho stupné.

Stupen & cyklického grafu F(p) nazyvéame jeho periodou, jestlize existuje cyklus délky
k v F(g) a jestliZe pro délku d kazdého cyklu v F(p) plati d > k.

Véta 2. Souwisly cyklicky graf o periodé k = 3 je jednoduchym grafem prdvé tehdy,
kdyz je cyklem délky k.

Véta 3. Sowwvisly graf je cyklickym grafem o periodé k = 3 prdvé tehdy, kdyz je homo-
morfnim vzorem cyklu délky k.

Je tedy kaZdy souvisly cyklicky graf o period$ k = 3 Gplné charakterisovdn uspo-
fddanou k-tici mohutnosti (t. j. vlastné svoji homomorfni charakteristikou, kterd byla

definovéna podobné jako pojem homomorfismu a jednoduchosti v autorové prdei Zur
Theorie der Graphen, Cas. pro pést. mat., v tisku), takZe se snadno odvodi na pifklad)

Véta 4. Je-li «;, &y, ..., &, homomorfni charakteristika souvislého cyklického grafu F(o:
o periodé k = 3, pak F(p) obsahuje cyklus délky d prdvé tehdy, kdys d = nk, kde n je pFfirozené
Ctslo, a kdyz x; Znpro 1. <i < k.
Karel Culik, Brno.
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