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0 HELLINGEROVE INTEGRALU

ILJA CERNY, Praha.
(Doslo dne 6. 12. 1955.) DT: 517.65

V &lanku jsou vySetfovény nékteré jednoduché vlastnosti integrialu

]
? b .
I_Aglf_(@’!__l a variace p — var (f,g) a jejich prevedeni na Lebes-
g(x)| a
a

gueldv integral.

Integraly typu vySetfovaného v tomto ¢lanku se po prvé zabyval v roce 1907
E. Heruiwger. Pii studiu spekter kvadratickych forem nekoneéné mnoha
proménnych dospél k vyrazim, které maji nskteré vlastnosti integrala a
o nichZ soudil, Ze se nedaji pfevést na Lebesguetv integral. (E. Hellinger: Die
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Verinder-
lichen, Dissertation, Gottingen 1907; Neue Begriindung der Theorie quadrati-
scher Formen von unendlich vielen Verinderlichen, Journal f.r. u. a. Math., B.
136, 1909.) Tyto vyrazy byly nazviny ,,Hellingerovy integraly“. V roce 1912
se Hauwovr (H. Hahn: Uber die Integrale des Herrn Hellinger und die Ortho-
gonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinder-
lichen, Monatsh. f. Math. u. Physik, XXTIT, 1912) podatilo tyto integraly pre-
vést na Lebesgueovy. Od té doby nalezly integrily Hellingerova typu pouZziti
i jinde, na pf. pfi otazkich obecného vyjadieni linedrnich operdtort v nékte-
rych polouspofddanych nebo normovanych linedrnich prostorech (Kaxmoposux-
Byaux-ITunckep: (OYEKNIWOHAILHBEIE aHAIW3 B NOIYYHOPALOYEHHHEIX IpO-
cTpaHcTBax), ve statistice (H. Cramér: Mathematical Methods of Statistics)
a jinde.

Pokud vim, nebyly vlastnosti operace Hellingerova integrovani podrobnéji
vySetfovany. V Hahnové préci se v podstaté vyskytuji jen specidlni piipady
vét 1,8 a 2,1 tohoto &lanku. Hellinger i Hahn se zabyvaji integrily typu

(df()
dg(x)

a

, Pti demZ se predpoklada, Ze ¢ je spojité4 a monotonni.

Prvni kapitola tohoto 8ldnku obsahuje definici Hellingerova integrdlu vhod-

nou pro obecnéjii funkce f a g. Hahn definoval integral tak, jak jsme my v defi-
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]
nici 1,2 zavedli var (f, g). Tento postup souhlasi s na&im, jestlize funkce g je
a

spojitéd a monotonni, v jinych piipadech se vak ziejmé nehodi. Souvislost mezi
Hahnovou definici a definici 1,1 je obsahem v&t 1,6 a 1,7.

Druhé kapitola obsahuje véty o pfevedeni Hellingerova integrédlu na Lebes-
guetv se slab8imi predpoklady o funkeich f a g, neZ uvddi Hahn. P¥i dikazu
uzivam Vitaliovy véty, kterd umoznila dikaz zkritit a uéinit prehledndj¥im.

1. Definice a nékteré zikladni vlastnosti Hellingerova integrilu

Definice 1,1. Budte dény dv& (koneéné) redlné funkee f a g na (omezeném)
_intervalu <a, b). BudiZ p > 1. Necht plati tato podminka: Je-li pro dva body
x5 %, 7 <@, b) g(z;) = g(2,), je téZ f(x,) = f(x,). Oznadime pro struénost

[f(1) — f(&s)I?
M (z,, z,) =
0 ) = ) = gl
a éinime jednou pro vZdy tuto tmluvu: ,,Podilu‘ M,(x,, %,), v némz jmenovatel
(a tedy téz Citatel) je roven 0, ddvame hodnotu 0.

Pii této tmluvé mizeme kazdému déleni D ={a =z, < 2, < ... < &, =
= b} intervalu <, b) ptifadit soudet

'H:D(f’ g; -D) = Zlﬂlp(xi—la xi) D
Oznadime »(D) = max (z; — ;). JestliZe pro kaZdou posloupnost déleni
{D,}, pro niz ¥(D,) — 0, existuje vlastni lim H,(f, g; D,) — potom je oviem
n—roo

tato limita nezévislé na volbd posloupnosti {D;} — oznaéime

b
|df(z)l?

lim B, 65 D) = (p) — H(f,9) = [[or DL

n—rw

Této limité ¥{kdme Hellingerav integral p-tého stupné funkee f podle funkce g
v intervalu (a, b).
Umluva. Nebude-li tfeba ob4vat se nedorozuméni, budeme misto H,(f, g; D)

b b b
psat kratce H,(D) nebo H(D), misto (p) — H(f, g) podobné H (f, g) nebo H,
misto M,(z,, z,) symbol M(z,, z,).

b
Pozndmka 1,1. Existuje-li H(f, g), je to nezdporné &islo.
a

b z b
Véta 1,1. Existuje-li H(f,9) a jeli xze(a,b), existuji téZ H(f,g) a H(f, g)
a a z
a platt: , , .
H=H-+H.
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. Dikaz. Budiz z ¢ (a, b) a budiz { D, } libovolna posloupnost déleni intervalu
{a, £, pro niz »(D;) — 0, { Dy} libovolné posloupnost déleni intervalu (z, b},
pro ni% (D) — 0. Z posloupnosti { H(D,)} 1ze vybrat posloupnost { H(Dp,)},
kterd m4 (vlastni nebo nevlastni) limitu «. Jest

b
lim [H(D;) + H(Dn,)] = H ,
k— o

odkud pfedeviim plyne, %e « << + oo (nebot H(D,) = 0), a také, Ze existuje

z b
vlastni lim H(Dj}). Tedy existuje i H. Podobné& se zjisti, Ze existuje H. Dale je
a z

k>

H = lim [H(D}) + H(DI)] —

n—r

z b
=lim H(D,) + Lim H(D?) = H + H.

n—> n—-x
v /4 = b
Oznadeni. Existuje-li H, oznadime
a

0 pro z=a,

h(x) = 7
NH pro xe(a,b).

(Funkee % je pak neklesajici v (a, b).)

b b
Poznamka 1,3. Z existence HaH neplyne obecné existence H. Pfiklad:
a z a
Je-li f(z) = g(z) = 0 pro z =+ 0, f(0) = ¢(0) = 1, je pro libovolné p > 1

(p) — f{(f,. 9) = (p) — ér(f, g=1,

1
kdezto H(f, g) neexistuje, nebot pro kazdé déleni D intervalu (—1, 1, které
. -
obsahuje (resp. neobsahuje) bod 0, je H,(D) = 2 (resp. = 0) nezévisle na »(D).

b
Véta 1,2, Necht existuje (p) — H(f, g). Potom plati:
1. lim M, (z,y) = 0.

[z,y]—{a,a]
z>a,y>a, z+yY

2. Existuje vlastni lim M(a, x) a rovnd se lim é
0+ >0+ a
3. Je-li z, > a, z, - a a je-li posloupnost {g(x,)} omezend, existuje vlasint
lim f(z,) = A; existuje-li viasint lim g(z,) = B, je
n—>o n—co
@) — AP
lim X . —0
nres 19(@n) — B2
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SpecidIné: je-li g omezend zprava v bodé a, existuje vlasint lim f(z) = f(a +);
r—a+

existuje-li vlasint lim g(x) = g(a +), je
z—a+

() — fla +)I
lim =0.
roat 19(@) — g(@ T+
4. Je-li g(x) spojitd v bodé a zprava, je téZ f(x) spojitd v bodé a zpmva a

lim M(a, z) = 0.
z—a+
5. Je-li f(z) spojitd v bodé a zprava, je lim M(a, z) = 0. Je-li g(x) omezend
z—a+
v okoli bodu a a je-li f(x) nespojitd v bod¢ a zprava, je lim M(a, x) =+ O.

T—>a+
6. Je-li  spojitd v bodé a zprava, je i h(x) spojitd v bodé a zprava. Je-li g(x)
omezend v okoli bodu a a je-li f(x) nespojitd v bodé a zprava, je i h(x) nespojitd
v bodé a zprava.
7. Plati tvrzens analogickd torzenim 1—6, pifeme-li misto a v¥ude c, kde ¢ je
libovolny bod z {a, b). Plati tvrzent analogickd tvrzenim 1—6, piseme-li misto a
vdude c, kde c € (a, by, a mluvime-li o konvergenci (a spojitosti) zleva v bodé c.

Dikaz. 1. Kdyby tato limita bud neexistovala, nebo existovala, ale nebyla
rovna nule, existovaly by dvé posloupnosti {z,}, {#,} a &slo o > 0 tak, Ze
Tp—> 0, Yo —> G, Ty F Yn, T > @, Y > a, M(2,, 9,) > o0 Snadno vybereme
posloupnosti {%,,}, {¥,,} tak, Ze
Tng 11 < > Lngr1 < Yng > Ynxsa < Xy 5 Ynpsn < Yny
Najdeme § > 0 tak, Ze

(D) < 6= IIbI —HD) <1.

Muzeme predpokladat, Ze pro vSechna % je %, € (a,a + 0), Y, € (a,a -+ 6).
Potom Ize ke kazdému % sestrojit déleni D, majici tyto vlastnosti:

) w(Dy) < 6

b) Zpy, «ees Tago Yngs -+ o> Yy jSOU délici body Dy;

¢) mezi &, a ¥y, (v = 1, 2, ..., k) neleZi z4dny bod déleni D,.

Potom je H(D,) > ko, coz neni mozné pro vSechna k — spor.

2. Budiz & = lim A(z). BudiZ ¢ > 0. Existuje §; > Otak,Zeze (a,a + ;) =

z—a+

z b
= |H — «| < e. Existuje dale 6, > 0 tak, Ze »(D) < d,= |[H(D) — H| < e.
a a
Budi? 6 = min (&, 8,). Zvolime-li z € (a, a + 8) libovolns, existuje déleni D’
b
intervalu {z, b}, pro n&% je »(D') < 8, a |H(D') — H| < &. Oznaéme D déleni
z

intervalu <a, b), které vznikne z D’ p¥iddnim bodu a; jest »(D) < 6,. Tedy
|M(a, x) — & = |H(D) — H(D') —al <
< |HD) — HH—IH H(D)I+IH—0¢I<38



3. Predpoklédejme, Ze neexistuje vlastni lim f(z,) a budiz |g(z,)| = K pro

fn—> 0
viechna n. Z posloupnosti {z,} 1ze vybrat dvé posloupnosti {#,} a {2} tak, fe
If(xn) — f(@n)| > ¢ > 0 pro viechna n. Je vSak

If(@n) — fan)l? = M(@n, 27) . |g(xs) — glan)lP* < (2K)-1 . M(wy, 7) ;
podle 1 by pak bylo |f(z,) — f(z3)| — 0, coZ je spor.

— Al?
Necht nyni existuje vlastni lim g(z,) = B. Kdyby podil E'%%—)_—B—IJ_—I
n—rco n
nem&l limitu 0, existovala by vybrand posloupnost {2} a &slo ¢ > 0 tak, Ze
[f(@n) — AP .
Pt I ) P ro vSechna 7 .
foCes) — Bpx ~ ¢ P :
ProtoZe pfi pevném n je
|f(za) — A7 [f(@n) — f@,)IP

o) = BIE — p, Tg(@h) — g7
existuje ke kazdému n index m(n) tak, 7o @ < T < Zp & M (%) Tn) >
> p > 0, coz odporuje tvrzeni 1.

Je-li g(x) omezend zprava v bodé @, je kazda posloupnost { g(z,)}, kde z, > @,
%, —> a, omezend, a tedy pro kazdou posloupnost z, > a, z, — o existuje
vlastninlir: f(x,). Tedy existuje vlastnixl_iﬂaj(x). Podobné dale.

4. Je-li g spojité zprava v bodé a a f nikoli, jest f(@ +) =+ f(a) (f(a +) existuje

podle 3). Potom viak lim M(a, z) = -+ o0, coZ je nemoZné. Zbytek tvrzeni 4 je
z—a+

dtisledkem tvrzeni 3.

5. Necht z, > a, x, > a. Potom bud g(z,) - g(@) — v tom piipadé
lim M(a, z,) = 0 podle 3 — nebo {g(z,) } nekonverguje k g(a). V tomto piipadé

f—>0 .

lze vybrat z {x,} posloupnost {z,} tak, Ze {g(x,)} m4 limitu B =+ g(a). (Maze
byt i B= -+ 00.) Potom viak m3 itatel v M(a, z.) limitu 0, jmenovatel
limitu rtznou od nuly (event. nevlastni), a tedy lim M(a, z,) = 0. Protoze
podle 2 existuje lim M(a, x) je tato limita také rovna 0.

Neni-li f spojitd v bod& a zprava, existuji body z, > a, z, - a tak, Ze
H(z,) > 4 =+ f(a). Kdyby bylo g(z,) — g(a), bylo by
[f(zn) — J(@)}?
Ma, z,) =
8. ) l9(2a) — g(a)~
coz je nemozné podle 2. Tedy lze vybrat posloupnost {z,} tak, Ze g(z,) — B +

#+ g(a). ProtoZe g je omezen4 v okolibodu a, je B + 4+ o0, atedylim M (a, z,) +
%+ 0. Protoze lim M (a, z) existuje, je téZ =+ O.
z2—>a -+

-+ ©,

6. Staéi uzit tvrzeni 5 a 2: Je-li f spojita v bod& a zprava, je lim M(a, z) =
z—>a+
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= lim h(z) = 0 = h(a). Je-li g omezend v okoli bodu a a je-li f nespojité
z—>a+
v bodé @ zprava, ]e hm M(a, z) = lim A(z) + 0 = h(a).

T—a+

b
7. K dtkazu prvni &asti tvrzeni 7 stadi uvazit, Ze z existence H plyne existen-
a

b
ce H pro kazdé ce<a, b). Druhou 84st tvrzeni 7 dostaneme z prvni tim, Ze
e

prejdeme od funkei f(z), g(z) v <a, by k funkeim f(— z), g(— ) v intervalu
{(—b, —a).

b b
Véta 1,3. Existuje-li H, existuji pro kazdé x € (a, b) integrdly I;T a H a plati:
a a x
lim [M(z',z) + M(z,2") — M(z',2")] = 0.

T'—z—
"=z +

z b
Obrdcend: Existuji-li pro nékteré x e (a, b) oba integrily H o H a je-li uvedend
a z
b
limita rovna 0, existuje © H.
a

b T b
Dukaz. 1. Necht existuje H . Potom existuji téz H a H . Budte =,, «, takové

body, Ze z, < z < x,, %, — %, ¥, — x. Utvoime delem D tak, Ze x,, x, jsou
sousednimi body tohoto déleni a Ze »(D,) — 0. Oznadme D, déleni vzniklé z D,
pfiddnim bodu z. Potom plati:

0 = lim [H(D,) — H(D,)] = lim [M(z,, ) + M(z, ;) — M(,, 2,)] -

Nn—> 0 n—rw
2. Necht jsou podminky véty splnény a necht {D,} je posloupnost déleni
intervalu <a, b, pro niz »(D,) — 0. MiZeme se omez1t na tyto piipady:
a) z je délicim bodem kazdého D,
b) z neni délicim bodem Z4dného D,,.

b
V prvnim pripadé plyne existence lim H(D,) z existence I:; a H. Ve druhém
z
pfipadé existuji (pro kazdé n) sousedni body déleni D, — oznalme je z,, z,

tak, Ze z, < x < «,. Pridejme k D, bod «; tim dostaneme déleni D,. Z existence
Ha Ibi plyne existence lim H(D,). Protoze x, — z, , — * a protoZe

T H(D;) — H(D,) = M(z,, z) + M(x, z,) — M(x,, z,) ,

existuje podle podmmky vety ilim H (Dn) v pnpade a)iv pnpade b) je zfejmé
lim H(D,) = H + H tedy existuje H (a rovna se H + H)

Véta 1,4. Je-li | spojitd v bodé z € (a, b), g monotonnt v bodé = a existuji-li H

b b
a H, existuje téz H.
z a
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Dokézeme nejdfive toto lemmas:

Lemma. Jeli bud g(z') < g(2) < g(z") mebo g(z') = g(x) = g(a"), je
M, 2") < Mz, z) + M(z, z"). Je-li tedy g monotonni v intervalu {a,b)
a je-li D' zjemnénim délent D, je H(D') = H(D).

Dtkaz lemmatu. Je-li bud g(z') = g(z) nebo ¢(z) = g(z"), je tvrzeni
ziejmé spravné. Necht jsou tedy ob& nerovnosti ostré. Polozme na okamzik

ay= LD IE) 5 — gty — g7
9@) — ga)] 7
gy = LEL=I@ o etan) — g
o) — o) =
. Potom je |f(z") — f(z)] = | Zakbk[ < Z |ax| |6y Podle Holderovy nerovnosti
k=1
Z aal (Bl < (Z o)’ (Z BP0 ® — viz V. Jarnik, Diferencidlni potet

I 2. vydani, str 212 — dostaneme
. , If(z) — ()] f(z") — f(x)l? ]5
— < ”
") = fe )‘=[1g<x)— @ o) — g
- [lg(x) — g(=')] + lg(=") — g() H”
tedy (protoze |g(z) — g(x')| + lg&”) — g(@)| = lg(”) — g(=)))

e o [ @ — (@) 1" — fa)p N
If(x)—f(x)lé[lgx) L llg(x”)mg(x)l,_l].lmx) gla) 1,

odkud plyne hledané rovnost délenim obou stran vyrazem |g(z”) — g(z’)[?=2.

Dukazvéty 1,4. ProtoZe g(x) je monotonni v bodé z, jsou splnény podrmnky

lemmatu, volime-li 2’ < 2 < " a ', 2" dosti blizko k z. ProtozZe existuji Ha H
a z

a protoZe f je spojitd v bod& z, plyne z véty 1,2 (tvrzeni 5 a 7), ze
lim M(x'; ) = lim M(x,2") =0,

' —>z— 2"z 4

tedy podle lemmatu i lim M(2', z") = 0. Podle v&ty 1,3 existuje H
z'—z—
">z -+
Poznadmka 1,4. Vynechdme-li ve vété 1,4 n&ktery z pfedpokladd, nemusi
tvrzeni platit.
Priklad 1. Nestadi sama spojitost funkce f v bod& z: Budiz f(z) =
g(—1) =2, g(0) =0, g(1) = 3, A
glz)=2"+2a  pro ze(2n1 2n),
g(x) =21 —x pro ze(— 2" — 2771
(n=0,1,2 ...).
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Protoze

lim g(— 2 + 2) = g(2-1),
-0+

lze volit &isla z, > 0 tak, aby
lim M(— 2% +-z,, 271) = + o©.

n—- o

100
Snadno se zjisti, Ze H = H = 1.
o -1

Piiklad 2. Nestati monotonie funkee g v bodé z. Stadi polozit f(z) = |sgn z|,

0 1 1
g(x) = sgnz. Jest H = H = 1, ale H neexistuje.
-1 0 —1;

b
Véta 1,5. Necht existuje H(f, g). Potom plati:
a

1. Je-li g omezend, je i f omezend. .

2. Ma-li g konebnou variaci, md 1 f koneénou variaci.

3. Je-li g absolutné spojitd, je 1 | absoluiné spojitd.

Dikaz. 1. Je-li f neomezend v {a, b», existuje bod = € {a, b}, v jehoz kazdém
okoli je f neomezena. Kdyby pfitom g byla omezend v {(a, b, nemohly by byt
obé limity lim M (z', x), }im M(z, 2") vlastni, coz by odporovalo vété 1,2 (tvr-

T'—>r— " —r—
zeni 2).
b
2. Budiz &> 0. Existuje §d> 0 tak, Ze »(D)<d= |[H(D)— H| < e.

BudizD={a=z <z, <...<z,=0}, »(D) < 4. Potom

3 ) — oy = 3 O TGl g — gia, )5

= lg(a) — g(@ey)] 2
a podle Holderovy nerovnosti tedy

> @) — ) <
k=1

]”. [ 9z — gl » <
r=1

= Ig(xk) — g(xp_y) Pt

< [ 2 (flm) — f@ )l

1 b p-1

b
< (H-+ ). (varg)» .

a

b
Protoze se pii hleddni var f miZeme omezit na déleni D, pro néZ »(D) < 6,
a

plyne odtud, Ze f m4 koneénou variaci v (@, b) a Ze

b b ~ b
(var fyr < H(f, g) . (var g)>=1.
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b
3. Budiz &= 1. Existuje 6 > 0 tak, Ze »(D)< dé= |HD) — H| < 1.

Budiz > 0. ProtoZe g je absolutn& spojité, existuje ¢ ¢ (0, 6) tak, Ze pro kaz-
dou posloupnost z, < @, X ... X Xy < %y, bodil z intervalu <a, b, pro ni

8 8
S (o — Tey) < B, Jo . 9(a) — ()| <7. Kaidou takovou posloupnost
k=1 k=1 .

miiZeme doplnit na déleni D intervalu {a, b) tak, aby »(D) < ¢ a aby body
Zor_1, oy ZUstaly sousednimi body déleni D.
Stejné jako v bodé 2 ziskdme nerovnosti

z lf(xzk) = f(xgk_l)l é [z M(xzk_l, xzk)]]; . [z lg(xzk) o g\xzk-q)l]”_;—l g
k=1 =1 =1
SEDP.7'> S (H+ 107,

odkud plyne absolutni spojitost funkce f.

Definice 1,2. Pfedpoklady stejné jako v definici 1,1. Existuje-li konetné
sup H,(f, g; D), fekneme, Ze f mé kone&nou variaci p-tého stupné vzhledem
(D)

k funkei g (v intervalu (a, b)) a oznaéime
b
sup Hy(f, g; D) = (p) — var (f,g) .
D) a

(Pro struSnost budeme nékdy pismeno p vynechivat.)
Poznédmka 1,5. Obecnd neni Zaddné souvislost mezi existenci Hellingerova

b
integralu (p) — H(f, 9) a tim, Ze f ma konednou variaci p-tého stupné podle

a
funkece g.
1
Priklad 1. Jeli f(z) = |sgnz|, g(x) = sgn z, neexistuje H(f,g), aviak
—1
1 .
var (f, g) = 2.
—

Priklad 2. Budte f a g funkce z poznédmky 1,4, pfikladu 1. Polozme f,(2z) =
= lz|, gi(x) =g(— 1 — =) pro z < 0, g,(z) =g(1 — 2) pro = = 0. Potom

je _lél(fl, g1) =_I:l(f, 9) + {)il!(f, 9), ale sup H(f, g, D) = + 0.

Poznédmka 1,6. Naproti tomu plati: Existuje-li f.'; (f, 9), existuje 6 > 0 tak,
Ze pro kazdé z ¢ {a, b — &) plati: :r}; (f, 9) < + oo. Nebot je-li § > 0 takové,
Ze v(D)< 6= H(D) < {’:1 + 1, je pro kazdé déleni D’ kazdého intervalu

. b
{z, x 4 ) c {a, b) tim spife H(D') < H + 1.
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. b
Poznamka 1,7. Existuje-li H (f, 9) a je-li {D,} posloupnost, déleni intervalu
<a,b>,v(D)—>0D_{a—x"<x"< < axp =b}, je

"

fgﬂm%mwm

n—>w k= ka 1
Ke kazdému déleni D, miuZeme totiZ sestrojit zjemnéni D, tak, aby

n
LA

— D var (f al <—

klz

b
a jest H(D,) — H.
a

Poznamka 1,8. Necht f m4 koneénou variaci vzhledem k funkei g v inter-
valu <{a, b). Potom md f kone¢nou variaci vzhledem k ¢ i v kazdém intervalu

{a, ), kde z € (a, b), a poloZime-li v(a) = 0, v(z) = v;r (f,9) pro z e (a, b), je
a
v(x) neklesajici nezdpornéd funkce. Plati téZ% nerovnost
z b b
var (f, g) + var (f, 9) < var (f, 9) .
a z a

Rovnost pritom plati pravé tehdy, existuje-li § > 0 tak, Ze pro 2’ € (x — 4, ),
z"e (x, x + 0) je M(x’ &) S M, x) + M(z, 2"). V opadném piipadé jest

b .
v;r + var = var — lim sup [M(z', 2") — M(z, z') — M(z, z")] .
a a x —»z+

z'—z—

Piiklad, kdy neplati rovnost: Budiz f(x) = 2. Funkce g budiz definovina
takto:

n+l

g@) = 271 4 (1 — 27 »i)@ — 27%) pro me (21, 277,
g(x) =3 .21 — % (x — 277) pro zel— 2™, — 27n-1),
9(0)=0.

Potom existuji H a H a je tedyzlng.l M, 0)= '1—1>I(§1+M (0,2") = 0 (podle véty

1,2), kdezto 37 é hm sup M(z', 2”) < 8». ProtoZe [ mé konefnou variaci
z'—0—
"0+
vzhledem k g v intervalech {— 1, 05 a <0, 1), plyne odtud, Ze f m4 kone¢nou
variaci vzhledem k g i v intervalu (— 1, 1>. Zminéné rovnost vSak neplati.
« b :
Véta 1,6. Je-li g monotonnt o existuje-li H(f, g), md f koneénou variaci vzhledem
a

k g v intervalu {a, b) a jest

var (f,9) = H(f g) -
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b
Dikaz. Je vidy H(f,g) < sup H(f, g; D). Je-li g monotonni, D déleni
a (D)

{a, b, D' jeho zjemnéni, je podle lemmatu za vétou 1,4 H(D) < H(D').
Existuji jisté déleni D, tak, ze H(D,) — sup H(D). Budiz D, zjemnéni D,, pro
(D)

néz »(D;) < -?1; Potom i H(D]) = H(D,) konverguji k sup H(D) a ziroveil je
(D)

b
H = lim H(D)).

a NnN—> 0
Poznimka 1,9. Je-li ¢ monotonni a ma-li f koneénou variaci vzhledem
k funkei ¢ v intervalu {a, b), je pro kazdé x ¢ (a, )

z b b
var 4+ var = var.
a z a

Véta 1,7. Budi? g monotonnt a necht f md koneénou variact vzhledem k funker g
v intervalu {a by. Necht v kaZdém bod& x € (a b) plati: bud je funkce g spojitd
alespots z jedné strany v bodé x mebo je funkce f (oboustranné) spojitd v bodé x.

b
Potom existuje H(f. g).
a
b
Dtkaz. Oznalme H = var<(f, g). Je-li H = 0, je f konstantni v <a, b}, a
a

tedy 1 f:,l = 0. Lze tedy predpokliddat, Ze H > 0. Budiz ¢¢ (0, H). Existuje
déleni I‘) ==z, <t <.. <z,=>b)}tak, e

HWD)>H —¢>0.
Nejsou tedy vSechna &isla |g(2;) — g(z_;)| rovna 0. Lze pfedpoklddat, Ze Zadné

z téchto &isel neni rovno 0, nebot jinak bychom mohli nékteré délici body vy-
nechat, aniz bychom zménili hodnotu H(D,).

Oznadéme

o = min (% — Zr_y) -
k=1,....n

Pro strudnost vyjadiovani zavedeme tuto tmluvu: Vyrok ,,bod z je spravné
umistén vzhledem k bodu 2, bude znamenat, Ze nastava jeden z téchto p¥ipadi:

a) k=0nebok=1naz = x;

b) 0 < k < n, g je spojita zleva v bodé z;, a z < 5

¢) 0 <k < m, g je spojita zprava, ale nikoliv zleva, v bodé z, a 2 > ;.
(Je-li 0 < & < n a ¢ je oboustranné nespojitd v bodé z,, budeme ¥ikat, Ze bod =
nelze spravné umistit vzhledem k bodu .}

Dokézeme nejdiive, Ze funkce M(z', ") dvou proménnych ', 2" mé tuto
vlastnost: Oznalme 2, (k= 1, 2, ..., n) mnoZinu vSech bodt [/, "], kde 2’
(resp. 2") je spravné umistén vzhledem k bodu z;_; (resp. ), ,,je-lispravné
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umisténi mozné”; jestlize ' (resp. ") nelze spravné umistit, budiz =’ > z,_,
(resp. 2" < 2;). Potom je
*) lim M@, 2") = Uz, ) -

[#',z ]-»[xk 1,2k]
[2',2"] € 25

Predpoklddejme, ze 1 < k < n. (V piipadé, Ze k = 1 nebo &k = n ]e dukaz
obdobny a o néco jednodussi.) Uvazme nejdiive, Ze z ptedpokladu var (f,9) <
a

< 4 oo plyne, Ze f je spojitd zprava (resp. zleva) v kaidém bod& z e <a, b)
(resp. z € (@, b)), v némi je g spojita zprava (resp. zleva). Dikaz je zcela obdob-
ny dikazu prisludného tvrzeni ve vété 1,2. Odtud plyne, Ze limita itatele
M(z', 2") vidy existuje a je rovna [f(z;) — f(zx—_,)|?, nebot |f(z”) — f(z')|? ]e
spojitou funkei v bodé [z;_,, 7] vzhledem k uzavéru Q.. (Diukaz: Je-li z’
,,Spravné umisténo vzhledem k bodu 2;_,”’, je g(z’) spojitd z té strany bodu
%y, na niz leZi prvni soufadnice bodt z £2,, a tedy i f(z') je spojitd z téZe strany.
Nebylo-li mozno 2’ spravné umistit, t. j. je-li funkece g oboustranné nespojité
v bodé x;,_;, je podle predpokladd véty f oboustranné spojitd v bodé z;_;.
Podobné pro 2".)

Limita jmenovatele existuje vidy, nebot g je monotonni. Oznadme tuto
limitu y. Je bud 9 = 0 nebo y > 0. V prvnim ptipadé tvrdim, Ze M (z;_y, 7;) =
= 0. (Snadno se dokaze, Ze v tomto pripadé je f konstantni v {w;_;, z;).)
Kdyby totiz [fz) — flzm)lp =  lim  |f@@") — f(@)P> + 0, byla by

[2', 2"} > [2x—1,%k]
[x z ]s.ﬂ,,

lim M(2',x") = -+ o0, coZ je ve sporu s tim, Ze var (f, 9) < + 0. Nerovnost (*)
je tedy v prvnim p¥ipadé jisté splnéna. ‘
Ve druhém piipadé je
. lim [f(a") — f@)P _ |f(@) —f (xk—l)l”
lim M(x', ") = =
@) = g — e Ty

Tvrdim, Ze y < |g(x) — g(2¢_,)|?~2. Tato nerovnost jisté plati, znamend-li
podminka
(**) [CE’, x”] = [‘rk—la xk] > [x'> x”] € 'Qk
totéz jako podminka &' — %, +, 2" — 2, —. (Nebof z monotonie g plyne, Ze
l9(2 —) — g(@x—1 +)| < lg(x) — g(2)|.) Déle, znamens-li podminka (**) na
pt., Ze &' — 2, _y —, " — 3, —; je ¢ spojité zleva v bod€ x;_;, a tedy
y = 9@ —) — 9@y —)P7t = 9@ —) — g(Ber)|?2 £ |9(2) — g(@p—y)lPL .
Podobné je tomu i v ostatnich piipadech. Je tedy i v pripadé, Ze y > 0, splnéna
nerovnost (*).

Bodi¥ nyni &' = % [H(D,) — (H — &)] > 0. Existuje &islo7 ¢ (0, %a tak, %o
plati: Je-li [2',2"]e &, |2/ —my| <7, |27 — 3| <9, je Mz, 2") —
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— M(x_y, 2;) > — ¢'. Budiz s podet vSech téch bodt z, (k= 1,2,...,n — 1),
v nichZ je g oboustranné nespojitd. Polozme m = n + s. Budiz D = {a =
=Y <y <...<y,=0b}, (D) <n Bodu z, ptitadme bod y, bodu z,
bod ¥,. Kazdému bodu =, (k = 1, 2, ..., n — 1) pFitadme bud jeden nebo dva
body déleni D podle tohoto pravidla: Je-li g spojitd v bodé x; alespoi z jedné
strany, pfifadime bodu z; bod y; déleni D tak, aby bylo |y; — 2| < 7 a aby
bod y; byl sprévné umistén vzhledem k bodu ;. Je-li g oboustranné nespojita
v bodé z;, najdeme dva body y;, a y;, déleni D tak, aby z, — n < y;, < 2 <
<Y < % += n.

Je-li pak 0 < %, < ky < n a jsou-li ¥’ a y” body pfitazené bodim z, a x;,, je
y" < y". Dohromady je vSech piifazenych bod pravé m + 1. Srovnejme je do
rostouci posloupnosti a vzniklé déleni intervalu {a,b) oznaéme D’ = {a =
=<y <...<2z,=0b}L

Z lemmatu za vétou 1,4 a z postupu, jimz jsme body ptifazovali, ihned plyne,
Ze

H(D) =2 H(D') > H(D) — ¢'n = H — ¢,
a to pro viechna déleni D, pro néz »(D) < 5. Véta je dokdzéna.

Pozndmka 1,10. Je-li g oboustranné nespojitd v nékterém bod& z e (a, b)
a f jen jednostranné spojitd v tomto bodé (a spojita ve viech ostatnich bodech

{a, b)), nemusi fl (f, 9) existovat, i kdyz je v%.r (f, 9) < + oo. Priklad: f(z) = 0
proz < 0, f(z) = 1lproz > 0, g(z) = sgn 2. Jest v;-lr (f,g) = 1, H(D) = 1 nebho
-2-% podle toho, je-li bod 0 délicim bodem D nebo ne (nezivisle na »(D)).
Integral flll (f, 9) tedy neexistuje.

Véta 1,8. K tomu, aby f méla v {a, by koneénou variaci vzhledem k funkct g, je
nutné a stali, aby existovala neklesajict funkce u tak, Ze
a S @ <2 S b= My, %) S u(®,) — u(z,) .
Plati pak:
var (f, 9) < ul@y) — w(x,) -
. %y
. Dukaz. 1. Existuje-li takové funkce u, je pro kazdé déleni D = {a =
=y < By < oo < X, = b}
n n
H(D) = 3 M@es, m) < 3 [u(m,) — u(wis)] = ub) — u(a)
Tedy téz
b
var (1, 9) < u(b) — u(a).
a
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2. M4-li f kone¢nou variaci vzhledem k g, staéi poloZit u(z) = var. Z nerov-
a
@ b b
nosti var + var < var plyne ihned:
a z a

%5 2, Z,
w(®,) — u(x,) = var — var 2> var = M(z,, x,) -
a “a Zzy

2. Pfevedeni Hellingerova integralu na Lebesguetv

V' celé druhé kapitole budeme predpoklédat, ze funkce g je neklesajici
v intervalu P = (a, b).

Oznaéme A4 = g(a), B = g(b). Pro kazdé ye (A, B) definujme mnozinu
N(y) c P takto: Je-li y e g(P), budiz N(y) = E[g(x) = y]; neni-li y € g(P), budiz

z
N(y) jednobodové mnoZina, 6bsahujici prvek sup z (= inf z).
9(@)<y 9(®)>y

Budiz f funkce definovand v intervalu P, pro niz plati: g(z;) = g(z,) =
= f(x;) = f(x,). V intervalu R = {4, B} lze pak definovat funkci F takto:
F(y) = f(z), kde z je libovolny prvek mnoZiny N(y). (Specidlné: pro kazdé
zea, by je F(g(x)) = f(x).)

Za tohoto oznadeni, které podrzime v celé 2. kapitole, plati:

Véta 2,1. Necht funkce F je absolutné spojitd v R = (A, B). Potom integrdl

b
(p) — H(f, g) existuje prdvé tehdy, kdyt F'e LP(A, B) (¢ j. kdyZ konverguje
a
B
Lebesgueiv integrdl [|F'[» dy). Je-li tato podminka splnéna, je
4

b . B
(p) — H(f, 9) =Af|1"'l” dy .
a
Dikaz. 1. Budiz F' € L?(4, B). Protoze F je absolutné spojit4, je

k4
F(y) = F(4) +AfF' dy .
Je-lia < 2, < x, < b a polozime-li y;, = g(x,), ¥» = g(®,), je

Ya
' f(xg)—f(:vl)=F(y2)——F(yl)=yfF' dy .
Podle Hélderovy nerovnosti odtud plyne, ze

F(zs) — fl21)l? < |y, — walP2 . le’I” dy = |g(x,) — g(z,)?~? -yf Fpdy.
g(z)

Polozime-li tedy u(z) = [ |F'|? dy, je w neklesajici v (a,b>, a pro a < 2, <
A4 4

< z, < b plati:
M (21, 2,) S u(za) — () -
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Podle v&ty 1,8 z toho plyne, Ze var (f, g) < u(b) — %(a). K tomu, abychom
a

dokézali, Ze téZ
) B
H(f, 9) < u(d) — u(a) =Ale'l” dy ,

stadl podle vty 1,7 dokézat, Ze f je spojitd v {a, b). BudiZz ¢ {a, b), z < 2’ < b.
Potom
hm f(«') — f(@)] = lim [F(g(z")) — F(g(2))| =

g(z") g(z+)
= lim | [ F’ dy| -If F' dy| ;

z—>z+ 9(z)
g(z+)
je-lig(z +) = g(x), je oviem [ F’ dy = 0; je-li g(z +) > g(), je F konstantni
g(z)
g(z+)

v intervalu (g(z), g(x +)) a tedy opét [ F'dy = 0. Je tedy f spojité zprava
9(2)

v ka%dém bod& z e {a, b). Podobné se dokaZe spojitost zleva v kazdém bodé
ze(a, by.

. :
2. Necht existuje (p) — H(f, g) = H. Dokazeme, %e Lebesguetv integril
a
J |F'[» dy konverguje a Ze plati:
4

B
[IFpdy < H.
4
Kdyby tomu tak nebylo, existovala by &isla 0 <y, < y; < ... < ¥, tak, Ze

zyk 14(My) — H=12¢>0,
kde M, = E’[ye (4, B), 93y < |F’(y)l? = yk] a u(M;) znamend Lebesgueovu
miru mnozmy M,. UkéZeme, Ze to vede ke sporu.

Budiz A £ o < 8 < B a necht v intervalu («, 8) nelezi Zddny bod z g(P).
Je-li o < yy < 9y, < B, je vztah g(z) < y, ekvivalentni se vztahem g(z) < ¥a,
odkud plyne, Ze N(y,) = N(y,), tedy i F(y,) = F(y,). Funkce F je tedy kon-
stantni v (x, B) a ze spojitosti F' plyne, Ze je konstantni i v {x, §). Derivace
funkce F v bodé « zprava je rovna 0; podobné v bodé f.

\

Vzhledem k tomu, Ze g je monotonni, existuje ke kazdému ye R — g(P)
interval tvaru («, ¥) nebo (y, f) nemajici s g(P) spoleéné body. Alesponi jedna
jednostranné derivace funkce F v bodé& y je pak rovna 0. Je-li tedy F'(y) = 0
(specidlné: je-li y v nékterém M,), je pfedeviim yeg(P), a existuji body
v, e g(P), weeg(P) (k= 1,2, 3, ...) tak, Ze v, <y < Wy, U — Y, W — Y.
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Budiz y e M,. Zvolime-li w; tak; jak bylo pravé uvedeno, a uvazime-li, Ze
|F'(y)|? > Yn-1, vidime, Ze pro viechna dostateéné velka & plati vztah:
F(“’k) - F(?/) »
. Uy — Y

Odtud ihned plyne, Ze systém viech intervali (w, >, pro néi «eg(P),
Beg(P)a

F(p) —

p—
pokryva mnozinu M, ve smyslu Vitaliové (viz V. Jarnik, Integralni podet
1T, str. 172).

Polozme &* = ni K tomuto &* existuje podle Vitaliovy véty posloupnost

n

intervald J7 = (a7, 2> (1 = 1,2, ...,s,) tak, Ze plati:

> Yn-1 -

> yn-—l ’

(@) (M) < M 00 T7) + &%,

(b) J;‘nJ;}:Q pro ¢ *+ k,
(c) areg(P), freg(P),

@ ﬂT_—F‘—"‘ > Yt -

Oznadme S, = U J7, R, = (4, B) — §,. Mno#ina R,_, se skléda z koned-
i=1 :
ného poétu disjunktnich otevienych intervald, které oznadime tieba Kp-1
(k=1,2,...,7,4). S kazdym intervalem K?-1 a s mnoZinou K7 n M,_,
provedeme totéz jako difve s intervalem (4, B) a s mnozinou M,. Uhrnem
tim ziskdame koneénou posloupnost intervald J2-1 (1 = 1, 2, ..., 8,_4)-
Indukei bychom tak sestrojili:

8p—j

48] dJS]unktmmnozmyS = U J 7-i(j=0,1,...,n —1)amnoZziny R, ; =

= (4, B) — U S,_i §=1,2,...,n), pfi éemz
i=0
:u'(Rn-a' n Mn-—:l) <:u(Sn—a' n M'n—i) + e* 5
plati dale:
(II) Jr-iqn Jp-i=@ pro ¢ £ k;

(IID) J3-4 = <a?—f, Bi-15, a1-i e g(P), f1-7  g(P);
(xv) | P — Pz p
pri — o]
Podle (I) jest

Mn—a' = (M, n R amg) U Mn-—: n [(A By — —2] ==

=(M_JOR,,_,)UU(.M_5OS_,)

> Yn—j-1-
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tedy | .
WMoy =3 WMoy 0 Sps) + uM, 25 0 Rosy) <
i=0

7
<My 0 8asd) + e*.
=0

Dale: _ )
/"'(Mn—j) < yn—J—l S yn—j-—l .leu(M“‘f n Sn—z) + 8*%-1-1 <
. .
< Eﬂ(Mn—j n Sn—i) cYn—i1 + 8*%—;—1
i=0
a odtud
n—1 n—1 7
ZﬂMk) Yi—1 = Zﬂ —a) Yn—i-1 < 2 .=Z nei-l - @(Mp_; 0 Spy) + &=
n—l n—
—Eyn_l_lu U[M ni 0 8i]) + &=
n—l n—1
A'_zyn—z—llu —lnuM—J)+8<
’n—l n—1 Sn—i
ézoyn_i_l p(8ny) + &= _Zoyn—iﬂkzlﬂ(']i"i) -+ &
Celkem tedy
n—1 Sn—i
(*) Z:u ML ?/7:—1 < Z Yn—ia ZH Jﬂ_ —l— €.
Budiz D ={4 =2,<2 <...<z =B} ono d&leni intervalu {4, B),

jehoz dglici body jsou viechna &sla ap-4, fr-7 (j=10,...,n —1; ¢ =1, ...,
8,—;). VySetfujme soudet

L (z) — Flzq)l?
kk . _D —_ .
( ) 0'( ) LZ]- Izk —_ zk_llp—l
Intervaly <zg_;, 25y jsou pravé véechny intervaly J #-3; r je liché. Je-li {zgjy,
2y = J7-1, je podle (IV)
(***) |F(z2h) _ F(ZZk—l)lp
205 — Zgp— [P
Sedteme-li v (***) napfed pfi pevném j proi = 1,2,...,s,_; a pak vysledky
pro viechna j, dostaneme podle (*):
o(D) > ¥ (zox) — F(2q-)I?
T oer [P — 2y Pt
Zyolme body a = 2, < 2, < ... < @, = b tak, %e 2, — g(z) (to lze podle
(IIT)). Potom

> Yn—i-1 - (2o — Zgr—1) = Ynj_y - M(J?“j) .

>ZﬂM7c)yk—1—'6“H

;ﬁ Moy z) = 3 FO) = Pl
=1

k=1 lzk - zlc—llp_l
coZ je spor. Tim je véta 2,1 Gplng dokézéna.
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DokéZzeme nynf jesté dvé postadujici podminky absolutni spojitosti funkce F:

Véta 2,2. Budiz g spojitd (@ neklesajict) v (a, b>; necht existuje ;I (1, 9). Potom
je funkce F absolutné spojitd. ’
Dtkaz. Necht
ASy << .. S Y <y S B

a necht
05 %5 <0S S 21 <% S b
jsou libovolné body, pro néz y, = g(z). Potom je
|F(?/21.-) = F(?/ek—l)l = |f(za) — f(%k—ﬂl <
- 1 -1
= (@) — A(xgp_i)|? - |g(2y) — J(Tor—y)| 2

a podle Holderovy nerovnosti

kzllF(?/ek) — Fyp-1)l £
n 1 n -1
= [ 2 1h@a) = Brgea)7- [ 2 19@a) — g@an)l]” <
b L n »-1
& (HF, [Z (Yo — Yur—1)] 7,
a k=1
odkud plyne absolutni spojitost funkce F.

Véta 2,3. Je-lv g rostoucs funkce, pro niZ g'(x) = ¢ > 0 skoro vsude v {a, b»,
a spliuje-li f Lipschitzovu podminkw, spliuje také F Lipschitzovu podminku.

Dikaz. Budiz 4 <y, <y, < B. Budiz 2,eN(y,), 2,¢ N(y,). Je bud
2, = ¥y, tedy téz F(y,) = F(y,), nebo z; < z,, a mame:

K [
|F(yy) — Fly)] = f(@) — f(@)| S Klzg — 2] S —c-fg'(x) dz,

kde K je vhodné konstanta. Déle uZijeme zndémého vztahu (ktery plati pro ne-
klesajici g a %, < )

‘fgl(x) dz S g(xy —) — gz, +) -
Uvézime-li jedtd, Ze
gz =) = 9@ +) S 42 — U1

dostdvdme hledanou nerovnost .

K
|F(ys) — F(yy)l = -y

lys — il -
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