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Casopis pro pé&stovani matematiky, roé. 82 (1957), Praha

O JEDNE VLASTNOSTI CELOCISELNYCH NEZAPORNYCH RESENT
k
ROVNICE > r,=n
t=1

KAREL CULIK, Brno.
(Doslo dne 29. srpna 1956.) DT:519.1

ReSenim rovnice

k
Try=mn, (1)
i-1

kde k, » jsou dané pfirozend &isla, rozumime systém {r; }f_l celyeh a ne-
zépornych é&isel r;, 1 = 1, 2, ..., k, ktery vyhovuje rovniei (1). Vidy lze
predpoklddat, Ze feSeni {7,}i_; spliiuje podminku
rNErRE... S, (2)

O otézce po poétureseni rovnice (1) bylo v matematické literatute dasto
pojedndno (viz E. NETTO: Lehrbuch der Kombinatorik, 2. vyd., 1927,
str. 118 a nédsl.). V tomto pfispévku jsou vySetfovdny otdzky jiného
druhu a to:

k
Pro kterd fefen{ {r;}¥_; rovnice (1) nabyvé vyraz = (ri) ,kdec = 0je
i=1\C

dansé celé &éislo, miniméini hodnoty a jaké je'tato minimélni hodnota? 1)

Odpovéd na tuto otdzku je déna vétou 2, v niZ je vyuZito t. zv.
hlavniho Feeni rovnice (1).

Reteni {h,}:_, rovnice (1) nazjvime hlavnim Fedenim, jestlize je defino-

véno takbor By — [%] 0 1 A g [’%’“] o § <4 = F, ke j =

=k [n + k] — n.2) Pak plati

k
V&ta 1. a) Pro kaZdé Fedeni {r;}_y rovnice (1), které splituje nerovnosti (2),
plati : .
n<h<h<n. 3)
1) Podngtem k témto tvaham byla prace On a problem of K. Zarankiewicz, Collog.
Math. 3 (1954), str. 54 a 57, od T. K6vARI, V. T. SOSE a P. TURANA.
%) Symbol [z] znadi Gaussovu funket, t. j. nejvétsi celé &islo ¢, pro néZ platic < z.
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b) Redent {r;s_,, které splivuje podminku (2), je hlavnim feSenim tehdy a jen
tehdy, kdys

p—r <2, _ (4)

Dikaz. a) Kdyby bylo r, = &, + 1, bylo by podle (2) také n = Zr,

i=1

=k L —IL— ] > n, cot je spor, a podobn& se dojde ke sporu z piedpokladu

r, < hy. — b) Nutnost podminky (4) je zfejma. Je-li tedy naopak {r;}i,
feSenim rovnice (1), které spliiuje (4) a (2), pak bud r, = r, a tedy podle (3)
musi byt r; = h; pro kazdé ¢, 1 <¢ < k, nebo r, + 1 = r,, takze podle (3)
musi byt r, <h, =k =r.=1r + L Kdyby bylo ry < by, tedy také b, =

=l =1, =r;, + 1, muselo by byt Zr < Zh,, a podobné kdyby bylo

r,=hy =h, <r,=ry + 1, muselo by byt glri >‘zl-h,-, coz je v obou

piipadech spor. Zbyva tedy, Ze plati r, =h, < h, =1, =r, + 1, odkud
plyne r; = h; pro viechna i, 1 =i < k.

Lemma 1. Necht 7, p, ¢ jsou celd Cisla, ktera splitujt nerovnosti r =0, ¢ = 0
a 2r = p = 0. Pak plati

f)=() <)

Dukaz. Lze pfedpoklddat, e p < r a tvrzeni dokizat indukci vzhledem
k ¢. Pro ¢ = 0,1 je tvrzeni zfejmé spravné a pfedpoklddejme, Ze je spravné
také pro ¢'— 1 = 1, aviak nikoli pro ¢, t. j., Ze plati nerovnosti

o T L N ot T 4 o e o B

Oznadime-li pro struénost 4 = 2 r B=( P Jac = a4 piejdou
c— 1) c—1 c—1)

obé nerovnostidotvari A < B +C a Bp_‘c’+1 _{_02""1’6—04-1 =

<A—c—+1.pr'ed okladic — 1 =1 a p < r viak plyne B < C a tedy
- P Py

ta.kéB <Bp +0o- pta,kzeplatl—(r—c ' 1)<B_i-0(r—c+1)§
§?(p—c—l—l)+?(27—p—c+l)<?(r—c+1), coZ je spor.

3) Jsou-li m, n celd &isla, klademe podle obvyklych definic ( ) =0pron < 0 a pro
m < n, aviak (0) = lprom = 0 a také 0! = 1.
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Lemma 2. Necht r, p, ¢ jsou celd ¢isla, kterd spliiuji nerovnosti r = 0, ¢ = 0
a2+ 1=p=0. Pak plati

r r+1 P 2r—p+1

< e SR o
(=0 (=) @
Dikaz. Lze predpoklédat, e p < r a tvrzeni dokézat indukei vzhledem
k¢, Pro ¢ = 0, 1 je tvrzeni ziejmé spravné a také pro ¢ = 2, jak plyne ze sprév-

né nerovnosti 0 < (r — p)? + r — p. Predpokladejme, Ze (6) plati proc — 1 >
= 2, ale neplati pro ¢, t. j. Ze plati nerovnosti

2o )= 2+ (L0 -

[+ =<l =00,

Je-li ¢ > r, je druhd nerovnost nespravné, coz je spor. Je-li ¢ = r, zavedme

rr—1)...(r — ¢+ 3) B=( P ) a C=(2r—p+l)

oznateni A =

(c — 1)! c—1 c—1
pii demz 4 mé vidy smysl, nebot ¢ = 3, takZze ob& nerovnosti lze prepsat do

tvarh A@r —c+3)<B+C a %(p—c+1)+g(2r—p-'-c+2)<
<A-é(2r—c+2)(r—-c+2).Avéa,kplatiB<A(r—c+2),neboﬁ(cf1)<
<(c_rl),@takéB§ C a proto i (B — O) (r — p) =< 0. Odtud plyne nerov-
nost B + (B—C) (r — p) < A(r — ¢ +2), kterou lze prepsat do tvaru
B(r +1) — A(r — ¢ + 2) < Bp + C(r — p), takie koneéné plati

%(2r—c+2)(r——c—|—2)=%(2r—c+3)(r—c+2)—-%(r—c+2)§
<B+(:'—A

r—ctD<S(—etn+2p+ L0 -k

+8¢—ctn<t@r—ct+2 c—o+,

CcOZ je spor.
Véta 2. Hlavni Fedent {h;}r_, rovnice (1) splituje merovnost
k k 3 g
h; r.
i| < i (7)
,Zl(c) B igl (c)

pro kaZdé tedent {r;}5_, rovnice (1) a pro ka#dé celé &islo ¢ = 0. Ddle platt

30-po ) E) )

4
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Ditkaz. Ke ka?dému YeSeni {7{”};_, rovnice (1), které spliiuje podminku
(2), lze konstruovat postupn® posloupnost fefeni {r{’};_;, 1=0,1,2,...,
takto: je-li 7 + i sudé, polozime sV = s = 3(r” + »{), a je-li ¥ 4
+ 79 liché, polozime s = 3(r® + #¥ — 1), s = 3(rY 4+ r + 1). V obou
piipadech dile klademe s{” = 7" pro 1 < ¢ < k. Systém &isel s{",7 = 1,2, ...
..., k, je zfejmd Ye¥enim rovnice (1) a uréuje (po vhodném uspoiddéni) jediné
YeSeni {r{"}%_, rovnice (1), které spliuje také podminku (2), atd. Snadno
se vidi, %e kazdé dva prvky této posloupnosti {r}s_;, {r{"}F 4, kde u < v,
spltiuji podminku 7’ — r{? < 7 — ¥ a Ze po dostatetnd velkém, ale
konetném podtu kroki m musi platit ry™ — 7{™ < 2, takZe podle véty 1 je
7{™ = h; pro viechna i = 1, 2, ..., k a od tohoto indexu poéinaje je posloup-
nost stacionarni. Z popsané konstrukece fefeni posloupnosti a z lemmat 1. a 2.
vSak ihned plyne, Ze pro u < v plati

2(7)=2(7) ®
S\e] Tia\e ]’
éimz je véta dokazana. ‘
Dusledek. Necht t, 0 < t < n, je dané celé islo a necht systém {s;}i—, (k > 1)

je Fedenim rovmice (1), které je definovdno takto: s, =1t, 8;., = by, 1 =1 < Kk,
k-1

kde {h;};=1 je hlavnim fedenim rovnice > p; = n — t. Pak plati
i=1

% (=20

i=i\e/ T ica\e _

pro ka¥dé celé ¢ = 0 a pro ka¥dé FeSeni {r;}i_, rovnice (1), kieré spliiuje podminkw
7; =t pro vhodny index 1,1 <1 < k.

Poznamka 1. Véty 2 Ize vyuzit k fe¥eni zobecn&ného problému K. ZA-
RANKIEWICZE, ktery lze formulovat nasledujicim zptsobem.

Necht M je mnoZina viech matic 4)(n) typu k/I vytvotenych z n &isel rov-
nych jedné a z kI — n &isel rovnych nule. Rekneme, Ze matice A;(n) e M ma
vlastnost z(b, ¢), jestlize existuje jeji podmatice P(b . c), t. j. podmatice typu
b/c (vznikl4 vypusténim vhodnych ¥4dkd a sloupci z matice dané) vytvofend
ze samych jednidek. M4 se uréit miniméalni &slo n, pro né% plati (pfi danych
b,c, k, I, 1=b=<k 1=<cZl), ze kazdd matice A{‘(n) e M mé vlastnost
2(b, ¢). Toto minimalni &islo se oznaduje Z, .(k, I). :

Plat{ toto tvrzeni: znadi-li r; polet jednitek v i-tém ¥adku matice Af(n) €

€ M a plati-li nerovnost
k
s l
21(c) > =8 (c) ?

m4 matice A/ (n) vlastnost z(b, c)%).

4) Viz lemma 2 ¢ &lanku K. Curfga: Pozndmka k problému K. Zarankiewicze, Prace

g{génské zékladny CSAV, XXVII7 (1955), kde je také uvedena obecns formulace pro-
[ému.
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Mé-li nyni matice A}(n) € M v i-tém ¥adku h; jednitek, kde {%;}5_; je hlavni
k
feleni rovnice (1),'t. j. > k; = n, a plati-li pro r; = k;, 1 <4 < k, hotejif ne-
i=1

rovnost, mé tato matice podle uvedeného tvrzeni vlastnost z(b, ¢) a z véty 2.
ihned plyne, Ze kazdé matice A}(n) e M (at je jejich n jednidek a %kl — n nul
rozmisténo jakkoliv) mé vlastnost z(b, ¢) ¢ili Z, (k,I) = n. Vzhledem k (8)
tedy plati

n n
SN\ O

a také obdobné tvrzeni, které z (*) dostaneme, vyménime-li mezi sebou &isla
b,cak,l (t. j. uvazujeme o sloupcich misto o ¥adcich matice).
Na ptiklad pti ditkazu tvrzeni (7.2) v praci L. c. sub 1), Ze Z,,(p* + p, p?) =
=pp+1)+1, (p=1), je tieba celé stranky k diékazu nerovnosti
Zyo(P* + p, p*) = p*(p + 1) + 1. Tato nerovnost plyne okamzité z (*) pro

Pp+1)+ 1L, k=9 +p l=p%b=c=2, neboﬁ(b—l)( p2 <

E]) . o (]
R » ,
ORI TNC

Poznidmka 2. Véta 2 dovoluje vyslovit domnénku o fefeni jedné tlohy
od P. TurANA®): Je ddno » prvka 1, 2, ..., n a je pfedepsano celé ¢islo A, 3 <
h <n. M4 se urtit systém 4 dvojic (3,7), 1 =1 <j < n, ktery mé vlastnost:
«) pro kazdou h-tici (by, 99, -0y 23), 1 = 4y < 9 < ... < 1, < m, plati, Ze obsa-
huje alespon jednu dvojici systemu A4; ﬂ) systemA obsahuje nejmensf mozny
potet dvojic.

Konstruujme systém A takto: Necht {%;};_; je hlavni Fefeni rovnice (1),
v niZ poloZime k = h — 1 a ¢ = 2. Rozdélme nyni danych » prvka do k¥ =
=h — 1 skupin tak, Ze ka?dd skupina obsahuje pravé A;,:=1,2,...,k,
prvki a systém A defmu]eme jako sj ednoeem systemu viech dvojic uréenych
kazdou skupinou.

Z Dirichletova Schubfachprinzipu ihned plyne, Ze takto konstruovany systém
A m3 vlastnost &) a z véty 2 plyne jeho minimalita vzhledem k jisté specialni
mnoziné systémi s vlastnosti «). Minimalita tohoto systému vzhledem k mno-
Ziné viech systémib s vlastnosti «) zistdvd nedokadzdna. Predpoklddany mini-
malni podet dvojic systému 4 je ddn vyrazem (8), ktery po piisluSném dosa-

. [_ﬁ_]_H
' n . h—'1
zeni je roven n[h—l] —(h—l)( 9 :

%) Jde o tilohu &. 268 v Elemente der Mathematik XI/2 (1956).
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