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Casopis pro péstovini matematiky, ro¢. 82 (1957), Praha

POZNAMKA K OTAZCE O OSCILACNICH VLASTNOSTECH RESENI
DIFERENCIALNT ROVNICE y” + A(x)y = 0

MILOS RAB, BRNO.
(Doslo dne 30. dervence 1956.) . ’ " DT:517.941.91
Autor zostiuje zndmé kriterium, aby rovnice y” + A(z) y = 0 byla

neoscilatoricks resp. oscilatorickd, a zobecihuje neddvno publikované
vysledky L. D. NIKOLENEKA.

. 1. E. GacLiarpO ukézal [1], Ze postadujici podminka k tomu, aby integraly
d]ferenclalm rovnice

¥+ A(x) y=20 (1)

oscilovaly v mtervalu (@0, + oo) jest, aby funkce B(x) Ax) — byla

4x2 ‘
nezaporns a mtegral f zB(x) dz — + o0 prot— 4 0.

L. D. NxoLENEO odvodil [2] nisledujici nutnou podminku pro oseilaci

integrald diferencidlni rovnice (1), ,,blizkou™ k Gagliardové postacujici pod-
mince:

) T :
fxlanax{A(x)—‘i—lxé,O}dx—»—}-oo pro ¢ = + o . 2)

Gagliardova postadujici podminka je vS8ak zvlastnim pFipadem obecné]su
véty, kterou odvodil jiz pied tim M. ZrAmarn [3].

Oznaéime-li log, z = z, log, = log log,_, #; Ly(x) = 2, Ly,(x) = L,_,() .
.log, z; Su(x) = > [Li(2)]7%, jest Zlamalova postatujici podminka pro oscilaci

integralt diferenciélni rovnice (1), aby

4
[L,(x) {A(x) = } S,,(x)} dze - 4+ prot— +o0. (3)
Podminku tuto odvodil Zlamal jako korolar véty, které v dalsim také uZijeme:
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a) Jestlize integrdl f % diverguje a jestliZe existuje kladnd funkce o(t) majict

spojitou pront derivaci takovd, Ze

j-% w?(t)dt < 4 o0, (4)
Jo) ft)dt - + 00 pro x—> + 0, (5)
pak diferencidlni rovnice (Q(x) y')’ + f(x) y = 0 jest oscilatorickd.

Obé podminky (2) a (3) se daji zobecnit.
Ukazeme, Ze postadujici podminka k tomu, aby integrdly diferencidlni
rovnice (1) oscilovaly, jest, aby
11

f Lnﬁ(sﬂ {A(x) - Ti"sn(w)} dz - 40 pro t—> o0, (6)

logiiz x

a nutnd podminka

. .
J L, . (x) Max {A(m) — %Sn(x) , 0} dz - + o0 prot— + 0, (7)

pro n celé nezaporné a ¢ > 0.
V piipad$, Zze A(z) sphiuje podminku
A@)— L8

JLp(@) dz < + 0, (8)

lze udat pro integraly diferencidlni rovnice (1) asymptotické vzoree. DokizZeme,
Ze existuje takovy fundamentalni systém y, (), y,(x) diferencidlni rovnice (1),
Ze

11(@) ~VLa(@) s ya(@) ~ Lu@) 10guss @ -
2. Dokézeme nyni postaditelnost podminky (6) k oscilaci integralt diferen-
cidlni rovnice (1). ‘ .
Transformujme diferencidlni rovnici (1) substituci

s ~ e
§ = “(x) ’ y(x Vm ’

kde o(x) znadi libovolnou funkei, kterd mé v intervalu (z,, 4 c0) spojitou
tieti derivaci a «'(z) > 0.
Po snadném podtu obdrzime diferencidlni rovnici pro u

S R@u=0, ®
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kde
' A ()
«'3(x)

Zvolime-li specieln& «(x) = log, .z, jest

R(x) = V(x) + Vx) =— i) 3 e (10)

R@) = I2(@) {A(x) - }&(x)} .

Dukaz. Pfednsg jest o'(x) = 1( i , takzZe stadi ukazat, ze V(z) = ——L"‘(x) .
S, (x), &ili (podle (10)), Ze
1., 1, 1 A
— 7 L2 @) + 5 Li(@) La(2) = — 7 La(2) Sa(@) - (11)

Ditkaz provedeme tplnou indukef.
Pro n = 1(11) zfejmé plati. P¥edpoklddejme nyni platnost (11) pro » — 1
a dokazme pla,tnost pro n. Pondvad? L.(z) = (L,_,(x) log, )’ = L,_,(x) -

dog,z +1, Li(x)= L, () log,z + 7= "‘1( ) dostavame pb dosazeni do levé

-Ln-l( )
strany (11):

— L) + 3 Liw) L(@) = — 3 [Li (@) log, o + 1 +

+§L,,<x)[ o) 0B = + XD = logt el 3 Lonie) Liu@) — pLitate)| -
1

= logh e | — 8uae) Ihae)| — 7 = — FT0) Sue) — =

»hlv-

= — iLﬁ(ag) [Sﬂ_l(x) == ﬁ] = — — L) S,(x), ec. b. d.

ObdrzZeli jsme tedy tento vysledek:

Diferencidlnt rovnice (1) se transformuje substituct

s=«xx), y= Vu_(s)" kde o(z) =log 412 (12)
v diferencidlnt rovnici
a4 L2(zx) {A(x) — %Sn(x)} u=0. (13)

Polozme nyni ve vété (a) w(s) = s(log s)™2¢ (¢ > 0), @(s) =1 a aplikujme
ji na diferencidlni rovmcl (13). Ponévadz w'(s) = (logs)™—¢ — (1 + ¢) .
. (log 8)—2—‘, jest
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ds <

fw'2<s> 4 f (log 5)*~* — 2(1 + &) (log 5)*2+ (1 +-)* (log s) =+~

($) s (log s)~1—¢

ds
1—{—3)2[8_(1W< + oo .

Také podminka (5) je splnéna vzhledem k predpokladu (6), nebot

i 4

[w(s) f(s) ds = [log,., z(loglog, . )~1~¢ Li(x) {A (®) — "S (x)} d(log,; z) =

n+1 x) 1
flog;j;;x { T4 S (x)} de.,

kde t’ je dino vztahem ¢ = log, .,t'. Integraly diferencidlni rovnice (13), a tedy
téZ (1) osciluji v intervalu (z,, 4 c0) a postaditelnost podminky (6) je dokazana.

Nez pristoupime k vySetieni integralt diferencidlni rovnice (1) v pifipadé
neoscilatorickém, pfipomenime vétu [4], [5]:

Jestlize [z | f(x)| dx < + o0, md diferencidlni rovnice y" + f(z) y = 0 takovy
fundamentdlni systém, Ze y, ~ 1, y, ~ x.
Aplikujeme-li tuto vétu na diferencidlni rovnici (13), obdrzime: jestlize

st () (x)—-—Sﬁ(x ds——fL,,+1(x ]A(x ——S ()|dr < + 0,

mé diferencidlni rovnice (13) fundamentalni systém u, ~1, u, ~s, a tedy
diferencidlni rovnice (1) vzhledem k (12) fundamentélni systém

Y~ VLn 23) ’ e VLn(z) 10g7l+1 Zz,
takze je ziejmé neoscilatoricka.
Abychom dokézali podminku (7), nutnou pro oscilaci, poloime B(x) =
= Max {A (), %Sn(x)} . Jestlize

an+1(x)

B(x) — %Sn(x) de = [Ly.,(x) Max {A(x) = iSu(x) ) 0} dz < 40
dle (8), jest diferenci4lni rovnice y” + B(z) y = 0 neoscilatoricka, a tedy tim
spiSe neosciluje diferencidlni rovnice (1). Nutnost podminky (7) pro oscilaci
integrala diferencidlni rovnice (1) jest tim dokazéna.

Pozndmka pti korektu¥e. Podminku (7) nutnou pro oscilaci jntegrali
diferencidlni rovnice (1) odvodil soudasné Nikolenko v praci ,,06 ogaom moc-
TATOYHOM YCJIOBMH HeKojeGaTenbHOCTH pemenuil ypasHeHmA ¥ + f(x)y = 0,”
HJAH CCCP 110 (1956) 929—931.
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