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&asopis pro péstovini matematiky, rot. 81 (1956)

POZNAMKA O RIDKYCH MNOZINACH V E,,

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 13. zafi 1955.) DT :519.51

V préci je dokézéna vita, ktera mé asi tento nizorny vyznam: Ridkéa
mno#ina v K, mé miru 0, kdyZ jenom podél nemnoha rovnobéZek se
soufadnymi osami je pfili§ roztrhéna. V E, (m > 2) plati podobné
véta pro Fidké uzaviené mnoZiny.

Lemma 1. Bud P separabilni metricky prostor. Bud N nespodetnd mnoZina;
kaidému x « N bud pFifazen bod b(x) ¢ P. Bud ¢ > 0. Potom existuje bod c e P
tak, %e pro nespotetné mmoho x ¢ N plati Q(c, &) C Q(b(x), 2¢).%)

Dikaz. Bud C hustd spotetnd st prostoru P. Piifadme kazdému ¢ e C
mnozinu N, téch x ¢ N, pro néz c e 2(b(z), ¢). Protoze Y N, = N, existuje

ce!

¢ e C tak, %e mnozina N, je nespodetna. Pro kazdé » e N, je pak Q(c, ¢) C
C Q(b(x), 2¢).

Oznadeni. Bud E, m-rozmérny kartézsky prostor. Je-li m > 1, i celé,
1<i<m, BCE, ¢ =[%, ... %] € Em_y, bud B! mnozina viech t ¢ E,,
pro néz plati

(g5« r Biis b By onsy Bin—y] € B

Lemma 2. Bud BC E,, (m > 1); bud Q neprdzdnd oteviend éast E,,_,; bud
A mnespodetnd &ast E,; konetné bud T mmno¥ina téch x ¢ E,,_,, pro néZ ma B
nespoetnd mnoho komponent. Necht Q.x AC B a necht T je proni kategorie
(v E,,_,). Potom mnofina B neni #tdkad.

Dikaz. Jestlize mnozina A neni ¥idké, neni ani mnoZina B ridka. Pied-
pokladejme tedy, Ze mnoZina A i mnozina B je fidké; ukdzeme, Ze tento
predpoklad vede ke sporu. Budte L,, L,, ... viechny komponenty mnoZiny

E, — 4 (je jich oviem nekone¢né mnoho). Dale bud 7'= U T,, kde mnoZiny
n=1

T, jsou ¥dké. Bud £, néjaka omezené oteviens neprazdnd &ast mnoZiny £

polozme G, = 2, — T,. Protoze G, je neprazdna oteviend mnozina a protoze

mnozina B je iidka, neni G, x L, C B. Existuje tudiz bod z,¢G, a dislo

*) Je-lia e P, 0 > 0, znati 2(a, J) otevienou kouli o stiedu a a poloméru é.
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91 € L, tak, Ze [x,,y,] non ¢ B. ProtoZe mnozina (G, x L,) — B je oteviens,
existuje oteviené okoli 2, bodu z, tak, e Q, C G, a Ze zadny bod [z, y,], kde
x e £y, nelezi v B. Poloime dile @, = 2, — T,. Protoze neni G, x L,C B,
existuje bod z, € G, a &slo y, € L, tak, Ze [x,, 7,] non ¢ B atd. Timto zptisobem
sestrojime posloupnosti {2,} (n=0,1,...), {G,}, {2}, {y.} (n=1,2, sie)s
Mnozina £, je omezend a plati 2,C G,C Q,_, (n=1,2,...); je tedy @ <+
+F2020...C2 002 n... Zvolme zeM 2,. Potom plati jednak
n=1

(¥, Ya] non e Bpron = 1, 2, ..., jednak [z, y] € B pro kazdé y « A. Mizeme tedy
kazdému bodu y e 4 piifadit tu komponentu K(y) mnoziny B”, Ppro niz
y € K(y). Necht z,, z, € 4, z; < 2z,. Protoze mnozina 4 je fidka, existuje z tak,
ze plati 2; <z < z,, znon € 4. Necht z ¢ L,. Protoze L, C (z,, 2,), le#i mezi
body 2y, z, bod y,, ktery nepatii do B]"; odtud plyne K(z,) = K(z,). Zobrazeni
Yy — K(y) je tedy prosté; vidime, Ze mnozina B ma nespoetné mnoho kom-
ponent. Protoze vSak plati xe 2,C G, Cc 2, , — T, pro n = 1,2, ..., nelezi
bod z v Z4dné z mnozin T, a tedy ani v mnozing 7. To je hledany spor.

Oznadeni. Bud BC E,, (m > 1), y ¢ E;. Necht ,B znad mnozinu vech
z ek, _,, prond je [z, y] « B.

Lemma 3. Bud BC E,, (m' > 1). Bud T mnoina vdech x ¢ E,,_,, pro né% md
B nespocetné mnoho komponent. Necht pro nespoletné mmoho y « E, md mnoZina
B vnitint bod; T bud proni kategorie (v E,,_,). Potom mnofina B neni #idkd.

Dikaz. Bud @ mnoZina viech y, pro né% mé ,B vnitini bod. Ke kazdému
Y € Q existuje bod b(y) € E,,_, a &slo e(y) > 0 tak, ze Q(b(y), e(y)) C ,B. Bud

Q. mnoZina téch y e @, pro néz je &(y) > i Pro kaidé ye@, je pak
n

.Q(b(y), %)C +B. Je U @, = @; existuje proto n tak, e mnoZina Q. je nespo-
n=1

detnd. Podle lemmatu 1 existuje c ¢ E,,_, a nespodetna mnozna 4 C Q, tak,

Ze je Q= Q(c,%@) CcQ (b(y), %) pro kazdé yed. Je tedy 2xAC B;

podle lemmatu 2 neni mno#ina B #{dk4.

Véta 1. Bud méfitelnd mnofina B #idkd v E,. Bud N, mnofina viech t ¢ E,,
pro néZ md B; mespoletné mnoho komponent (i = 1, 2). Necht mnoZina N, md
miru 0 a necht mnoZina N, je proni kategorie. Potom md B miru 0.

Dikaz. Bud D mnozina téch y ¢ E,, pro néz ma , B kladnou miru. Piipustme,
Ze mnoZina B mé kladnou miru. Potom (podle Fubiniovy véty) m4 téz D klad-
nou miru. Protoze N, mé miru 0, je mnoZina 4 — D — N 1 nespocéetna. Je-li
Y €« A, ma mnozina ,B = B} kladnou miru a jen spoetné mnoho komponent.
Aspoti jedna komponenta je tedy (nezvrhly) interval; +B mé tudiZ vnittni bod.
Podle lemmatu 3 (kde klademe 7' = N,) neni mnozina B ¥dké. Tento spor
dokazuje, Ze B m4 miru 0.
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Poznémka. Jestlize mnozina B C E, je ¥dké a jestlize mnoziny N,, N,
maji miru 0, méze je§té B mit kladnou miru, jak ukazuje tento ptiklad (kde
mnozina B je dokonce uzaviena):

Seradme viechna racionalni &isla intervalu (0, 1) do posloupnosti 7y, 75, ...
Jsou-li m, n ptirozend &isla, polozme

Lyp = (Pms T + 27™7") X (P, Tn + 2777 .

Dale bud @ =U I,,,, K =<0,1)x (0,15, B=K — G. Mira G je mensi

m,n

o0 o0
nez >4 mn=734m Y4 n=73.3 =}, takie mno%ina B mé kladnou
m=1 n=1

m,n

miru (a ziejm& je Ftidkd). Polozme jesté Jp = (st +27), 4, = U Ji
k=mn

oo
(n =1, 2,...). Mira mnoZiny 4, je mensi nez > 27k = 277+l tedy mira pri-
k=n

niku A 4, je nula. Zvolme ¢ ¢ B, — A 4,. Existuje p tak, Ze ¢ non e A,; dale
n=1 n=1

existuje p¥irozené q tak, Ze v intervalu (¢ — 279, t) neleZi 74dné z &isel ry, ..., 7).

Necht nyni v intervalu I,,, lezi n&jaky bod s prvni soutadnici rovnou ¢. Pro-

toze te (T T+ 2" ") C JnC Ap, ale tnoned, je m <p. Zaroven je

viak t — 2-m-n <y < 1; protoze &islo r,, nelezi v intervalu (¢ — 279, t), je

n < ¢. Odtud plyne vztah G} = Hj, kde H = U I, ,; mnoZina B: =K;— H;

m<p
n<q

mé tudiz jen koneény podet komponent. To plati pro kazdé te B, — N 4.,
n=1
tedy pro skoro viechna t ¢ H,. Podobng lze zjistit, Ze pro skoro viechna t €

mé B} jen kone&ny potet komponent.

Jeité snazii je sestrojit ¥dkou uzavienou mnozinu B C E, s kladnou mérou
tak, aby obé mnoziny N;, N, byly prvni kategorie. Staci polozit B = D x D,
kde D je néjaka Fidké uzaviend &ast E, s kladnou mérou.

Definice. Necht m,  jsou celd, m > 1, 1 < ¢ < m a necht BC E,. Bud
N(i, B) mnozina vsech z ¢ E,,_,, pro néz ma B nespotetné mnoho kompo-
nent; bud M(i, B) uzdvér mnoziny N(i, B). Bud R™ systém viech mnoZin
B, které jsou uzaviené v E, a pro né:z maji mnoziny M(1, B), ..., M(m, B)
miru 0 (v E,,_,).

Véta 2. Necht mnoZina B € R™ je Fidkd. Potom md miru 0.

Dikaz. Bud napred m = 2. Ve vété 1 je N, = N(i, B) (i = 1, 2). Mnozina
M(2, B) je uzaviena a mé miru 0; je tedy ¥idké. Tim spife je N, = N(2, B)
mnoZina prvni kategorie. Protoze M(1, B) mé4 miru 0, ma i N, = N(1, B)
miru 0. Podle véty 1 ma tedy B miru 0.
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