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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 81 (1956)

0 PROJEKTIVNIM POJET{ TRANSLACNICH PLOCH

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 15. &ervence 1955.) DT:513.735

V &lanku je studovéno zobecnéni translaénich ploch. Ridici i tvotict
k¥ivky jsou nahrazeny obecnymi podmnoZinami afinnfho prostoru (resp.
projektivniho prostoru) se soufadnicemi z daného télesa. Uvahy uzce
souvisi s theorii soudtovych utvari v daném afinnim prostoru, resp. se
zobecndnim této theorie pro prostor projektivni.

Podnétem k této pozndmee byla mi &ast referdtu [1] prof. Fr. KADERAVEKA;
prof. Kadefavek se zminil o uziti translaénich ploch pfi z¥izovani kleneb
z tenkého betonu (zejména pii restauradnich pracich na stavebnich pamdt-
kéch) a o moznosti uziti novych ploch, které se jevi jako pfirozené zobecnéni
ploch translaénich. Omezuji se na tvahy theoretického rdzu, pii demz mi jde
predevsim o definici utvart, které nemusi byt nutné plochami; prostor, v némz
jsou tyto dtvary definovény, je afinni prostor se soufadnicemi z télesa 7', resp.
projektivni rozsifeni tohoto prostoru. Avsak pfi zkoumdni podminek, za nichz
definovany tutvar je plochou, omezuji se pro jednoduchost na prostor euklei-
dovsky, resp. na jeho projektivni rozsifeni. Radu projektivnich vlastnosti
novych ploch lze odvodit z vlastnosti ploch transla¢nich; z toho divodu jsem
se touto véci nezabyval. Diferencidlnd geometrické vlastnosti, potfebné
zejména pii statickych vypodtech, tekaji oviem na své zpracovani.

1. Predmétem nageho vysettovani bude nejprve afinni n-rozmérny prostor
A, se soufadnicemi z nékterého télesa 7' charakteristiky p = 2.

Definice 1. a) Necht plati 'k, 2k C 4,, K €'k N0 2k. Pak ke kazdému X €2k
piitadme mnozinu 'k, vzniklou z mnoziny 'k posunutim o vektor KX. Sjed-
noceni U 'k, oznaéme 7', (*k, 2k) (t. zv. translacni ditvar).

Xek
b) Necht 1, 21C A,. Pak sjednoceni U {'L + *L} oznaéme S(1, ) (t. zv.
1Lee,t Lee
soudtovy utvar).
¢) Necht 1,2 C 4,. Pak sjednoceni U {}(*L + L)} oznadme S(,2)
1Le'e, Lee
(t. zv. stfedovy utvar).
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Zvolime-li 'k = %k = {K, L}, pak ziejmé rovnost mezi mnozinami 7, (%, 2k),
T, (*k, %) neplati. Bod K v def. 1a) je tedy pro uvedenou definici podstatny.
Déle si v§imnéme, Ze mnozina C z def. 1¢) nezavisi na soutadnicovém systému.

Vé&ta 1. a) Plati-li pfedpoklady z def. 1a), pak T,(*k, %k) = T,(k, k).

b) Plati-li predpoklady z def. 1a) a je-li bod K pobditkem, pak T, ('k,%k) —
= S(1k, %k). '

c) Plati-li pfedpoklady z def. la) a je-li bod K poédtkem, pak T,('k,2k) =
= C(2.%%, 2 .%). Naopak, je-li 1,2l C A, a je-li poéatek stfedem dvou riznijch
bodi. 1B € 'l, 2B €2, pak C(1, %) = To(} .4, % .2).

Dikaz. a) Mnozina T, ('k, %) mé za své prvky body 'X + 2X — K, kde
X €'k, *X e%k. Zvolime-li potatek v bodé K, pak zddand symetrie je ihned
patrna. Z dikazu tvrzeni a) plyne jiz dikaz obou zbyvajicich tvrzeni b—c).

Obsahem véty 1 je zobecnéni zndmych vlastnosti translaénich ploch euklei-
povského prostoru, a to vlastnosti o obou systémech zakladnich kiivek transladni
plochy, dale o tom, Ze kazdé transla¢ni plocha je souétovou plochou dvou
ktivek a Ze kazda translaéni plocha je stfedovou plochou dvou kiivek. Nami
uzity dikaz zdé se byt daleko jednodusii (a pfi tom obecnéjsi), nez dikazy
obvykle uzivané (viz ku p¥. [2]).

V dalsi vété predpokladejme, Ze prostor 4, je redlny eukleidovsky prostor
E;. , Ktivkou‘ a ,,plochou* budeme rozumét jednoduchou kiivku a plochu.

V&ta 2. Jsou-li ', % kfivky, pak mnoZina C('l,2l) je plochou, pravé kdyZ pro
Zddnou dvojici pFimek 'p || *p neplati 11 C 'p, 2 C *p.

Dukaz. Predpokladejme, ze kiivky 1, %l maji parametrické rovnice z = f,(v),
Y = fa(v), z=[3(v), resp. = = g,(w), y = gy(w), z = gs(w). Pak mnozina
C(,%) ma parametrické rovnice 2z = f,(v) + g,(w), 2y = f,(v) + gu(w),
2z = f4(v) + gs(w). Oznaéme dale h, , hodnost matice

‘o Oy Oz L) fi(v)  fa(v)
M= ov’ v’ ov _ ’ 2 ’2 ’2

Q}_ ?g 22'_'_ gr(w)  gy(w) 93(11))‘

ow’ ow’ ow 2 7 2 2

Nyni dokdzeme pomocné tvrzeni: Nerovnost b, , < 2 je splnéna identicky
v argumentech v, w, kdyZ a jen kdyZ plati nékterd =z téchto dvou podminek:

L f1(v) = [y(v) = f5(v) identicky v argumentu v, g,(w) = gy(w) = gy(w) iden-
ticky v argumentu w.

2. Funkce f;, g; jsou konstantni a plati f; = q . g; pro nenulové g a proi — 1, 2, 3.

Je-li totiz néktery z prvkia matice M konstantni funkei, pak je konstantni
funkei téz kazdy prvek, stojici v témze ¥4dku s ptivodnim prvkem. V opaéném
piipadé by existovala dvojice v, w, tak, Ze hy, w, = 2, a to je hledany spor.
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Jsou-li prvky téhoz tadku matice M od sebe riizné nekonstantni funkce, pak
opét existuje dvojice v,, w, tak, ze h, ,, = 2; to je opét spor. Pomocné tvrzeni
je tim dokazéano.

Z pomocného tvrzeni plyne ihned dikaz pou¢ky 2; podminka 1, resp. 2
znamend totiz, ze kiivky 1, 2/ jsou polozeny na dvou rovnobéznych pfimkach.

Definice 2. Predpokladejme, ze mnoziny k, 2k C 4, maji spoleény bod K
a %e nadrovina ¢ mi s obdma mnoZinami k,2k prizdny prinik. Kazdému
X €2k pritadme mnozinu %, tak, Ze 1) je-li K = X anebo K + X, KX || o,
pak 'k, vznikne u 'k posunutim o vektor KX; 2)je-li K + X, {S,} = KX n p,
pak 'k, je obrazem mnoziny 'k v homothetii o stiedu S;, v niz K je vzor

a X jeho obraz. Sjednoceni U 'k, oznatéime H, ,('k, %k).
Xek

Viimnéme si, ze z metrického hlediska neni Gtvar T z def. la) specidlnim
piipadem utvaru H z def. 2. Je-li v eukleidovském prostoru ttvar 7' plochou,
dostdvéame ziejmé translaéni plochu. Je-li obdobné ttvar H plochou, dostaneme
plochu, kterou zavedl pongkud odli¥nym zpiisobem prof. Kadetédvek; specidlni
piipady takovéto plochy byly navrieny pro klenby z tenkého betonu nad
obecnym &tyrihelnikovym piidorysem. Souvislost mezi Gtvary 7', H osvétlime

VIV

v pristim odstavei.

2. Dale budeme vySettovat n-rozmérny projektivni prostor P, se soufad-
nicemi z nékterého télesa T' charakteristiky p = 2.

Definice 3. Necht 1,2/ C P, a necht nadrovina ¢ mé s obéma mnoZzinami
1, 2] préazdny pranik. Ke kazdé dvojici 1L € 1, 2L € 2 piifadme bod X, ., tak,
ze 1) X.,., = L v ptipadé 'L ¢ 'l n 2l; 2) (\L2L 0 o, X,L,2L) = — 1 v pii-
padé, ze 1L ==:L.

Sjednoceni U {X,, .} oznaéme P, ('], ).
1Le',2Le]

Utvar P z def. 3 je zfejmé zobecnénim utvaru C z def. 1b; piechod od P k C
lze uskute¢nit v rameci prechodu od prostoru P, k prostoru 4, (nadrovina
o prohlaSena za nevlastni).

Za predpoklada z def. 3 plati P,('l, %l) = P,(*, 1). Dikaz je snadny.

Projektivni zobecnéni ttvaru 7' z def. la, resp. Gtvaru H z def. 2 je dosti
slozité: Necht plati %k, %k C P,, K €'k n 2k; necht dile g, o jsou nadroviny,
které maji s obéma mnozinami 'k, %k prazdny prinik. Kazdému bodu X %k
piifadme mnozinu 'k, tak, ze 1) 'k, = 'k; 2) je-li K = X, pak 'k, je obrazem
mnoziny 'k v kolineaci o stitedu KX n g, nadroviné samodruznych bodi o

a o vzoru K s obrazem X. Sjednoceni U 'k, oznaéme §y, ,('k, %k).
Xek

Lze dokazat, ze ke kazdému dtvaru § existuje jemu rovny utvar P z def.
3 a naopak. Tim se viak jiZz zabyvati nebudeme.

Utvar H z def. 2 je specidlnim ptipadem utvaru § (je-li nadrovina o nevlastni),
a tedy té% specidlnim pifpadem ttvaru P.
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