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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 81 (1956)

APROXIMACE PRVNI VLASTNI HODNOTY INTEGRALNI
ROVNICE LINEARNIM FUNKCIONALEM

LUDVIK JANOS, Praha.

(Doslo dne 4. ervence 1955.) DT:517.948

V préci je nvazovéna prvni vlastni hodnota 4, integrélni rovnice, po-
pisujici pfi¢né kmity pruzného kontinua, jako funkecional ALM ] na mno-
Zin& v8ech moZnych rozloZeni hmoty.

Je tu ukdzano, Ze existuje pravé jeden linearni funkeional, ktery pred-
stavuje nejlepsi aproximaci funkcionalu A[M]. Je dale propoéitan kon-
kretni priklad.

V préci se budeme zabyvat okrajovym problémem

[3;((;‘)’] — u(z)y@) 0<z< 1, (1)
y(0) =y(1) =0, y"(0)=y"(1)=0. (la)

vy

Diferencidlni rovnice (1) popisuje piiéné kmity pruznych kontinui (nosniky,
hiidele a pod.), () znadi prihyb v misté z, p(x) je plevracend hodnota tuhosti
v misté z (p(x) = E%(x)’ kde J(z) je moment setrvadnosti prifezu, u(x) je
hustota hmoty v misté x a w znaéi frekvenci kmitani. Krajové podminky (la)
vyjadiuji okolnost, Ze v krajnich bodech (podpory, loziska) jsou prihyby
a ohybové momenty nulové.

Postupnou integraci rovnice (1) s ohledem na krajové podminky (la) dosta-
neme pro funkei y(x) homogenni integralni rovnici tvaru

y(x) = wzof L(, 8) y(s) p(s) ds . (2)

Funkece I'(x, s) je Greenovou funkei okrajového problému (1), (1la) a rovnice
(2) je ekvivalentni s timto problémem. Rovnice (2) ndm v$ak nabizi dilezité
zobecnéni na piipady, kdy hmota je na intervalu <0, 1) rozlozme jak spojité,
tak i nespojité. Definujeme-li funkei M(x) jako celkovou hmotu rozprostienou

1
na intervalu (0, z), miZeme integral [I'(x, s) y(s) u(s) ds nahradit Stieltje-
0
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I
sovym integralem [I'(z, s) y(s) dM(s). Zavedeme-li jesté misto charakteristic-
0

1
kveh &sel w? vlastni hodnoty vztahem A; = —;, muZeme rovnici (2) napsat ve
) 1 (Oz b
i

tvaru

[ﬂmwyde@r:wuy (3)

Funkce M (z) je nyni libovolna neklesajici funkce na intervalu (0, 1. Budeme
nyni ¥kat, ze v bodé z € (0, 1) neni hmota kdyZ a jen kdyz existuje okoli bodu
x e (a, b) takové, ze funkce M(t) je na ném konstantni. V jiném piipadé bu-
deme fikat, ze v bodé x je hmota, a mnozinu téch bodd z e (0, 1) nazveme
J,, tedy J, c (0, 1). V knize [1] jsou dokaziny tyto vlastnosti rovnice (3):

M

1. Jadro je spojita funkce, spliiujici vztah
I'z,s)=I(s,2), x,8e0,1,
2. I'z,8) >0, z,8¢(0,1),

(coz by konetné plynulo okamzité po étyfnisobné postupné integraci rov. 1).

3. Jadro je positivné definitni, coz znadi, ze systém vlastnich tisel (t. zv.
spektrum) tvoii nerostouci posloupnost nezapornych &isel 4, = 0, lim 4; = 0.

i—>00
4. V piipad, ze mnozina J, je nekonetnd, md spektrum nekoneéné mnoho
hodnot a kazdou obsahuje jen jednou, coz znamena, Ze linedrni prostor vlast-
nich funkei y(z) piisludny k libovolné vlastni hodnoté A; mé dimensi 1. Obsa-
huje-li mnozina .J,, jen koneény podet bodi, sestdva spektrum z pravé tolika
ruznych hodnot.

5. Vlastni funkee y,(x) piislusna vlastni hodnoté 4, ma na intervale (0, 1)
pravé ¢ — 1 nulovych bodi.

Budeme nyni studovat prvni vlastni hodnotu integralni rovnice (3) jako funk-
cional na mno#iné viech moznych rozlozeni hmot na intervale (0, 1). Budeme
proto psit A[M], kde M znati libovolnou nezapornou neklesajici funkei na
intervalu (0, 1). Z rovhice (3) je patrno, ze studovany funkecional je homogenni
stupeti prvého, coz znadi AlaM] = aA[M] pro a = 0. )

Muazeme se proto ve svém vySettovani omezit na mnozinu téch M(z), pro
néz je M(1) = 1. Tuto mnoZinu nazveme I a sestava tedy ze vSech nezipor-
nych neklesajicich funkei M(x) na intervale (0, 1), pro néz plati M(1) =1
a M(0) = 0. Pro pohodli dalsiho vySetfovani je dfelné zavést podmnoziny
M, C M, pro 0 < z < }, definované takto:

M@)=0, 0<zx<z,

M(x)fgﬁz©{M(x)=1’ 1—2<z<1.
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M. je tedy mnozina rozlozeni hmot celkové hodnoty 1 na intervale (z, 1 — 2>,
pii ¢emZ na zbylé intervaly <0, 2>, (1 — 2z, 1) nepfipad4 z4dné hmota. Uvs-
domme si je§t®, Ze ne kazdé dvé rizné funkce z M predstavuji rizna rozlozeni
hmoty. Tak na p¥. funkce definovans takto:

M) =0pro0 <z <}, M(x) =}prox =1}, M(x)=1pro} <2<1,
a funkce
Myx) =0 pro 0 <2<}, Myz)=1 pro } <ax <1,

predstavuji stejné rozlozeni hmoty, nebot plati, Ze
1

1
fg(x) dM, = Jg(x) amM,,

0

pro kazdou spojitou funkei g(z) a tudiz integralni rovnice

1
Ay(x) = Of I'(z, 8) y(s) dM,(s) ,

1
ty(@) = 0flw(%s) Y(8) dMy(s) ,
jsou identicks.
Je proto tdelné, zavést na mno%ing M ekvivalenci definovanou takto:
MieM, MyeM, M,=M,,
jsou ekvivalentni tehdy a jen tehdy, kdyZ pro libovolnou spojitou funkei p(z) e
1 1
€ C(0, 1) platt f(p(x) dM,(zx) = [o(x) dM,(x).
0 0
Mnozinu M s takto zavedenou ekvivalenci budeme nazyvat mnozinu roz-
loZzeni hmot a kazdé t#{d& budeme prosté fikat rozlozenf hmoty. Mnozinu I bu-
deme topologisovat zavedenim konvergence posloupnosti. Budeme psat

im M, =M, M;e M, MM, tehdy a jen tehdy, plati-li pro libovolnou
funkei ¢(z) € C(0, 1)

1 1
lim [g(x) dM,(x) = Jo(x) dM () .
0 0
Je nutno jedt& ukazat, ze takto zavedens topologie je v souhlase se zavedenou
ekvivalenci, tedy %e platf
M;=N,limM,= M,limN, = N = M=N,

coz je viak bezprosttednd patrno z definic ekvivalence a konvergence. Mazeme
tedy mluvit o topologickém prostoru rozlozeni hmot M. Na tomto prostoru

1

budeme studovat funkcional A[M] a jeholinedrni aproximaci y[ M] = [V(z)dM (),
y ° 0

kde funkei V(x) budeme tikat »véhové funkee: V(z) ¢ C(0, 1), kde

C(0, 1) je mnozina spojitych funkei na <0, 1> metrisovans supremem absolutni
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hodnoty rozdilu. Pii zvolené vahové funkei V(z) budeme vySetiovat extréma
y[M]
A[M]
y[M] je spojity na IM ve smyslu zavedené topologie, a Ze y[M] obou extrém
nabyva na 9. Bude nas proto zajimat v prvé fadé, zdali IM je kompaktni.
To v8ak plyne z toho, Ze na§ prostor je homeomorfni s uréitou éasti prostoru
C(0, 1) (vSech linedrnich funkcionali na C(0, 1)), kterd je vSak podle véty
3, § 24, str. 194 knihy [2] kompaktni.

Jde jesté o to dokazat druhé tvrzeni, Ze totiz funkcional A[M] je na M spo-

rvyr

jity. Jde tedy o to dokdzat, Ze nejniz8i vlastni hodnota integralni rovnice

1

J I'(%, 8) y(s) dM(s) = ty(z) ,

vyrazu.yp[M] =

na M. Za tim Glelem musime ukdzat, %Ze funkcionsl

je spojité zavisla na M e M ve smyslu topologie v M. Predné je vidét, ze A[M]
je na M omezena, nebot

0 <M =3, <37 — [Tl z) dM(x).
i=1 0

=} 1

(Znamy vztah > A, = [I'(z, x) dM(x), plyne na pf. ze vztah@ (5') a (16) str.
i=1 0

198 a 200 citované knihy [1]).

Podle vét uvedenych o studované integralni rovnici existuje ke kazdé
vlastni hodnoté pravé jedind vlastni funkece y(x), normujeme-li ji podmin-

kou max y(r) = 1. Specidlné pro prvni vlastni hodnotu je prvni vlastni
ze €0,1>

funkece y(x), normovand uvedenym zpusobem vi¥ude kladni na (0, 1). Pro
A; © = 2 méa ptisludné vlastni funkce uz nulové body na (0, 1) a nabyva zdpor-
nych hodnot na (0, 1). Kazdému M ¢ M piislusi tedy ¢islo A[M] a funkce
Yy(x) € C(0, 1) |ly,ll = 1. DokdZeme nyni, %e mnoZina vSech y, se dd vnofit
do praekompaktni podmnoziny K C C(0, 1). Vezmé&me si za tim tidelem systém
vsech operatora tvaru (zobrazujicich C(0, 1) do sebe)

T,l¢] = 0fI’(ar:, s)p(s)dM(s), MeM, ¢(s)eC(0,1)

a utvofme mnozinu K vsech funkei tvaru 7', [¢], kde g(x) probihd podmnoZinu
vSech ¢ € C(0, 1), pro néz plati ||p(z)| = 1 a ¢(x) = 0 a M probihd celou IM.
O mnoziné K dokazeme nyni dvé tvrzeni:

1. Mnozina K je stejnomérné ohranifend, cof znamend, %e existuje &islo L tak,
e pro y € K plati ||y|| < L.

2. Funkce mnoZiny K jsou stejnomérné spojité, cof znaéi, %e ke kaZdému e > 0

existuje & > 0 tak, Ze pro vdechna y(x) e K platt |p(x,) — p(x,)| < & jen kdyZ
|z, — 2| < 6.
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Z vlastnosti 1. a 2. plyne pak praekompaktnost mnoziny K, nebo-li kom-
paktnost K. (Viz na pi. [2], str. 66.)

1
Dokazeme nyni obé tyto vlastnosti mnoziny K. Protoze je [I(x,8) p(s) dM (s) <
- 0

< max I'(z,s) pro vsechna g¢(s), 0 < @(s) < 1, znameni to, ze &islo

@86 <0,1>
L = max I'(x, s) omezuje mnozinu K. Vezm&me si nyni libovolnou funkei

1
y(z) € K, tedy y(x) = [I'(z, s) g(s) dM a poditejme
0
1
l’/’(xz) - 1P(xl)l = |‘[[F(x2, 8) — I'(xy, 8)] g(s) dM| <
0
1
< [|F(2s, 8) — I'(=,, s)| @(s) dM(s) .
0
Protoze I'(z, s) je spojitd v z, s € (0, 1> je tam stejnomérné spojitd a existuje

tedy pro libovolné & > 0 takové 0 > 0, ze |I'(xy s) — I'(ay, s)| < e, kdyz
|v; — @,| < & a s€<0, 1). Plati tedy

1
[wie) = (@] < [11@y 8) — T, )] gle) AU < ¢

pri Ix2 — xll <0, coz bylo ukdzati. Mnozina K je tedy praekompaktni a
protoZe je tvofena obrazy viech nezédpornych funkei, obsahuje jen neza-
porné funkce. Z toho plyne, Zze mnozina K neobsahuje z4dnou vlastni funk-
ci y, pfislusnou k vlastnim hodnotdm ¥idu vyssiho nez prvniho. Ukdzeme
nyni, Ze funkcional A[M] je spojity na M a ze zobrazeni M — v, je spojité
na M, kde y,, znad¢i prvni vlastni funkei p¥islusnou M, normovanou podmin-
kou max y,(x) = 1. Protoze viechny y, lezi v K, jde o zobrazeni M do K a
70,15

mame ukézat, Ze je spojité na IN.

Méjme tedy libovolnou konvergentni posloupnost M, e M, lim M, = M,
M ¢ M, mdme ukdzat, Ze plati lim A[M,;] = A[M] a lim Yu, = Yy (ve smyslu
topologie v C(0, 1)).

Dikaz provedeme nepiimo. Pfedpoklidejme, ze by tomu tak nebylo a ze
by prvé nebo druhd posloupnost nekonvergovaly k A[M], resp. Y- Protoze
funkcional A[M] je omezeny na I

f 1
0 < AM) < [z, x) dM < max I'(z, z) ,
0
d4 se z posloupnosti A[M,] vybrat posloupnost ‘konvergentni, majici limitu
2. Protoze Yu, €K, =0,1,... a K je prackompaktni d4 se z posloupnosti

Yu, vybrat posloupnost, konvergujici k néjaké spojité funkei, lezici v uza-
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véru mnoziny K. Nazveme-li tuto limitni funkei y, plati y ¢ K, kde K je uza-
vér K. Podle piedpokladu nyni plati, Ze bud 4 + A[M], nebo y + y, (nekon-
vergentni posloupnost y; v K, ma v C(0, 1) alespoii dva hromadné body;
jestlize je jeden y,, vezméme za y druhy.) NapiSme uz obé vhodné vybrané
posloupnosti

limA(M,]=2, limyM,]=1y.

Protoze y,, jsou vlastni funkce, plati

1
[T, 8) you(s) AM(s) = AM ]y . (2) ,
. 0
limita pravych stran je rovna Ay(x). Potitejme nyni limitu levych stran

[T, ) v (5) AM(s) = [T ) g (5) ADL(s) —

— jl'F(x, s)y(s)dM,; + fll’(x, 8)y(s)dM; =

= (f ['(x, 8) [Y,(5) — y(8)]1 dM (s) + [1'(x, s) y(s) dM; .

Prvy ¢len je v limité roven nule a druhy piejde v

f‘]’(x, 8) y(s) dM(s) .

0

Porovnanim limit obou stran, dostaneme konec¢né
| ==
[I(x, 8) y(s) dM(s) = y(x) .
0

Ukézeme, #e neni mozno, aby y(x) = 0 pro viechna z € (0, 1). Protoze y()
je limitou vlastnich funkei y, (z), které jsou normovény podminkou

max y, (¥) = 1, nemuze byt y(x) identicky rovno nule na <0, 1), a je proto
xe<0,1>

vlastni funkei piislu$nou k vlastni hodnoté 4, pro rozlozeni hmoty M. Protoze
viak prvni vlastni hodnota je A[M] je bud 2 = A[M] nebo je A vy$si vlastni
hodnota. V prvnim piipadé A = [M] by muselo byt y + y,, a méli bychom dvé
rézné vlastni funkce pro touz vlastni hodnotu, coZ je spor s predpokladanou
vlastnosti studované integralni rovnice. Zbyva tedy moinost, Ze A je vyssi
vlastni hodnota a % k ni piislu$nd vlastni funkce. V tom piipadé¢ by vSak
#(x) muselo byti zdéporné pro n&jaké z a nemohlo by lezet v K, z ¢ehoZ plyne
opét spor. Tim jsme tedy ukazali, Ze funkcional A[M] je spojity na M a ze
zobrazeni M — y,, je spojité zobrazeni M do K C C(0, 1). Vsechno, co bylo
fedeno o mnozing M, plati o podmnozinich M,, kde 0 < z < }. V dalsich
dvahéch si zvolime néjaké 0 < z < } a dosazené vysledky budou tedy zdvislé
na tomto parametru. Pfechodem k limité z — 0, dostaneme koneény vysledek.
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Budeme se nyni zabyvat vySetfovinim funkciondlu y[M] = Z[[ﬁ]] na

1

M,, kde y[M] = [V(x) dM(x), pii Sem% V(z) je zvolena spojita funkece V(x) e
0

€ C(0,1). ‘

Ukézeme, ze A[M] na M, zdola i shora ohranideno kladnymi &isly [, resp. L,.
Piedné je

A[M]Sfll’(x,x)dM(x)S max I'(x,z)=L,, zelz,1—2).
J ;

rez,1-2)

Zbyvé jesté nalézti &islo I, > 0 tak, aby I, < A[M] pro M < M,. Jak znimo
pro A[M] plati extremélni podminka

11
AM) = max [ [Tz, s) y(z) y(s) dM(z) dM(s),
i yeC(0,1) 0 0
pii podmince
1
[y*(x) dM(z) =1,
a tedy &

11 1 .
AIM] > fbff(x, 8) y(x) y(s) dM(x) dM(s), pti 0fy“’(:z;) dM(x) = 1.
0
Zvolime-li tedy y(x) =1, 0 <2 < 1 je vedlejdi podminka vyplnéna, nebot
1
fdM(x) = 1; dostaneme tedy dolni mez A[M] ve tvaru
0

flfIF(x, 8)dM(x) dM(s) < A[M].

11

Vyraz [ [I'(x, s) dM(x) dM(s) je funkcionalem na I a na M, nabyva jen klad-
00

nych hodnot, nebot nazveme-li

min I'(x,s) =1,, plati zfejms
z,8€€2,1-2>

fflf(x, 8) dM(z) dM(s) > 1, flfldM(x) dM(s) =1, .
00 00

Protoze je I'(x, s) > 0 na (0, 1) 2(0, 1), je I, > 0. Je tedy A[M] omezeno shora,
i zdola na M, kladnymi ¢&isly, z &eho% plyne, e % je viude na M,
definovéno; protoze y[M] i A{M] jsou M, spojité, je i y[M] spojity, a protoze
M, je kompaktni, nabyva y[M] svého minima i maxima na M,. V dalsim
pijde o to najit hodnoty obou téchto extrémii. Za tim tdelem zavedeme
nékteré pojmy.

Zavedeme pojem tisetky na M,, spojujici dva prvky z M, takto:

Vezméme M, N e M,, to znamend, e plati M ()=0 pro 0 < x < 2,

M1 —z) =1a M(z) < M(x,) pro z, < x,, 2,, 2, € <0, 1, a totéz pro N.
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Vezméme libovolné t e (0, 1> a utvoime funkei (1 —t) M(x) + tN(z); j
vidét, ze pro kazdé ¢ lezi funkee (1 — ¢) M + tN v M,. Studujme nds funkclo-
nal y[ M] na tsetce MN. Funkciondl tim piejde ve funkei parametru ¢. Ptedné
uk4zeme, 7e funkei, kterou takto dostaneme, muZeme derivovat. Potitejme

1 1
1 —t) [V(z)dM + t[V(z)dM
0 0
A1 —t) M + tN]

Citatel derivaci ma; jde tedy jen o to ukézat, Ze i jmenovatel mé derivaci.
Dokézeme nejdiive vétu o piirtistku funkcionalu A[M]. Vezméme dva libo-

volné prvky M,, M, e M, a oznadme Ay, A5, ;, ¥, Prisludné vlastni hodnoty
a vlastni funkce. Plati tedy vztahy

ol(1 — &) M + tN] =

1
Ofp(x, 8) ¥1(8) dM(s) = Ly (®) ,

fF(x, 8) ya(8) dMy(s) = Aya(®) ;

0
z nich integraci a odedtenim dostaneme vztah

1 1
llfyl(x) Yo(x) AM o(zx) — /12{?/1(1) Yo(x) dM,(2) =

1

ffr(x 8) y1(8) ya(x) AM,(s) dMy(x) —

— (!JF(% 8) Y1(x) ya(s) dM () dM ofs) .

Protoze viak jadro I'(z,s) je soumérné, je prava strana rovna nule; jako
vysledek mame vztah

1 1
Aléfyl(x) Yo(x) dMy(x) = Azﬁf?h(x) Yo(x) dM, . (4)
Protoze y,(x) a y,(r) nenabyvaji na (0, 1) nikde nulovych hodnot, je vyraz
1
[y1(2) ys(x) dM, =+ 0; mizeme psat
0

1
fyl(x) Ya(x) dM ()
gt
: ofyl(x) Ya(x) d M, ()

z éehoz
1

f 1() yo(x) d M y()
Ay — Ay _ 1. (5)

f Y1(x) yy(x) A M, (x)
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Vezméme nyni opét tisetku (1 — t) M + tN; pak funkcional A[M] se ¥tane
na ni funkei parametru ¢, kterou oznadime A(t). Polozime-li ve vztahu (5)
My=M, My=(1—-t)M + tN, dostaneme

SN = S — — 1 =

fi’/o x) y(x) dM

1[ f?/o Y(xz) AN — f./o(x) Yi(x) 11[]

T 9

J?/o(x) Y(x) dM

Y(x) zde znad¢i vlastni funkei pislusnou k bodu (1 — ¢) M + tN. Protoze

podle dokdzané véty o spojitosti je lim y,(x) = y,(x), dostaneme délenim ¢ a
t--0

prechodem k limité pro ¢ — 0 pro derivaci zprava funkee A(t) vyraz

f?/o dN — fyod]”
(@), =0 — (©)
£ wx M

kde yo(x) je vlastni funkee piisluind bodu (1 —¢) M + tN pro t = 0, tedy
bodu M.

Vyraz pro derivaci funkcionélu A[M] podél tsetky vychazejici z bodu M a
jdouci do bodu N je tedy

7
(dl ”f_/,, x) dN

717)t = -] (7)

{ y%(x)dM

1
Vyraz pro derivaci funkcionalu y[M] = V() dAM podél usetky (1 — t) M -+
0
+ tN je

1

(‘%) _ f V(x) AN — f V(x) dM (8)

0 0

yIM] podél usetky (1 — &) M + (N

a pro derivaci funkciondlu y[M] = 00

v bodé M je tedy

dy [V(z) AN () f Yile) AN (@)
(;g) =M. (9)
e [V(@) dM(z) { yu(x) dM (z)
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Budeme nyni fikat, ze bod M je bod lokdiniho maxima (minima), jestlize
prava strana vztahu (9) je pro viechna N ¢ M, < 0 (= 0). Z kompaktnosti
mnoziny M, a ze spojitosti y[M] plyne, Ze mnozina bodl lokdlniho maxima.
a mnozina bodi lokdlniho minima nejsou mnoziny prazdné, nebot existuje
alesponi jeden bod lokalniho maxima, totiz bod absolutniho maxima, a bod
absolutniho minima funkcionalu y[M]. Pro uréitost se budeme zabyvat hle-
danim boda lokalniho maxima. Necht tedy bod M je bodem lokélniho maxima
Protoze y[M] je kladny funkcional na M, (V(x) jsme vybrali tak, Ze V(z) > 0,
pro z € (0, 1)), plyne z podminky

[V (x) AN (z) fy,, ) AN (x)
",I,,,, e <0, proNeM,
[V(x) dM () fJu (x) dM ()
podminka
ff’/u x) dM () fJM (x) AN (x)
. <t (10)
fV ) dM () IV(x) dN(z)

Vztah (10) musi platit pro viechna N e M,. Aby tomu tak mohlo byt, musi

rozlozeni hmoty M byt takové, ze hmota je pouze v téch bodech z € (z, 1 — 2)
2

kde funkce %{'—((g dosahuje svého absolutniho minima na (2, 1 — z). Mno-

#inu téch bodd « € (0, 1), v nich# je hmota pfi rozlozeni M, jsme nazvali

J . Tedy v naSem piipadd je Jy C ¢z, 1 — z); nazveme-li mnoZzinu téch bodi

intervalu (z, 1 — z), na nichz funkce ?{j”((;)) nabyva svého absolutniho mi-
nima V, C (z, 1 — z), musi byt splnén vztah

JuCVu. (11)
Kdyby toti# vztah (11) nebyl splnén, existovalo by takové x ez, 1 — 2>,

AR o e o Y(8)
V(x) je v ném vétsi neﬁtg:{lz> Tis) °
Pak by v$ak bylo mozno nalézti takové N e M,, ze by platilo

%> v ném je sice hmota x € J,, ale funkce <=

fyu ) AN () f?/u ) d.M (x)
< :

f V(x) AN () f V(x) dM
To plyne pfimo z nasledujici véty: Budtez A(z) = B(x) kladne spojité funkce

na (0, 1> a necht plati min A@) = 1. Pak funkcional
rec0,> B(®)
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1
[A(x) d M (z)
0
s
[ B(z) dM ()

V]
nabyva na M minima rovné 1 a to na viech takovych M ¢« M, pro néz plati
Jy C Ay, kdez A, je mnoZina téch 2, pro néz A(x) = B(x). Jestlize J, C 4,,,
pak ztejmé plati

1

[A(z)dM
Y

be(z) dM

1 1
JyudN  [yidM
Nerovnost 01 = 2 -
[V an [vam
0 0

toze funkce V(x) > 0 na (0, 1), Ize najit kladnou funkei U(z) tak, aby bylo
V(x) = U*(x). Pak mnoZina V, je mnoZina téch bodt € {2, 1 — 2), na nichz

!g((:)) nabyvé svého minima, které nazveme m. Pak tedy

, je vSak ve sporu s nerovnosti (10). Pro-

funkce
Yu(8) = mU(s) pro selz, 1 —2), L
Yu(s) =mU(s) pro seV,. (12)
Pro funkei y,(s) plati podle pfedpokladu rovnice

1
Of I'(z, 8) Yu(s) AM(s) = ALM] y,() .

Protoze pro ta s, kde je hmota s eJ,, je podle (11) tdz s eV, a podle (12)

tedy y(s) = mU(s), je leva strana integralni rovnice identickd s vyrazem
1

m[I'(x, 8)U(s) dM(s), nebot ty body s e {z, 1 — z), které nelezi v J, nemaji
0

na hodnotu integralu vliv. Prava strana integralni rovnice spliiuje vztah

AM)y,(x) = mA[MU(x), pro ze{z,1—2)

AM] yp(x) = mAIMNU(x), pro zed, .

Porovnanim tedy dostaneme vysledek

fll“(x, 8).U(s)dM(s) = A[M]U(z), pro zelz1—2),
° - ' (13)
flf’(x,s) UB)dM(s) = AIM]U(x), pro zed,.
0
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Vztahy (13) tedy udavaji nutnou podminku, kterou musi spliiovat kazdy bod
lokélniho maxima M. DokaZeme nyni, Ze tyto vztahy jsou téZz dostadujict
k tomu, aby bod M byl bodem lokalniho maxima. Pfedpoklddejme, Ze plati

vztahy (13) a oznaéme opét min Yul@) _ m a mnozinu téch x e {(z, 1 — 2),
rez,1-2> U(x)
ve kterych funkce yU‘"((z)) tohoto minima nabyvad V., C (z, 1 — 2). Nejprve

ukazeme, ze J, C V,. Kdyby totiZ tomu tak nebylo, existoval by bod ¢ e .J,,

ktery by nelezel ve V,, a tedy by platilo y,(t) > mU(t). ProtoZe v8ak v bodé
¢ je hmota, musi pro vSechna x € (z, 1 — 2) platit nerovnost

f]F’(x, 8) Y, (s) dM(s) > mfll’(x, s) U(s) dM(s) .

Tato nerovnost bude tedy platit i pro x, v némz plati y,(x) = mU(z); aviak
podle piredpokladaného vztahu (13) je

mflf'(x, 8) U(s) dM(s) = mA[ MU (x) ,
z tehoz : 0
[T(z, 8) yu(s) dM(s) > mA[M]U(x) = A M]y(=) ,

coz je spor. Tim jsme ukazali, Ze jsou-li splnény vztahy (13), plyne z toho
J, C V,; z toho viak ziejmé plyne vztah (10) pro libovolné N, coz v8ak podle
definice znaéi, Ze bod M je bodem lokalniho maxima. Vztahy (13) tedy udavaji
nutnou i postadujici podminku, aby bod M byl bodem lokalniho maxima. Je
ziejmé, Ze obracenim nerovnosti ve vztahu (13) dostaneme analogicky podmin-
ku lokalniho minima. Dosadime-li do podminek (13) vztah A[M] = %,
Y
dostaneme nutnou a postaéujici podminku lokdlniho maxima ve
tvaru

Ul(x) [ U(x) dM(s) 1
: - < y[M] pro zelz, 1 —2z),

g.l"(x, 8) U(s) dM(s)

1 (14)
U(x) Of U2(s) dM(s)

= y[M] pro zed,.

1
({I’(x, 8) U(s) dM(s)

Vztahy (14) musi tedy byt splnény pro kazdé M e M,, v némz veliéina y,,
dosahuje svého lokalniho maxima, specidlné tedy pro to M ¢ M,, v nédmi je
dosazeno absolutniho maxima. Necht M, a M, jsou body lokalniho maxima
a necht J, = J,, coZ znamend, Ze ob& rozd&leni M, a M, maji hmotu ve
stejnych bodech. Pak muZeme tvrdit, Ze kazdy bod tse¢ky (1 — t) M, + tM,
je bodem lokélniho maxima a Ze veli¢ina y[M] je na této tsetce konstantni.

315



Dikaz tohoto tvrzeni je jednoduchy. Podle (13) plati pro M, a M, vztahy

fI‘(x, 8)U(s)dM(s) = A[M,]U(x), pro ze{z,1—2),
0

fI’(x, sJU(s) dMy(s) > A[M,]U(x), pro zelz,1—2).
0

Znak > se méni v rovnost pro x ¢ J, = J, = J, . Nasobime-li prvy vztah
1 — ¢, druhy ¢, t € (0, 1), a setteme, dostaneme

[T(e, ) UGs) di(1 — &) M, + tM) = A1 — ) M, + tM,) UGa)
0

pii demZ znak rovnosti plati opét pro ze.J,; avSak J, je zfejmé identické
8 Ji1_ oy, +1m,) PTO t € <0, 1, z ehoZ plyne, Ze bod (1 — ) M, + tM, je bodem
lokalniho maxima pro kazdé t « <0, 1. Zbyva dokazat, Ze y[(1 — t)M, + tM,]
je konstantni funkei ¢ na intervalu <0, 1>. V&éc je vSak jasnad. Funkce
y[(1—t)M,+tM,] ma totiz pro v8echna ¢ € (0, 1) derivaci, nebot podle definice je

P 1
(1—tfuzdmM, +tfU? dM,
0 0 .
A — ) M, +tM,]

titatel zlomku derivaci mé a vypoétem se snadno zjisti, Ze i jmenovatel mé
derivaci rovnou

(1 — ) M, + tM,] =

fyt dM, — r?/z dMm,
— ) :

1

(1 —tfy, (x) dM,(x) +tfy, ) d M ,(x)

di(t)
“dt

z toho plyne, Ze funkce y ma na <0, 1> derivaci. ProtoZe kazdy bod
(1 —1¢). M, + tM, je bodem lokalniho maxima, musi mit funkce y pro kazdé
t €0, 1) derivaci rovnou nule a je tedy konstantni. Dokazanou vétu lze pou-
7it pfi skuteéném vyéislovéni extrémnich hodnot funkciondlu y[M], jak
pozdéji ukazeme.
Nyni se v8ak obratme k otézce, jak dobie lze vubec veli¢inu A[M] pFi daném
1

oscilaénim jédfe I'(z, s) aproximovati vyrazy typu [V dM. Uvazujeme tedy
0

mnozinu v8ech funkecionalu _; VdM, V e C(0, 1), M e M,. Protoze A[M] je na
M, kladny funkcional, mﬁieome kazdé V e C(0, 1) prifadit nezaporné &islo N ,,'
(relativni neptesnost aproximace fl VdmM):
’ 1
[vam

N o V]
¥ s, | 2031
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Tim jsme definovali na C(0, 1) nezdporny funkcional N,. Funkciondl N, je
spojity na C(0, 1), coz dokazeme takto:
Vyraz pro N, lze psati téz ve tvaru

B [vam . JVaM |
o = max | awp Lol v, 1 — e Y
stadi tedy, kdyz ukdZeme spojitost na pi. vyra,zusgﬁ f;/[—l(‘i;]‘[ .
Méjme tedy dvé blizké V, V' e C(0, 1), sup [V(z) — V'(z)| = . Vzhledem
2e<0,1>
ke kompaktnosti M, existuji body M resp. M’ tak, Ze plati
fvam  [vdm fviam  [v'am-
Sup = i ’ Sup = ”
wem, ALM] AIM'] 7 yem, A[M] ALM"]

Nyni v8ak plati nerovnosti
Jvam  [v'am- < Jvam: v aw’
A A = M AMT
v am~ _ [vam < j_'V_’ M- [vam-
ALM"] AM — AM7] ALM"]
Protoze A[M] mé na M, dolni mez

11
AIM) > [[I'(x,s)dM(x)dM(s), MeM,,
00
je
AM] > min I'(x,s)=A>0.
x,8¢€z,1-2>
A je vzhledem k vlastnostem oscilaéni funkee I'(z, s) rizné od nuly a hotejsi
nerovnosti vedou k nerovnosti

fvam  [v'am’ 0

IA

. AMT M A4
ktera ukazuje spojitost funkciondlu
[Vvam
Ty C(0,1).
ek, app ™ OO D
Obdobné bychom dokézali spojitost
inf vy na C(0,1),

Met, }'[-M]_
z ¢ehoz uZ pak plyne spojitost
[vdam

sup T[JTI]—

—1‘ na C(0,1).
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Protoze C(0, 1) neni kompaktni, nemtzZeme tvrdit, Ze N, nabyva svého mi-
nima na C(0, 1). My viak ukaZzeme, Ze tomu tak jest, Ze tedy existuje jakési

1

funkece V* tak, ze plati inf N, = N,., a tedy, Ze funkcional [V* dM, pied-
VeC(0,1) 0

stavuje nejlepsi linearni aproximaci veli¢iny A[M].

Pristoupime nyni k dikazu: Vezméme funkei I'(z, x) ¢ C(0, 1) a utvorme
|

[T'(2, x) dM (2)

B I

N @z = sup
Met,

1
Protoze v8ak [I'(x,x) dM(x) piedstavuje horni aproximaci
0

1
AM] < [z, x) dM (),
. 0
muzeme ¢&islo N, ., psidt ve tvaru

[I'(x, ) A M (x)

Nl'(z,a:) = sup 4“}:[W‘ _

Oznaéme na chvili
1

[I(z, ) dM ()

0 Pt
wew, A

Protoze M, je kompaktni, existuje jakési M, tak, ze plati

x>0.

fll’(x, z)dM, = «A[M,] .

0

1
Hledejme nyni takové B, aby funkcional g[I'(x,x)dM(x) daval nejmensi
0

1

[vam

L SR |
A[M)

moznou nepiesnost. Vyraz sup
Meni,

Jvam . JVvam
max | sup gy — 11— e B
[I(x, z) dM(x)
A
na funkeich typu M(z) =0prox < t,2 <t <1—z, M(z) = 1 pro z > ¢, cox
, 1

Ize psat tézZ ve tvaru

Funkcional nabyva svého maxima na M, a svého minima

je patrno z vyrazu pro stopu >A; = [I'(x, ) dM(x). Na funkcich zvoleného
0
1
. . T, z) AM ()
typu je totiz A[M] = I'(¢,t) a funkciondl OT nabyva hodnoty 1.
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Pro tato M je mnoZina J, jednobodovéd J, = (t) a tudiz A[M] = I'(, ?).

Hodnota tohoto minima je rovna jedné. ProtoZze funkcional LIJ%?]—(U{’
[z, x)dM

nabyvéd svého maxima i minima na tychi M jako M je vyraz

1
pro nepfesnost aproximace 8/ I'(z, ) dM déna vyrazem
0

Ny =max[fa — 1,1 — f].
Jednd se tedy o to, nalézt

inf N; = min{max[fx — 1,1 — §]};
B B

’ v 2 o — l ’ sev ’
snadnym poétem dostaneme f = a1 M=o Nyni tedy jiz vime,
1
2 i 2 [ I'(x, ©) AM(x), dévé nepiesnost N L .
Ze aproximace —— (x, x) (), dava nepresnos a_zﬁ s meL

0

Nyni zbyva ukézat, Ze neexistuje lepsi linedrni aproximace, tedy Ze plati
x—1
x+1’°
Vezméme tedy libovolnou V e C(0,1) a hledejme dolni odhad veli¢iny N,.
Ten dostaneme, stanovime-li nejvétsi hodnotu veli¢iny

Ny = VeC,1).

1

fvam
4 —
ALM] |’

ne viak na celé IM,, nybrz jen pro specidlni M ¢ M,. Za tato speciadlni M bu-
deme volit

1. vSechna diskretni jednobodové rozlozeni (J, = (t),z <t <1 — 2),
1
2. M,, pro niz plati [I'(z, ) dM, = «A[M].
0
Pro M z prvé skupiny plati A[M] = I'(t,t) a tudiz
V(t)
N, > sup T ll;

z<t<1l-z

1
pro M, plati [I'(x, x) dM, = «xA[M,], z tehoz
0

[V(z) dM (@)

Ny>ladt 1],
l

[T'(z, ) dM ()
0
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Protoze I'(t,t) > 0 na (z,1 — z), muZeme poloit - LU = H(t); nyni

I't,t) .<i<i-2
viak plati
sup |H(¢) — 1| = max[ max H(t) — 1, 1 — min H({)].
tez,1-2> , te<z,1-2> te€z,1-2>

Polozime-li max H(t) = H, min H(t) = k, maZeme psit
) te<z,1-2> te<z,1-2>

N, > max{H — 1,1 — h}.

1
[V(x) dM,
Vyraz - :L,__,,,ﬁ_____. muzZeme napsat nyni ve tvaru
[z, ) dM,
0

[H(x) ['(x, ) AM(z)

flf(x, x) dMy(x)

Plati ziejmé
1

[H(x) I'(x, x) dMy(x)

A b <H,

[ (2, x) AMy(2)
. 0
z &ehoz

1

JV (@) dMo(=)

ah—lgav“‘——~—l_<;aH~l;
I (x, ) dM ()

z toho dale

N, >ah—1, N, >1—0aH.
Spojenim viech ziskanych nerovnosti dostaneme
N, > max{H — 1,1 — h,ah — 1,1 — xH} .
Avsak snadnou tivahou dostaneme rovnost

ox — 1

14a’

inf {max[H — 1,1 — h,ah — 1,1 — xH]} =
H=h

z ¢ehoz plyne, Ze pro kazdou V ¢ 0(0, 1) plati

o—1
TS a1 hres”
To ale znamen4d, %e funkce p _2}_ i I'(z, x) je jednou z hledanych funkei V*(x).

ProtoZe v8ak vyraz ,
max[H — 1,1 — h,ah — 1,1 — aH],
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jakozto funkce H, h, uvaZovand v oblasti H > h, nabyvé svého minima

o g2 . _ Vo
v jediném bodé h = H = PR plyne z toho, %e funkce H(t) = - It t)
je konstanta. Proto funkce V*(x) = —o‘—i—l— I'(x, ) je jedinou funkei, na niz
1
[vam
funkcional N, = zlsf?z%, O—T[JW — 1| nabyvéa svého minima.

Cislo « je definovano takto:

1
[T'(z, z) AM (x)
— o .
R S 974 I
protox = 1 + Ny, 0.

Vysledek tedy zni: Nejmen$ moZnd chyba, se kterow je moZno funkciondl

A[M] aproximovati linedrné, je rovna —LVM——. Tim je tedy na mnoziné
2 + NI'(a:,cc)

0 vsech oscilaénich jader I'(z, s) zadan funkciondl @(z)[I'(z, s)] = _Nres

2 + NI‘(:c x)

[Index z vyznaduje okolnost, Ze vie se vztahuje k urdité M,. z € (0, §), ktery
udava, s jakou presnosti lze linedrng aproximovati funkecional A[M] pro zvo-
P v . vr . . ’ ’ 2
lenou I'(x, ), pti éemz nejlepsi aproximace je dana funkei N*(z) = 5————-
2 —I— N I'(z,x)

Tz, x).]

To v¥e se viak dosud vztahuje na zcela urditou I,. Konedny vysledek
26(0,1)
obdrzime teprve limitnim pochodem pro z — 0.

Vezméme tedy libovolnou nezdpornou funkeci Ve C(0, 1) a k ni piislusici

1
aproximaci y[M] = [V dM. Pak N, je definovino takto:
0

1
[vam
— S
Ny = ko

Hodnota N, pfi pevném V zavisi na ze (0, }). Budeme zkoumat existenci

1

[vam
lim N,. Polozme jako diive y[M] = %, —— . Funkciondl y[M] je omezeny
20 ALM]
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na kazdé M,. To plyne na pf. ze vztaht (14). Z nich snadno obdriime ne-
rovnost
U(z) U(s)
W[M] S max I‘v(x’ 8) s

M, z,8€€2,1-2)

kde opét U(x) ='VV‘(:¢T). JestliZe lze najit stejnomérné omezeni L,, tedy plati-li

U(x) U(s)
.l Bl o N
x,sggl) I'(x, s) dar

pak je y[M] omezeno na > IM..
2e(0,4)

Deﬁnu]me funkei ¢(z) z € (0, }) takto: ¢(z) = max yp(M]. Funkee ¢(z) je ne- |
2¢(0,3) MeNt,
rostouci na (0, }) a omezend na (0, }). DokdZeme, Ze je spojitéd v (0, 1). Necht

tedy je lim z;, = 2, z,,, < z,. Pak plati

®(2;.1) = 9(2;), @(z;) = max yp [M],
M,

lim ¢(z;) = lim max y[M] = sup y[M] = max p[M] = ¢(z),
i—o0 zi—>0 M, . MM,
! Me glm

¢imz je dokézéna spojitost ¢(z) na (0, 1). Nazveme ¢ — hm @(z). Méjme nyni

danou oscila¢ni funkei I'(z, s). Pak &islo @,[I'(z, )] oznaéu]e nejmensi moznou
nepfesnost linedrni aproximace funkciondlu A[M] na mnozingé M,. Toto &islo
je podle piedchézejiciho rovno

Nr@s
@[ I'(z, 5)] = ﬁﬁ
kde N, znaéi nyni
|f1“(z, x) dM(x) fll"(x, x) dM(x)
Nreo = SR —amr — ~ Y= =@t
Jestlize nyni I'(z, s) mé tu vlastnost, e funkce Tz, 2) . Is,3) je omezend

I*(z, s)
na &tverci (0, 1) x (0, 1), existuje-li tedy

sup 4 > — 4r # @,
z,5¢(0,1) F(a:, 8)

pak podle predchézejici véty plyne, Ze hodnota
: P(z) — 1

D,[I(z, 8)] = “————

(=, 8)] o) F 1
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zévisi spojité na z a je omezena na (0, }). Ma tedy limitu
O[T, 5)] = lim &[Tz, 8)] = L+,
z—0 "4 1
kterd udavé, jak dobie lze linedrn& aproximovat funkeiondl A[M] na celé M
pro zvolené jadro I'(z, s).
Jako ptiklad uvedeme vypocet velitiny @[I'(z, s)] pro piipad, Ze oscilaéni
jadro I'(z, s) je Greenovou funkei okrajového problému
y"'(x) = o®u(®), (15)
y(0) =y(1) =0, y'(0)=y"(1)=0, (152)
co% je specialni piipad okrajového problému (1), (1a) pro p(z) = 1.
Integrujeme-li postupn& rovnici (1) s ohledem na okrajové podminky (1a),

obdrzime ekvivalentni integralni rovnici (2), v niZ jidro I'(z,s) bude samo
linearnim funkciondlem na mnoziné funkei p(x);

Iz, s) = wsz(x, s, t) p(t) dt . (16)

Universalni funkce U(z, s, f) je dana vztahy

Ux,s,t) = U, 2, t), &(1—a)(1—1t), 0<s<uw
U, t,s) =sz(l —s)(1 —¢), z<s<t, (17)
x<t, (1—s2at, t<sl1l.

Dosadime-li do (16) p(x) = 1, pak integraci vztaht (17) dostaneme vyraz pro
I'(x, s) problému (15) a (15a). Pro funkei I'(x, z) vychézi I'(z, x) = 1x?(1 — a?).
Vezméme nyni opdt pevné z € (0, 3) a potitejme hodnotu N na M. Hle-
dame tedy cislo

] :

[z, v) dM(z)

0

A
Polozime-li V(z) = I'(x, ) = 42%(1 — »)?, pak ze zikladniho vztahu (11)
Jy C Vy plyne:
JI'@, =) dM(x)
ALM]

Yy je pFislusnd vlastni funkce, pak plati J, CV,, kde Vy je mnofina téch
x ez, 1 — 2), pro néZ plati

Yu() . Yu(t)
=y = 1min )
x(l - x) te <z,1-2> t(l - t)
Protoze yu je uréeno az na multiplikativni konstantu, miZeme Zidat, aby
Yu(t)

min -2 _ — 1. Z toho plyne pak, Ze funkce z(1 — x) probihd pod
te<z,1-2> t(l - t)

Jestlite M je bodem lokdlntho maxima funkciondl
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funkei y,(2) na intervalu (z, 1 — z) a %e ,,hmota* mize byt jeding tam, kde
se obd kfivky dotykaji.

Déle budeme funkei #(1 — z) oznadovat U(z) a funkei Yx(x) budeme psat
kratéeji y(z).

Necht tedy M (%) je hledané extremélni rozlozeni hmoty a 1 = % k nému

piislugnd prvni vlastni hmota. Protoze funkce M(z) nemusi mit derivaci
M’ (z) = p(x), nemizeme a priori tvrdit, e je splnéna rovnice (15), t. j. Ze
plati y""(x) = w?u(z) y(x). Po integraci této rovnice vSak dostaneme integro-
diferencidlni rovnici

y'(@) —y"(0) = »? ({ y(t) dM (), , (18)

které spolu s krajovymi podminkami (15a) musi extremélni funkce M(t) vy-
hovovat.

Vezméme nyni mnozinu J, a oznatme z, = min J,, (/4 je uzaviend). To
tedy znamend, Ze na intervalu <0, x> neni hmota a tudiz podle (18) plati
¥'(@) —y"(0) =0, 0 <& <z, Jinymi slovy y(z) na intervale 0, z> je
polynomem nejvyse tfetiho stupng. DokéZeme nyni, ze funkce y(x) je na ce-
lém intervalu (0, 1) konkdvni, t. j. Ze plati y”(z) < 0.

Integrujme za tim tdelem rovnici (18) v mezich od 0 do # s ohledem na
okrajové podminky (15a)

Y'(x) — 2y"(0) = w? Of (x —t) y(¢) dM(2) ; (19)

1
polozime-li zde x = 1, dostaneme — y”(0) = w? (1 — t) y(¢) dM(t), coz do-
0

sazeno do (19) dava
y'(@) = o[z — 1) y(t) AM() — (1 — 1) y(t) AM (D)
a po Gpravé ' ’
v = = o0 — D)0 ) + 2~ 0y O] 0

Protoze funkee y(t) je kladné na intervalu (0, 1) a protoze 0,1) nJ, +0,
Plyne z toho dokonce y”(x) < 0 na (0, 1). Z toho vSak plyne, Ze funkce y(x) m4
na intervalu <0, z,> tvar

Y(x) = ax — ca®, (21)
kde

a>0, ¢>0. (22)
Kiivky U(z) a y(x) se dotykaji v bodé &, € (2, 1 — z>. Mohou nastat dva pii-
pady: 1. xye(z,1 —2), 2. x5€ (2, 1 — 2). UkéZeme, %e prvy piipad nemuze
nastat.
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Kdyby totiz bylo z < x, < 1 — z, musely by byt splnény vztahy
Uxy) = y(@,) , U'() = ¥'(x), U'(@) < y'(%) (23)

které plynou z toho, Ze na <z, 1 — 2) je U(x) < y(x) a na V,, je U(x) = y(x);
(/5 C V). Dosazenim (21) do (23) dostaneme soustavu vztahi

xo(1 — o) = ax, — €Ty,
1 — 22, = a — 3cxj , (24)
— 2 < — 6ex, -

Z prvnich dvou vztaht viak plyne 1 = 2¢x,, coz dosazeno do posledniho vzta-
hu (24) dava spor.

To znamené, %e plati druhé alternativa, Ze totiZ w, je bud z, nebo 1 — 2.
Kdyby viak nase extremala M byla té povahy, Ze by z, = 1 — z, pak vzhle-
dem k soumérnosti okrajového problému by funkce M(z) =1 — M(1 — )
byla takté# extremélou, pro niz by bylo x, = z. MiZeme proto piedpokladat,
Ze x, = 2z, coZ znadi, Ze zeJ, C V,.

Dokézeme nyni, Ze J ,, neobsahuje interval, tedy Ze nemiize byt (x;, z,> C J 4,
kde z < 2, < 2, < 1 — z. Kdyby totiz bylo (x;, #;» C J,, bylo by téz
{xy, €3> C V,y, cok znamend U(x) = y(x) pro x e {x;, x,). Derivovinim tohoto
vztahu dostaneme y”(x) = U”(z) = [z(1 — z)]” = 0. To v8ak by bylo ve sporu
se vztahem (18), nebot y”(x) by musela byt rostouci funkei na {(z;, z,). Déle
ukéZeme, Ze z neni hromadnym bodem mnoziny V,, tedy Ze z € V,, — (z). Kdyby
totiz bylo lim z; = z, ;€ V,y — (2), byly by splnény vztahy

Ur) =y@), U)=y'®), zeVy— (), U'R) <y'(),
a vzhledem ke spojitosti v8ech funkei by z toho plynulo
Ue) =3, UE=y@, UE<y@.
Z toho viak plyne analogicky spor jako ze vztaht (24). Bod z je tedy isolova-
nym bodem mnoziny V,.

Nazveme z, = min[V,, — (2)], (pokud V, = (2)).

Dokézeme, 7e z, je opét isolovanym bodem mnoziny V,. Ptedné jestliZe je
x, = 1 — z, je véc jasna, nebot v tom piipadé V, se sklidd z dvou bodd
2 a 1 — z. Mazeme tedy predpokladat, ze z < #, < 1 — z. Kdyby bod z, byl
hromadnym bodem V,, existovala by prostd klesajici posloupnost &; eV,
takové, ze by platilo lim &, = z,. Pro kazdé &, a pro z, plati vztahy

y(&) =U&), y@)=Ul), yE)=U'¢), ¥@)=U(@).
Nyni plati '
y"(%,) = lim yl%):-—?ﬂ—xll = lim Tied — Yim) _ U'(x,) .

i % §i— =
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Funkce y(z) a U(z) se tedy shoduji v bodé x, az do druhych derivaci véetnd.
Nazveme nyni rozdil y(z) — U(x) = g(x). Protoze na intervalu (2, ;) neni
hmot a protoze U""(x) = 0, plyne z toho, ze g""(x) = 0, z € (2, x,). Protoze
z eV, splituje g(x) tyto okrajové podminky:

g9(2) =0 » g(x) =0, g'(x) =0, g”(xl) =0.

Z toho viak plyne, Ze g(r) = 0 na (2, z,), coZ znamen4 Y(x) = U(x) na (z, ,)
a tedy (z,z,) C V,, coz je spor s faktem jiz dokdzanym, Ze z je isolovanym
bodem mnoziny V. Je tedy x, opét isolovanym bodem mnoziny V,,.

Nazveme opét , z, = min[V, — (z) — (%)), pokud je ovéem V, =+ (z) +
+ ().

Dokézeme nyni, ze plati jiz , = 1 — z. V opatném piipadé by totiz x, a
*y byly vnitinimi body intervalu (z, 1 — z), tedy (x,, Z,) C (2, 1 — 2); odtud
plyne splnéni vztahti

Y@) =Ulx)), y(@o) =U@), y'(@)=U'(x), y(r)=U'(xy).
Rozdil g(x) = y(x) — U(x) m4 na intervalu (z,, x,) nulovou &tvrtou derivaci,
nebot na intervale (z,, #,) neni hmota. Plati tedy g(z,) = 0, g(x,) =0, ¢'(z;) =
=0, g'(xy) = 0, g"(x) = 0, x € (2, x,). Z toho plyne, Ze g(x) = 0 na (z,, x,)
a odtud (z,, ,) C V,, coi odporuje tomu, coz bylo uz dokazéano, Ze totiz
, je isolovanym bodem mnoziny V,,. Tim jsme dokazali, %e Xy =1— 2.

Pro mnozinu V,, jsou tedy zatim tyto moznosti:

) Vu=@), D) Vy=0+ @, ¢ Vy=()+ @)+ (1 —2),
DVy=@+1Q1—2), z<z<1—=z.

Piipad (a) nastat nemiize, nebot pak by J, = (z) a tedy M by nebyl bodem

1
[Tz, 2)dM
absolutniho maxima funkciondlu "—T[M]—— , nebot pro to M, pro néz je
1
[z, z)dM
P eV
Ju = (2), je A 1.

Pripad (b) téZ nemuZe nastat, nebof zdménou x — 1 — & dostaneme spor
plynouci ze vztaht (24).

Nyni dokézeme, Ze ani ptipad (c) nemiiZe nastat. Rozdilové funkee g(x) =
= y(x) — U(z) by v tomto piipadé totiz spliiovala vztahy
9(2) =0, g(@) =0, g(1—2)=0, g@x) =0, ¢g'(x)>0,
g"(t) =0, ¢g"t)=0, - (25)
te(z,x), te(x,1 —2),
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nebot v intervalech (z, ), (x, 1 — 2) neni hmot. Ze zakladni rovnice (18) plyne,
ze funkce y”(t) ma v bodé ¢ = x skok rovny w?mU(z), kde m je hmota v bodé z,
tedy: '

m = lim M(s) — lim M(s),

takze m > 0. Ze vztahi (25) plyne, Ze funkce g(¢) je uréena vztahy:
() = a,(t —z)2 4+ byt —x)®, te(z,2),
IO =0 ag(t — )2 + byt — ), te(a, 1 —2).
Protoze g(t) ma spojitou jesté druhou derivaci, je @, = a, = a, a protoze je
g"(t) > 0, musi byt @ > 0. Aby mohlo byt g(z) = 0, g(1 — 2) =0, musi byt

by, >0 a b,<O0. (27)

Protoze je U”(t) = 0, je skok funkce y”(¢) v bodé z roven skoku funkce g(t)
v témz bodé, coz vSak podle (26) dava, Ze

lim ¢”(t) — lim ¢"(t) = 6(b; — b,) .

t—+x t——2x
Je tedy 6(b, — b,) = wmU(x). Protoze viak podle (27) je b, —b, <0 a
w*m . U(x) je nezaporné &islo, je to spor, coz dokazuje, Ze jediné pfipad d) je
mozny. Mnoziny V, = J, se tedy skladaji ze dvou bodi:

Ve=Jdu=1(2)u (1l —2). (28)

S extremaélou M (z) je extremdlni téz M(x) = 1 — M(1 — z),*) a podle vysledku
(28) plati, ze J,, = J 5, z dehoZ podle véty o tsedce extremdl vpfedu dokazané
plyne, 7e téz 3(M + M) je extremala, tedy Ze miZeme predpokladat soumér-
nost extremélniho rozlozeni hmoty M. Funkce M(x) mé tedy tvar

(26)

Mz)=0, 2(0,2), Mx)=1}, ez, 1 —2), Mx)=1, 2e{l — 2,1},

neboli v bodech z a 1 — z je hmota rovna }.

[z, x) dM

0

My
funkei M. Citatel zlomku ma hodnotu [['(z,2) + I'(1 — 2,1 — 2], coz ze
soumérnosti I"je rovno I'(z, z). Jmenovatel je AL M], tedy &islo vyhovujiei integ-
ralni rovnici

Nasim tkolem je vy¢isleni funkciondlu pro tuto extremalni

1
Of I(x, 5) y(s) dM(s) = Ay(x) ;
ta se v nafem pripadé redukuje na soustavu rovnic
3z, 2) y(2) + 3z, 1 — 2) y(1 — 2) = Y(2) ,
(1 —22)y() + 31 —21—2)y(l —2) =iyl —2).

*) M vznikne z M soumérnosti podle bodu .
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