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Casopis pro péstovani matematiky, rot. 81 (1956)

POZNAMKA O PLOCHACH S LOKALNE SFERICKOU INDIKATRICE
NORMALNI KRIVOSTI V PETIROZMERNEM PROSTORU

KAREL SVOBODA, Brno.

(Doslo dne 2. Eervna 1955.) DT :518.735

Autor vySettuje zvlastni pripad ploch s lokaln$ sférickou indikatrici
norméln{ ktivosti v p8tirozmérném prostoru konstantni kiivosti a do-
pliiuje tim vysledky uvedené v pojednani Sur une caractérisation mét-
rique de la surface de Véronése.

1. V pétirozmérném prostoru S, konstantni kiivosti ¢ prifadime kazdému
bodu M pohyblivy reper (R) slozeny z ortonormélnich vektori e, e, e;e,e;.
Libovolné zméné parametri prostoru v okoli uré¢itého bodu odpovidad zména
reperu a zvlasté plati rovnice tvaru

dM = 1€ + w.e, + wye; + w,e; + wge;,
de; = — co; M + w; e, + wye, + w85 + w;e, + w;5€; , (1)
(¢t=1,...,85),

pfi éemZ w jsou linedrni formy v diferencidlech proménnych, na nich% zivisi
reper (R).

Formy o vyhovuji vzhledem k ptedpokladiim o vektorech e linedrnim rov-
nicim

wij_l_wji:O: (iyjzly"-’5) (2)
a vnéjsim kvadratickym relacim
[dw;] = [wo] + [wame] + [wamg;] + [ww,] + [wsws,] , (3)
[do;] = [w,0,,] + [wigwg;] + [wigm4,] + [wigw4;] + [w4505,] — ¢ [wo,] ,
(3,9 =1, ..., BY,

které jsou rovnicemi struktury prostoru S, s konstantni k¥ivostf ¢. Tento prostor
je pro ¢ = 0 eukleidovsky a pro ¢ + 0 neeukleidovsky.

Z rovnic (1) vychézi pro lineirni element vztah
ds? = o] + 0; + 0; + o] + . a (4)
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Budeme se zabyvati mnozinou (M) bodi M v prostoru S;, ktera je definovana,
timto zpuisobem:

KaZdému boduw M mnofiny (M) lze pfifaditi pohyblivy reper (R) takovy, %e
prisludné formy w vyhovugji kromé rovnic (2) soustavé Pfaffovijch rovnic

wy; =0, w, =0, w; =0,
W3 = VW, Wy = rw,, W5 = Twy , (5)
Wa3 = VWy , Wy = — TWy, Wy = rw,,

v nichZ funkce v, r jsou vaziny podminkou
v? = R2, (6)
kde R znaéi kladnow konstantw.

Z rovnic (1) a (5) je patrno, Ze uvazovanou mnozinou bodu M je plocha vno-
fend do prostoru S; a Ze pohyblivy reper piifazeny libovolnému jejimu bodu
mé tu vlastnost, Ze vektory e,, e, jsou rovnobé&iné s te¢nou rovinou plochy
v bodé M.

V libovolném bodé plochy jest jeji normdini kfivost definovina vektorem
kolmym k te¢né roving, jehoz soufadnicemi jsou kvadratické formy

01013 + Wywy3 = V(@] + ©3) ,

W01 + Wy0yy = 1] — F), ' (7)

01015 + W5 = 27w, W,
délené vyrazem ds?. Polozime-li w, = ds . cos @, w, = ds . sin @ a oznadime-li
X3, X4, X soutadnice vektoru normalni kiivosti v prostoru S,, ktery je totalng
kolmy k teéné rovingé plochy (M) v bodé M, dostaneme

X;=v, X,=rcos20, X,=rsin20. (8)

Méni-li se ©, vyplni koncovy bod vektoru normalni k¥ivosti kuzelosetku, ktera.
se nazyva indikatriz normdlni kitvosti uvazované plochy v bodé M.

Z rovnic (8) vychdzi podle (6) X; -+ X: 4+ X — R?, takie uvazovani
plocha mé vlastnost, Ze indikatriz normdlni kiivosti v kaZdém bodé plochy je
kruZnice lefici na kouli prostoru S, kterd md konstantni polomér R a stied v p¥i-
slusném bodé plochy. '

Je ziejmé, Ze » znaci polomér indikatrice a v vzdalenost jeji roviny od bodu
plochy. Budeme Fikati, Ze tyto plochy maji lokalné sférickou indikatrici nor-
malni k¥ivosti.

2. VysSettime nyni existenci a obecnost ploch, které maji vyse uvedenou
vlastnost, pfi éemz budeme piedpokladati v + 0. Piipad v = 0 podrobné vy-
Setfil O. BorOVKA v pojednani Sur une classe de surfaces minima plongées dans
un espace @ cing dimensions a courbure constante (Spisy vydavané ptirodo-
védeckou fakultou Masarykovy university, ¢. 106, 1929).

Vngjsim diferencovénim rovnic (5) a uzitim rovnic struktury (3) dostaneme.
predeviim vnéjsi kvadratické relace
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[wl (d—: - w34)] — [wewy5] = 0,
[w,045] — [wz (‘d;.—v + wu)] =0,

Lwl ((_ir—r + ; ‘034)] + [wy(201, — wy;)] =0,
[0,(2015 — wy5)] — [U’z (dTT - ";}T w:u)-l =0, (9)

[ v dr]
Lwl (20)12 o @ T w45):| - [0)27 =0,

[ dr v §
Lwl? + | vy | 2045 + " wgs — wgs)| =0,

v nich# diferencialy funkei v a r vyhovuji podle (6) podmince
vdo +rdr=20. (10)
Z (9) a (10) plyne, Ze soustava Pfaffovych rovnic (5) neni v involuci. Prodlou-
#ime ji proto rovnicemi

dTU = 2(Aw, — Bw,), 2w, — wy5 = % (Bw; + Aw,) ,

(11)
wgy = — Aw, — Bw,, wg; = Bo; — Aw,,
v nichz 4, B jsou nové funkce.

Podminky integrability prodlouZené soustavy rovnic (5), (11) dostaneme pak
ve tvaru

[w,(d4 + Bwy,)] — [wy(dB — Awp)] =0,
[0,(dB — Aw,p)] + [wy(d4 + Bwy,)] +

+f5(6rz_zvz_zc_1+z";_:.2?4?ﬁ)[w1w2]=o, (12)
[04(d4 + Boy)] + [0dB — Awy,)] — 2 AB [wgw,] =0,
[0y(dB — Awyy)] — [0x(dd + Bay)] + = (42 — B, = 0.

Z rovnic (12) je viak patrno, Ze také prodlouZend soustava Pfaffovych rovnic
neni v involuci. Polozime proto znovu na zakladé Cartanova lemmatu

d4 + Bw,, =

—’(6r2—2v2—2c—1+2”2A2+BZ—”2A B o, +— AB
~ % A o A= B oy g S50

(13)
dB — Aw,, =

—-_ v — "6 — — 9% — Ly P ARl
rABwl 20(67’ 2% — 2¢ 1+2?_2.A + B +r2'A B2 w, .
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Vngj§im diferencovanim pak dostaneme z rovnic (13) relace
B{(v* + 7°)(42 4 B® — 612 + 20® + 2¢) — 10v%2} = 0,

14
A{(v* + r*)(4% + B? — 612 + 202 4 2¢) — 10022} = 0 . (14)

Z nich je patrno, e je tieba rozlifovati dva p¥ipady podle toho, zda obé veli¢iny
4, B jsou nebo nejsou soudasné rovny nule.

Bud nejprve A = B = 0. Pfaffovy rovnice (11) maji v tomto piipadé tvar
dv =0, 20, — w45 =0, Wy =0, wys = 0 (15)

a uvazované plochy majf vlastnost, Ze vzdélenost » roviny indikatrice od pri-
slusného bodu plochy je konstantni. Z (6) pak vychazi, #e polomér r indikatrice
je rovnéz konstantni.

Podminkou integrability soustavy rovnic (5) a (15) je podle (12) 372 — 42 —
— ¢ =0, takZe uvedend soustava je Gplng integrabilni a jeji obecné FeSeni
zavisi jen na konstantéch.

Ptredpoklddejme nyni, Ze neni soutasné 4 = B = 0, takie podle (11) v neni
konstantni podél celé plochy. Podle (14) je pak

(* + ) (4% + B2 — 6r2 + 20% + 2¢) — 10022 = 0 . (16)

Diferencovénim tohoto vztahu a dosazenim podle (10), (11), (12) dostaneme
relaci, kterou lze na zédkladg (16) zjednodusiti na tvar

(P +1)c+ (v —r2) (2 4 6r2) = 0.,

Tato relace vede pak po op&tovném diferencovani a odloudeni vyrazu v dv,
ktery je podle ptedpokladu rizny od nuly, k podmince

1772 — 32 =0,

Odtud pak stejnym postupem odvodime spor s uvedenym piedpokladem.
Uvazované plochy tedy v tomto ptipadd neexistuji.

3. Shrnutim pfedchazejici ivahy dospivime k tomuto vysledku:

V pétirozmérném prostdru konstantni kfivosti ¢ existuje pravé jedna t¥ida ploch,
které maji lokdiné sférickow indikatrici normdlné kfivosti, leici na kouli s komn-
staninim polomérem a se stiedem v pFislusném bodé¢ plochy a v roviné neprochdzejict
timto bodem. Vzddlenost roviny indikatrice od bodu plochy a tedy také jejt polomér
jsou u téchto ploch konstantni.

V pojednani Sur une caractérisation métrique de la surface de Véronése (Spisy
vyddvané ptirodovédeckou fakultou Masarykovy university, ¢. 368, 1955)
jsem odvodil, %e tyto plochy jsou dokonale uréeny tim, ze jejich lokalng
sférickd indikatrix normalni k¥ivosti mé konstantni polomér podél celé plochy,
a uvedl zakladni geometrické vlastnosti t&chto ploch. Zejména jsem zjistil, Ze
kazda takové plocha je Veronésovou plochou v projektivné rozsifeném prostoru
S5, a podal tak metrické vlastnosti klasické Veronesovy plochy.
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