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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAY

SVAZEK 81 % PRAHA, 1. +.1956 % CISLO 1

CLANKY

.

ROZSIRENT VET MENELAOVY A CEVOVY
NA 2-DIMENSIONALNf UTVARY

ZBYNEK NADENIK, Praha.

(Doslo dne 22. prosince 1954.) DT 513.126:513.82

V n-dimensiondlnim eukleidovském prostoru (n > 2) uvaZuje autor
geometricky utvar tvoreny n -+ 1 dseSkami '

AAy, AgAyy ooy Ay s

body 4,, 4,, ..., A, ;, jsou.linedrng nezévislé. Na tento ttvar, ktery
je jakymsi n-dimensiondlnim zobecndnim trojuhelnika, rozSiiuje
v II. &asti zndmé véty Menelaovu a Cevovu. Ve III. &4sti je podrob-
néji studovéno toto rozfifeni vty Cevovy.

I.

Umluva 1,1. Budeme pracovat v n-rozmérném eukleidovském prostoru E,,
n 2 2. m-dimensionalni eukleidovsky prostor E,, obsaZeny v E, a uréeny body
P17P29"'5Pm+1: lgmgn’
budeme téZ oznadovat
E, = {P1P2---Pm+1}'
Definice 1,1. Budte?
A],,Az’-",Am-i-l’ 2§m§n’

body z E,, které pii m < n le#i v jediném podprostoru E,, a pfi m = n nejsou
v Zddné nadroviné prostoru E,. Utvar, tvofeny m + 1 dsekami

AA,, A4, ... A, 4,4, ,
nazveme mnohothelnikem normdlnim v podprostoru

(A Ay .o Aind (1,1)



(pro m = 2 trojihelnikem a pro m = 3 prostorovym &tytihelnikem) a oznadi-
me jej

A4y ... A5y, . (1,2)
Jediné kdyZ budeme mit na mysli mnohovhelnik
: A Ay ... Ay (1,3)

normdlni v prostoru E,, budeme mluvit jen o normdlnim mnohothelniku A,A4, ...
“en A”+ln B

Definice 1,2. BudiZ m pfirozené éislo, 2 < m < n. Body

Al’ AZ’ coey Am+1
nazveme vrcholy mmohoiihelnika (1,2) normdlntho v podprostoru (1,1). Usedky
. A1A2, AEA:{; ey Am+1Al )
které pFi m = n oznatime a,, a,, ..., @,,,, nazveme jeho stranami. PFimky
{AIA?.}’ {A2A3}7 ¢ ooy {Am+1A1}

nazveme pftmkams jeho stran.

Dwva vrcholy na téZe strané mnohothelnika (1,2) normdintho v podprostoru (1,1)
oznactime vzdjemné jako sousedni.

Véta 1,1. Kterychkolivm (2 < m < n) bodit z n + 1 vrcholi

Al’ Ag, sy A;.+1 (1’4)

normdlntho mnohoihelnika (1,3) uréuje v libovolném uspo¥dddni mnohothelnik
normdlnt v podprostoru E,,.

Dikaz plyne snadno z definice 1,1.

Poznamka 1. Je ziejmé, Ze kazdou vétu o normalnim mnohotihelniku (1,3)
miZeme vyslovit — po patfiéné zméné predpokladi — i pro mnohotihelnik
normélni v n&jakém podprostoru prostoru E,. Této trivialni pozndmky budeme
pozdéji ¢asto pouzivat.

Definice 1,3. Nadrovinu podprostoru (1,1), wuréenou libovolnymi m body
z m + 1 vrcholi, mnohotihelnika (1,2) normdlniho v podprostoru (1,1), nazveme
jeho sténou.

(m — 2)-dimensiondlni podprostor E,,_, uréeny vrcholy mnohothelnika (1,2)
normdintho v podprostoru (1,1) s vynechdnim kterychkoliv dvou sousednich, po-
jmenujeme vrcholovym podprostorem tohoto mmohothelnika; vrcholovému pod-
prostoru a strand, kierou neobsahuje, budeme vzdjemné Fikat protéjsi.

Nadrovinu podprostoru (1,1), kterd jde vrcholovym podprostorem mnohodihelntka
(1,2) normdlntho v podprostoru (1,1), avdak nent jeho sténou, nazveme jeho vrcho-
lovou nadrovinou.

Poznédmka 2. Pro m = 2 a jen tehdy je sténa identicks s pfimkou strany
trojihelnika a vrcholovy podprostor splyvé s vrcholem.
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Umluva 1,2. Véude v dalsim ozna&ime
T lgy eenstp, 1S r<n+41, (1,5)
takovou skupinu r &isel z &isel
1,2,..,n41, (1,6)

<y < . <.

Jestlize r < m, oznadime :
‘ jl’ 7.2: siaey ja

zbyvajicich s = n — r 4- 1 &isel z &isel (1,6), pti demz opét

n<gp<...<jg,.

Umluva 1,3. Bod na piimce strany a; 1 =1,2,...,n + 1) normélniho
mnohothelnika (1,3), ktery je riizny od vrcholé na této strans, budeme ozna-
dovat B;.

V&ta 1,2. Ka#dd nmadrovina protind pFimky alespors dvou stran mormdiniho
mnohotihelnika AA, ... A, .

Existuje nejuyse jedna nadrovina, kterd obsahuje dané body
Bix,Bizs“',Bi,, 2§r§__n+l, (198)
a — je-li r < n — je rovnobéind s pFimkami stran
Wiy Wy ovs @,y S=mn —1r 4 1. (1,9)

Tato nadrovina nent incidentni s Zddngym vrcholem normdiniho mnohothelnika
AAds ... A4, ..

Dikaz. Nejdiive dokézeme prvni &ist véty. Pro nadrovinu incidentni
alespoti s jednim z vrcholt (1,4) je tvrzeni trivialni. Stadi tedy dokazat, Ze ne-
existuje nadrovina, kterd neni incidentni s zadnym vrcholem (1,4) a je rovno-
béZnd s ptimkami n stran normélniho mnohothelnika A,A,... A,,,. Ptedpo-
klddejme naopak, e takovd nadrovina existuje. MiZeme piedpoklédat, Ze je
rovnobézné s piimkami stran a,, a, ..., @41, takZe je rovnobéind i se sténou
{A,4;... A,,,}, a tedy bod 4, byl by obsaZen v této sténé, coz neni mozné.

Spravnost ostatnich tvrzeni je ziejma.

Umluva 1,4. Vrcholovou nadrovinu normélniho mnohouhelnika 4,4, ...

-« A1, kters jde vrcholovym podprostorem prot&jsim strané a; (1 = 1, 2, ...,
n + 1), budeme oznadovat .o
'}’i, i=l,2,...,n+1.

Protind-li vrcholova nadrovina y, piimku strany a,, budeme ji téz znadit 8;;

jeji prisecik s ptimkou strany a; bude vzdy oznaden B;.

Je-li pfimka strany a; s vrcholovou nadrovinou ¥; rovnobézna, oznadime
tuto nadrovinu téz ‘g,



Umluva 1,5. Budiz 4,4, ... 4 ,,, normilni mnohothelnik. Nadrovinu pod-
prostoru -_
{AIAZ'-'Am+1}, 2§_m§n’ (1’1)

které vznikne-prinikem nadroviny y; (¢ =1, 2, ..., m) 8 timto podprostorem,
oznadime

™, i=12,...,m.

Jestlize y; = B; resp. y; = 'B;, budeme téZ uzivat tohoto ‘oznadeni:
- ym =™ resp. y™="p".
Maji-li nadroviny
y(l’”)’ y(zm)’ bt 7(1:tn)’ 2§_m§tn’ (1’10)
podprostoru (1,1) spoledny bod, oznacime jej Q™ maji-li spoleény smér, ozna-
time jej gt™. :

Nadrovinu podprostoru (1,1), obsahujici podprostor {A,4,... A4,} a bod
Q™, resp. smér ¢, budeme znadit ™. Existuje-li jeji prusedik s pfimkou
{A,A .1}, bude vidy oznaden B™. ‘

Pro m — n budeme horni index (n) té% vynechavat. Déle budeme jeSté klast
QU — 4, a Qv =B,

Viéta 1,3. Nadroviny (1,10) podprostoru (1,1) jsou vrcholové nadroviny mnoho-
dhelnika A A, ... A,y normdlntho v podprostoru (1,1).

Dikaz je zcela snadny. .

Vita 1,4. Kteryjchkoliv n z n + 1 vrcholovyjch nadrovin

Y1 Vs » oo Yn4a

normdlniho mnohothelnika A,A, ... Ay md spoleny pravé jeden bod anebo
pravé jeden smér (nikoliv oba soucasné).

Dukaz. Vétu stati dokdzat pro nadroviny yy, ¥s, -« V-
Budiz A ptirozensé &islo, 2 < b <n-—1

Necht nadroviny _
' 'y(lh)’ y(zh)’ seey V(hh)

* podprostoru {4,4, ... 4,,,} maji spoleény pravé jeden bod @™ anebo pravé
jeden smdr g™ (nikoliv oba soutasné). Ptimku, uréenou bodem A4;,, a bodem
Q™ resp. smérem ¢, oznatime tteba p*+b; tohoto oznadeni pouZijeme jeSté
i v dukazu véty 1,6.

Nadroviny

(h+1) (h+1) (h+1)
1 ' /2 g: o » h

¥ v 24
podprostoru {4,4, ... A;,,} maji zfejmé spoletnou pravé jen pimku p®**d,
kterou v¥ak — jak se ihned vidi — neobsahuje podprostor y*4b, a tedy nad-
roviny

(h+l) ,(A+1) (h+1)
1 y /2 yeees Vhsl
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podprostoru {44, ... A} maji opét spoletny budto pravé jeden bod Q*+h
(ktery ovSem lezi na piimce p(**1), anebo pravé jeden smér ¢+ (obsazeny pak
v piimee p(**1). .

Pondévadz pak pHimky »® a y® maji budto spoleény pravé jeden bod, anebo
jsou rovnob&zné (a pfitom razné), je véta indukei dokazana.

Véta 1,5. Budif A,A,... A, normdlni mnohothelnik s vrcholovgmi nad-
rovinami

Y1 Ve o5 V- (1,11)

BudiZ m pfirozené &islo, 2 < m < n — 1.

Pro ka#dé m existuje prdvé jeden bod Q™ anebo prdvé jeden smér g™ (nikoliv
oba souctasné).

Dukaz je v disledku vét 1,3 a 1,4 zcela snadny.
Véta 1,6. Maji-li vrcholové nadroviny

V1s Vo <= ¥ (1,11)
normdlniho mnohodhelnika 4,4, ... A, ., spoleény bod Q, nelezi tento bod v Zddné
jeho sténé.

Maji-li nadroviny (1,11) spoleényj smér q, pak tento smér nent obsaten v #ddné
sténé mormdiniho mmnohothelnika A A, ... Ay,

Dikaz. Sta¢i dokazat, Ze bod @ resp. smér ¢ neni v nadroving
{4,4, ... A,}. BudiZ h ptirozené &islo, 2 < h < n — 1.

Necht bod @™ resp. smér ¢ neni v nadroving {4,4, ... 4,} podprostoru
{44, ... 4;,,}. Pak piimka p®+D, definovand v dikazu véty 1,4, ziejmd
podprostor {4,4, ... 4,} ani neprotind, ani s nim neni rovnob&zna (obsaZena

v ném oviem neni).

Nadrovina y{7" podprostoru {4,4,... 4,.,} mé s nadrovinou {4,4, ...

... 43,1} téhoz podprostoru spoleény pravé jen podprostor {4,4,...4,}).
Existuje-li bod Q*+1, je to prisetik podprostoru yP** Y s piimkou p*+D,
Existuje-li smér ¢**1), je s ptimkou p*+1 rovnobézny.

Z toho ihned plyne, Ze bod Q@+ resp. smér ¢+ neni v nadroving {4,4, ...
.o. Ay} podprostoru {4,4, ... 4,.,}.

Ponévadz bod Q® anebo smér ¢ neni v piimce {4,4,}, je nase tvrzeni
indukei dokdzéano.

Véta 1,7. Budif 4,4, ... A,,, normdlni mnohothelnik s vrcholovgmi nadrovi-
nami (1,11). BudiZ m pfirozené &islo, 2 < m < n — 1.

Ezistuji-li body Q™+ a Qm), jsou vidy rizné a bod Q™ je pramétem bodu
QD) z bodu A,y na podprostor {A;A, ... Ay}

Existuji-li bod Qm+1) g smér g™, jsou pFimka {A,,,,Q™*D} a smér g™ rovno-
bézné.



Existuje-li smér g™+, existuje bod Q™ a pFfimka {A @™} a smér gm*D
jsou rovnobéZné.

Dukaz této véty plyne snadno z piedchazejicich vét.

Véta 1,8. Necht plati pFedpoklady véty 1,7.

Necht existuji body Q™ +Y a Q=1 Pak jsou vidy rizné a pFimka {Q("‘“)Q(m b}
jde bodem B, ,, resp. rovnobéiné s pFimkou { Ay 1Ay s} podle toho, zdali yp .,y =
= fmi1 7€b0 Ymy1 = B

Necht existuje smér ¢+,

Jestlite Ymiy = Bmsr, existuje bod Qm-Y a pfimka {B, Q™ Y} a smér
g™+ jsou rovnobéiné.

JestliZe ypyy = 'Bmyr, existuje smér gm=1,

Dukaz. Abychom dokéazali prvni tvrzeni, sta¢i uvazit, Ze podprostory

(M+1) (m+1) (m+1)

e s ey Ym_1

maji spoleénou pravé jen rovinu {@™: I)Am+1Am+2}, kterou podprostor {7 "
protind v pfimee {Qm*HQ0»~1} obsahujici i bod B,,;, resp. rovnobéinou
s piimkou {4,114 m 12}

Druhé tvrzeni dokazeme takto: Pfimka p jdoucl bodem B, ,; rovnobéiné
se smérem ¢™*1 je obsaZena v podprostoru ¥, ktery obsahuje i podprostor
{4,4, ... A,}. Tento podprostor protind podle véty 1,6 piimku p v bods,
ktery je spoleénym bodem podprostori

(m-1)

Y1

(m-1) (m-1)

» V2 ree Vm-1>
t. j. bodem Q™.

Zbyvé dokézat tieti tvrzeni. Budiz E, rovina, jdouci ptimkou {4, 14,2}
rovnob&zné se smérem ¢+, Rovina E, je rovnob&#na s podprostorem y'n. ",
ale neni v ném obsaZena. Dale zfejmé neni rovnobézné s podprostorem { 4,4, ...

A,}, obsazenym v {741, Existuje tedy pravé jeden smér, ktery obsahuji
podprostory {4,4, ... A,} a E,. Rovinu E, obsahuji podprostory

(m+1) (m+1
2 )

» V2 ces Ym-1">

‘jei tedy obsahuji smér, rovnob&zny s podprostorem {44, ... A,}. Z toho v8ak
okamzité plyne, Ze podprostory

(m+1)

(m-1)

71

(m— 1) (m—1)

» Ve 5 Ym-1
obsahuji zminény smér. .

Véta 1,9. Budit A, A, ... A,,, normdlni mnohothelnik s vrcholovymi nad-
rovinami
Vis Yo o+ VY » (1,11)
Pro ka%dé m = 2,3, ...,n je nadrovina y™ podprostoru {A;4, ... Ami1}
jednoznaéné uréena a je vrcholovow nadrovinou mnohothelnika A,A, ... A,y
normdlntho v podprostoru {A, A, ... Apis}.
Dukaz je v disledku véty 1,6 zcela snadny.



II.

V tomto oddilu je véta 2,1 zobecnénim véty Menelaovy a véta 2,3 zobecnénim
véty Cevovy.

Umluva 2,1. V¥ude v dalsim budeme predpoklddat, Ze pfimky viech stran
normalniho mnohothelnika A4,4,...4,,, jsou orientovany a zavedeme si
jesté toto oznacovani: '

kil = (Bs 4,, Ai+1) = __Bii_iii
B4,

b

t=1,2..,n+1; 4,,,= A,
Déle budeme fikat, Ze dvé rovnobéiné piimky jsou orientovdny souhlasng
{nesouhlasné), je-li mozno (nelze-li) je translaci ztotoZnit i co do smyslu.

Véta 2,1. BudiZ A,A, ... A, ., normdlni mnohoihelnik. LeZi-li body

Bi,B;,...B,, 2<r<n+1, (1,8)
v nadroviné, kterd je pfi r < n rovnob&ind s pFimkams jeho stran
@jpy Bjgy -0y @3,, TH+8=mn-41, (1,9)
je
koo . ke = 1. (2,1)

Dikaz. Podotknéme piedné, Ze relace 2 < r je nutnym disledkem véty 1,2.
Nadrovinu zminénou ve vété 2,1 oznalme f£. .

Vedme kazdym vrcholem A4; (¢ =1,2,...,n 4+ 1) normalniho mnoho-
dhelnika 4,4, ... A,,, piimku p; rovnobéinou s libovolng zvolenou p¥imkou
nerovnobé&inou s nadrovinou B, a oznadme P, priseéik piimky p, s nadrovinou g.
Orientujme libovolné »n + 1 piimek p; (1 =1,2,...,n + 1). Nechf ¢ =
=+ 1resp. &, =—1 (1 =1,2,...,n + 1) podle toho, jsou-li ptimky p,
8 p;,, orientoviny souhlasné resp. nesouhlasné; p,,, = p,. Pimka {P,P,,,}
(t=12,...,n+4 1; P,y = P,) protne pfimku {4,4,,,} (An.s = 4,) v bodé
B;, resp. je s ni rovnob&Zna, takZe je patrné sprivnost relaci

4,B, 4,P,
“‘7_,,281-,;_,1, l=1,2’.“’/’-,
AiH-lB 4 Ait+1P £+

apiir<n

m,= &3 dsPin, 1=1,2,...,8 s=n+1—r.
Z nich snadno plyne

n+l
kilkig cen ki, = I—I 81; . (2!2)
Aviak znaménko soudinu nalevo v rovnici (2,2) je nez4vislé na volb¥ orientaci
pHimek p(¢ = 1,2, ..., n + 1). Orientujeme-li je tfeba viechny souhlasnd, je

n+l
l_I 8" = + 1
i=1

a z (2,2) plyne (2,1).



Véta 2,2. Budit A, A, ... A,,, normdlni mnohothelnik.
JestliZe pro r bodu
' B, B,

71 1,7"',B1',’ 2:<:T§'n+1, (1’8)
plati relace (2,1), existuje prdvé jedna nadrovina, kterd obsahuje body (1,8) a p#i
r < n je rovnobéénd s pFimkami stran .
gy Ajgy -+, @5, S+1r=mn+1, (1,9)

normdlniho mnohothelnika A, A, ... A, ..

Dikaz. Podle véty 1,2 existuje takovd nadrovina nejvyse jedna. MizZeme
predpoklidat ¢, = 1.

Nadrovinu, uréenou jednoznaén¥ body

By By os By, 285 rEnt1,

igy gy«
a pfir < n rovnob&Znou s p¥imkami stran (1,9), oznaéme B. Kdyby nadrovina.
B byla rovnob&ind s piimkou strany a,, bylo by podle véty 2,1
kg ...k, =1,
a tedy srovndnim s relaci (2,1) bychom dostali (B; 4,, 4,) = 1, co# neni
moiné. Existuje tedy prisedik nadroviny 8 s p¥imkou {4,4,}; oznaéme jej B.
Ztejmé je rizny od vrcholi 4,, 4,. Podle véty 2,1 je

(BT; 4,, 4,) kifi,...k;, =1,
z tehoz srovnanim s (2,1) plyne
(BY; 4y, 4,) = (By; 4,, 4,),
t.j. Bf = B, c. b. d.
Véta 2,3. BudiZ A,A, ... A,,, normdlni mnohothelnik. Necht jeho vrcholové

nadroviny
ﬂil’ﬂi2:--':ﬂi" lé”én‘{‘l,
a pfi r < n jedté i vrcholové nadroviny
,ﬂjly’ﬁj2s--~,,ﬂj,: T—|—8=’n+l,
maji vSechny spoleény bod anebo smér.
Pak plati:
kilkig see ki, = (—‘ 1)ﬂ+1 . . (2,3)

Dikaz. Pro trojihelnik je v&ta spravna.

Oznaéme symbolem «™+l) (m =2,3,...,n — 1) nadrovinu podprostoru
{414, ... Apis}, jednoznaéng uréenou bodem A,,,, a nadrovinou ™ pod-
prostoru {4,4,... 4,,.,}.

BudiZ v daldim A p¥irozené &islo, 2 < h < n — 1.



Uvazujme nyni tyto t¥i nadroviny
h+l
kL) ?’(n++1 )’ y(r.+1) (2’4)

podprostoru {4,4, ... Ay.,} a rovinu {4, 4,145} KaZd4 z nadrovin (2,4)
mé s rovinou {A4,4,,,4,.} spoleénou pravé jen ptimku, jak se snadno zjisti.
Ka#d4 z téchto piimek jde podle véty 1,9 pravé jednim vrcholem troj uhelnika
A, Ay Ap,e. Aviak nadroviny (2,4) maji spoleény podprostor E,_, dimense
h — 1, ktery jde podprostorem {A4,4; ... 4;} a bodem Q™+, resp. rovnobézné
se smérem ¢+, podle toho, existuje-li bod Q** anebo smér g*b; plyne to
lehce z véty 1,7. Je pak zfejmé, Ze zminény priseény podprostor E,_, budto
rovinu {4,414} protinéd pravé v jednom bodé, anebo existuje pravé jeden
smér obsazeny v podprostoru E,_, a roviné {4,4, ,,4,,}. Z toho ihned plyne,
#e prisetné piimky nadrovin (2,4) s rovinou {4,414} maji spoleény bod
anebo jsou rovnobézné.

U#ijeme nyni na né a na trojihelnik 4,4, ,,4,,, véty Cevovy, kdyz jsme
jekt& libovolnd orientovali pHmky {4,4;}, {4:4,}, ..., {4:4.}. Existuje-li
prisecik B™, plati vidy pravé jedna z relaci:

(B®; Ay, Apia)(Brss; Anizs Ania) BOHD; Ay, A1) = — 1,
(B®; Ay, Api)(Brias Angrs Anie) = —1, (2,5)
(B®; Ay, Ay q)(BAFD; Apyp, 4;) = —1.
Neexistuje-li prisedik B®, plati vidy pravé jeden z téchto vztahi:
(Bis1; Anirs Aps)(BOY; Ay yo, 4,) = — 11, l
(Bui1; Anias Anga) = — 1, (2,6)
(B®*D; Ay, Ay) = —1. ]

Bez Gjmy na obecnosti mizeme piedpokladat ¢, = 1. Budtez
Il ey, 157 <h,
vSecka ta z &isel (1,5), kterd jsou nejvyse rovna h.
Plati-li nyni v mnohotihelniku A,4,... 4,,; normalnim v podprostoru
{44, ... 4;,,} pro jeho vrcholové nadroviny
(h) (R)

(h
P, Y8 s Vs YW
relace

ki, o« iy (B®; Ay, Ay) = (— M, (2,7)

i,
existuje-li priseéik B®, a relace
byl ..y, = (—1)*1, (2,8)

neexistuje-li prisedik B®, pak z (2,5) a (2,7) a stejné i z (2,6) a (2,8) plyne, Ze
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v mnohotdhelniku 4,4, ... 4,,, normilnim v podprostoru {A4,4, ... A,,;}
plati pro jeho vrcholové nadroviny

(h+1 (h+1 (h+1 (h+1
Y1 )5 Ve )’ sliéialy yh++1 ),‘)’ )

relace ‘
kk,, ... k"ml(B(Hl); A, 4) = (— 1)r+2
-anebo
kik,, ... k":.+1 = (— 1)»+2

podle toho, zdali prisedik B(*+1 existuje anebo ne.

Tim je nafe véta indukei dokézéna, uvaZime-li jests, ze B™ — By
Y™ =y,

Véta 2,4. Jestlize pro r = 1 bodi

Bily Bi2’-", Bi,, lérg_'ﬂ/—i— 1’ (1’8)

na pFimkdch stran normdlntho mnohoihelnika AA, ... A, ., plati relace (2,3),
pak existuje pravé jeden bod mebo prdvé jeden smér, ktery obsahuji jeho vrcholové
nadroviny

ﬂilyﬂiz,"'yﬁi,! lé:r~_<—_~n+l7 (279)

promitajici z jeho vrcholovych podprostori, body (1,8), a p#é r < n jesté jeho vrcho-
lové nadroviny
’ﬂjl’ ,ﬂjz’ sreiny 'ﬁj' y T + S="mn + 1. (2,10)

Dukaz. Podle véty 1,4 existuje takovy bod anebo smér nejvys jeden.
Polozme opét i, = 1. Bod resp. smér, ktery obsahuji vrcholové nadroviny
{2,9) a pii r < n i (2,10) s vyjimkou nadroviny 8, = B, ozna¢me B resp. b.
Podle véty 1,4 existuje pravé jeden bod B anebo pravé jeden smér b. Uvazujme
nadrovinu f, uréenou (podle véty 1,6 jednoznacéng) vrcholovym prostorem
{434, ... 4,1} a bodem B, resp.  podminkou, aby obsahovala smér 4. Tato
nadrovina (opét podle véty 1,6) neobsahuje ptimku {4,4,} a je vrcholovou
nadrovinou normalniho mnohothelnika 4,4, ... 4,,.,,.

Déle uz zjistime podobng jako v diikazu véty 2,2, uzivajice oviem véty 2,3
misto véty 2,1, Ze bod B, = B; lezi v nadroving #, t.j. f = f, = B, ¢imz bude
dukaz proveden.

Poznédmka 3. Uvedenymi vétami neni zodpovédéna otézka, maji-li i vreho-
lové nadroviny

T (2,11)

normélniho mnohotihelnika 4,4, ... 4,., spoleény bod anebo jsou-li rovno-
bézné s touz pimkou. Nadrovinami (2,11) se budeme pozdéji zabyvat zvl4st;
uvidime, Ze odpovéd na zmin&nou otézku je podstatnd rizna podle parity di-
mense 7. :
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III1.

V této Gasti vysetfime nutnou a postadujici podminku, aby n vrcholovych
nadrovin
ﬂl’ﬂz: QLX) ﬂn (3,1)
normélniho mnohothelnika 4,4, ... 4,,, bylo rovnobéinych s touz ptimkou.
Tuto podminku vyjadiuji véty 3,7 a 3,8; véty 3,1 az 3,6 jsou pomocné.
Véta 3,1. Necht pro vrcholové nadroviny

ﬂl’ ﬂz, sy ﬂn (3,1)

normdlniho mnohothelnika A A, ... A, ., existuji body
Q-2 Q=b, ... QO .

BudiZv=mn—2m, kdem = 0,1, 2, ...,
-

— 1pfinsudémam=0,1,2,...,

|

”_;_1 — 1 pki n lichém.
v+1
2

Pro kaidé m existuje jediny podprostor dimense [

] + 1, ktery obsahuje
body

Av+1> Bw Q("_ 2)a Q(v—d): LERY Q(O) J
Dikaz. V disledku véty 1,8 stadi ukazat, Ze bod 4, ., nelezi v podprostoru
{B,Qe-2Q—b .. Q}. Ale to je zfejmé, nebot v opaéném piipadé by nad-
rovina " podprostoru {4,4, ... 4,,,}, kterd obsahuje podprostor {B,Q®~2
Qv-9 ... Q®}, obsahovala body A,,,, 4,,..., 4,. Ale to je nemozné podle
véty 1,1.
Véta 3,2. Necht vrcholové nadroviny

ﬂli ﬁz’ "',ﬂn (311)

normdlniho mnohovhelnika A, A, ... A, ., maji spoleény bod Q. Necht pii n > 3
existujt body

Q-2 Qu-9, ..., QO .

. Orientujme jedté libovolné primku {QB,}. .
Pak plati:
N 1 —Fk, +kky— ...+ (—1)"kik,...k
Bn; (n 2), == 1 12 12 n . 3,2
(Bx @ Q) 1—Fk + kb — ...+ (— 1" 2kk,... bpy (3,2)

Dikaz. Orientujme nejprve libovolné piimky

{A'n—lAl}, {An—:iAl}’ Q0D
a piimky

{Qr Q=) (Qn—HQr—8} . . |

pokud nejsou jiz néjak orientoviny v dusledku dmluvy 2,1.
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Z v&t odd. IT nalezneme snadno, Ze p¥i n sudém

(B @0, Q®) =1 — ky + kyk, (3,3)
a pfi n lichém
‘ 1 —ky + kky, — kk,k
- 01 OBy — 1 1%2 12fvs
(Bg; @, QW) =k, ; (3,4)
Necht opét v = n — 2m, kde nyni pfi n sudém, n > 2,
n
== — — 2
m 0, 1,2,...,2 .
a pti n lichém, n > 3,
n—1
- : 9
m=0,1,2..,- 2.

Zvolme néjaké v.

Podle véty 3,1 je mnohothelnik 4,,,B,Qv- Q-4 ... Q©® normilni v pod-
prostoru

{4,,B.QC"2QU"H ... QO} . (3,5)

Predpoklddejme, Ze existuje bod B™. Podle véty 1,8 a véty 1,2, aplikované
na uvedeny mnohothelnik, ma tedy pii » sudém podprostor

{AvQ(v)Bv—ZBv—A LS BZB(V)} (3:6)

a pii n lichém podprostor

{ADQ(v)Bv—ZBv~4 L B3A2B(v)} (3’7)

: v v+ 1 - . y
dimense nejméné [—2—] . AvSak podprostor (3,6) resp. (3,7) je obsaZen v nad-
rovinach
7(0)! ﬂ::”-)z, ﬁff_)p samy /3(2”)

resp.

y(v), ﬁﬁ;”—)b ﬂi)'i)d’ e oy ﬂgj)

podprostoru {4,4,...4,,,}, a tedy je dimense pravé [v

1 . :
_;— ] , takZe je nadrovi-
nou v podprostoru (3,5).

Aplikujeme-li nyni na mnohothelnik A4,,,B,Q®~2Q®% ... Q©® normalni
v podprostoru (3,5) a zmin&énou nadrovinu tohoto podprostoru vétu 2,1, dosta-
neme

8® . (Q®; @v=3, B,) . 14,; By, Aysy) - (B 4,44, Q0) =1,
kde pri n sudém ' -

-1

80 = T] (Bas Q-2, @)
1=-1
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a pti n lichém
=1

S0 = (g @O, QV) ] (Bass QE, QE1¥Y).
1 §

Podle véty 2,3, aplikované na mnohothelnik A,A,... A,,, normalni v pod-
prostoru {A,4, ... Ay}, je

kyy ... ky(B™; Ayyr, 4y = (— 1),

a tedy

(— 1)+ leyly ... by (ky — 1)

(B, Qs quy — 1 — (S Bk ©8)

V piipadé, Ze bod B®™ neexistuje, t. j. Ze nadrovina y podprosforu {4,4, ...
.. A,,,} je rovnobéiné s piimkou {4,4,,,}, dostaneme po malé modifikaci
predchazejici ivahy opét relaci (3,8).
Predpokladejme nyni, ze plati
1 —ky +kky— ... +(— Dikik,... ky
— Ty + kky — o+ (— )22k Ry

(Bas Q0-2, Q) = 5

h=v—2,v—4,...h =>4.
V disledku (3,3) a (3,4) je pak
S =1—Fk +kky— ...+ (— 1) 2kiky... ko,
a tedy podle (3,8)

(B,; Q-9, QW) — L —ky + kky — ... + (— 1) bk, ... k,

1L —Fk, + kg — ... + (— 1) 2k, .. by
Tim je véta indukei dokazéana.

Véta 3,3. Necht body

Py Pys oy Py

le#s pravé v jedné nadroving a budif p pFimka nerovnobéind s touto nadrovinou. '
Vedme bodem P, resp. P, pFimku p, resp. p, rovnobéinou s pFimkou p. BudiZ o
libovolnd nadrovina, kterd mejde Zddnym z bods Py, P,, ..., P,, protind véecky
pFimky ,

{P2P3}, {P3P4}’ oL e {inl’ Pn}’ Pns> P1 (3’9)
postupné v bodech

Rz’ -Ra, ceey Rn—l! Rﬂ) Rn+1

a pfimku {P,Py} protind budto v bodé R,, anebo je s ni rovnobéind. Orientujme
libovolné vdecky pFimky (3,9) ¢ pFimku {P,P,} a polofme ¢ = 1 resp. ¢ = —1
pFi souhlasné resp. nesouhlasné orientaci pFimek py, p.,.
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Pak plait:

P.E, =t
=% | R, P, P,,,) = 3,10
i l’I( 1» Prys) = & (3,10)
resp. . .
P.E, "} ’
g, R; P, P,..)=¢, 3,10’
Pmn+1 ;[:l;( 1 1 l+1) € ( )

podle toho, zdali nadrovina 8 pFimku {P,P,} protind anebo nikoliv.

Dikaz. Necht nadrovina § je rovnobéiné s p¥mkou {P,P,}. Podle zobec-
néné véty Menelaovy 2,1, aplikované na mnohotihelnik P,P, ... P, normdlni
v podprostoru {P,P, ... P,} plati:

n-1

H(Rl; P, Pz+i) =1

Tresp.
n-1

11;1 (By; P, Pry) = 1.
Avsak ziejmé .
P.R,
PE,,
takZe plati relace (3,10) resp. (3,10").

Necht za druhé nadrovina 8 protind pHmku {P,P,}, jiz jsme néjak oriento-
vali, v bodé R, ktery je oviem riizny od bodi P,, P,. Podle véty 2,1 je

=£’

(B; Py, Py) ,ﬁ (By; Py, Pryy) = 1
resp. "
(R; Poy P) T (B3 Py P = 1.
Daéle snadno zjistime, Ze
P.R,
PR,
Relace (3,10) resp. (3,10') plati tedy i v tomto piipads.
Vé&ta 3,4. Necht vrcholové nadroviny
Brs Bos - s Bu—v "B

normdiniho mnohothelnika A, A, ... A,,, maji spoleény bod Q. Necht pfin >3
existujt body

(B; Py, Py) = &

Q-,Qn-9, ..., QO
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Orientujme libovolné pfimku {QQ™~} a polofme ¢ = 1 resp. ¢ = — 1 podle toho,.
jsou-li (rovnobéiné) pFimky

{Am An+1}, {QQ("_E)} (3;11)"
orientovdny souhlasné nebo nesouhlasné.
Pak plati:
A,y _ o 1yl by 4 Bk — o 4 (= D" Eiky o Eoney 3.12)
Q-2Q kiky ... logy

Dikaz. Pfednd body @ a @~ jsou riizné a pHmky (3,11) rovnobézné podle
véty 1,8.
Podle véty 3,1 je mnohothelnik
A, QY L QO (3,13)

normélni v podprostoru
{4,.,Qn~9Qn=% .. QO} ' (3,14).

dimense [n 1] . P¥imka {4,4,,,} zfejmé neni v tomto prostoru obsaZena.

n+1
2

Ozna¢me E podprostor dimense [ ] + 1, uréeny podprostorem (3,14)

a piimkou {4,4,,}.
Predpokladejme nejprve, Ze pfimka {4,4,,,} protina vrcholovou nadrovinu
y™ = {QA4,4; ... A,} = fnyy Vv bodé B, ;. Podle véty 1,8 a podle véty 1,2,

aplikované na mnohothelnik (3,13) norméalni v podprostoru (3,14), lezi pti n
sudém body

A", Q; B‘n—23 B”_4, s sy B27 Bn+1 (3915)
a pfi n lichém body '
Am Q, Bn—z, Bn—fl’ 165y B3’ AZ: Bn+] (3’16)

v podprostoru dimense nejméné [’—z%_—l—] :

Avsak pfi n sudém lezi body (3,15) v nadrovinach

ﬂn+]’ ﬂn—z’ .B'n—4’ oo ny) 52
a pii » lichém body (3,16) v nadrovindch

Bns1s Bazs Bras - Bs s
takZze body (3,15) resp. (3,16) lezi v néjaké nadroviné ¢ podprostoru E.
MiZeme tedy na utvar sloZeny v podprostoru E z piimek stran mnoho-
thelnika (3,13) s vyjimkou piimky {4,,,Q" ?} a piimek {4,4,,,} a {@Q"2Q}
a jeho zminénou nadrovinu § aplikovat vétu 3,3; tak dostaneme

n-2)() :
(Busys Apyy, 4;) . 8™ —g___g = & (3,17)
n+1An
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Avsak podle véty 2,3 je
kylg ... by _3knyy = (— 1)n*2
a podle véty 3,2
8® =1 —Fky+kkyg— ...+ (= 1) 2kky... L, ,.
Z toho a (3,17) plyne pak ihned relace (3,12).

Necht za druhé ptimka {4,4,,,} je rovnobézna s vrcholovou nadrovinou
Y™ = 'f,,,. Pak jednoduchou modifikaci vyse provedené uivahy dospéjeme
pomoci véty 3,3 k relaci

4

g, €009

n+1An

pii ¢emz nyni
‘ kky ooo By q = (— 1)PH1
takze opét plati (3,12).

Véta 3,5. BudiZ A, A, ... A, normdlni mnohoihelnik. Necht jeho vrcholové
nadroviny

Bis Bas oo Bu (3,1)
obsahuji vSecky smér q. Necht pFi n = 5 existuji body
Qr=3, Q=5 ... QO .
Pak plati: :
1— &y, 4 gk — oo 4 (— 1) kyky ... k= 0. (3,18)

Dukaz. Pro n = 2 se véta dokaze snadno. Necht tedy » > 3.
Vrcholy
Ay Ay oo Ap g Ay, Ay
oznac¢me po Fadé téz takto:

E *
A4y, 4y, ..., 4; 4, 45, 45,
takZe ovSem
*
w=mn—1,
a uvaZujme mnohothelnik
X % *
A 4,...4; (3,19)
normalni v podprostoru :
%k *
{4,4,... 4;.,}. (3,20)

Pro tento mnohotihelnik budeme v dalim uZivat oznadeni z timluv 1,3, 1,4
a 1,5 s pfipojenymi hvézdi¢kami, jako kdyby byl normélnim mnohoihelnfkem.

Vrcholové nadroviny
ﬂl’ 52’ e Ign—z’ Yn+1 (3’21)
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kde nadrovina y,,, jde podprostorem {4,4;... 4,} rovnob&iné se smérem g,
maji spoleénou piimku p, ktera jde bodem A, rovnob&iné se smérem gq.

Piimka p protina podle véty 1,7 podprostor (3,20) v bod$, ktery oznaéime ¥
a ktery je spoleénym bodem téch vrcholovych nadrovin mnohothelnika (3,19)
normalniho v podprostoru (3,20), které vzniknou prinikem nadrovin (3,21)
s podprostorem (3,20). Uzijeme-li — za vySe uvedené konvence — tmluvy 1,4,
miizeme tyto vrcholové nadroviny mnohothelnika (3,19) normélniho v pod-
prostoru (3,20) oznadit takto:

k% % *
Bi Bos s Bays Vava -
% -
Oznaéme y;, nadrovinu podprostoru (3,20), kterd je podle véty 1,6 jednoznad-
k% *
né uréena podprostorem {A4,4, ... 4;_,} a bodem Y a ktera je vrcholovou nad-
rovinou mnohothelnika (3,19). V oznadeni z mluvy 1,5 miZeme tedy vzhle-
dem k vySe provedené konvenci psat
X e %
Y =" =@;
dale se snadno zjisti, Ze

Q9 = Qir-n, Qo) — -9, .., QO = GO (3,22)

Orientujme je$t& libovoln$ p¥imku {E;‘Z;,H }. Budeme v dalsim rozliovat
dva pripady podle toho, zdali ;,; = 7?,; anebo ;‘;7; = ’E‘,;.
Necht predné vrcholovd nadrovina ;;1 = /ﬂé;l mnohothelnika (3,19) protina

piimku {:1;;1; +1} V bod$ ﬁ;,. Podle véty 2,3, aplikované jednak na mnoho-
thelnik (3,19) normélni v podprostoru (3,20), jednak na normélni mnoho-
thelnik 4,4, ... 4,,,, dostaneme snadno

* * *

(B;u; A;n A;;+1) = kn—lkn s (3,23)
takze

1+ ka ik, +0. (3,24)

. % L I *
Podle véty 1,8 jsou body B;, @ a Q2 rizné a le#i na pfimce. P¥imka P
% o
vedend bodem Q=2 rovnob&Znd se smérem ¢ (je rovnob&¥ni s pfimkou
*
p = {4.Q}, a tedy) protne rovinu {4, ,4,4,,,} v bods X p¥mky {A,.ﬁ;,}

’ o * a4 .
rizném od bodt A4, B;. Pfimku ; obsahuji zfejmé& vrcholové nadroviny
Ba-1, Bn normélniho ‘mnohotihelnika 4,4,...4,,,, a tedy jejich prisecéné
ptimky {B,_,4,,,} a {B,4,_,} s rovinou {4,._,A4,4,.,} jdou bodem X.

Orientujme libovolné pfimky {ﬁ;.é} a {ﬁ;,A,,}. Ziejmé
* % » * *
(By; @2, Q) = (B:; X, 4,) . (3,25)
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Vzhledem k (3,22) miZeme na mnohouhelnik (3,19) normélni v podprostoru
(3,20) aplikovat vétu 3,2, a tak dostaneme

* * *

(B;; @9, Q) =

1
R 3,26
1—ky 4+ kg — ...+ (— 1) kkey ... kyy (3,26)
Al =k Eyhoy — o+ (— 1) 2Rk, .. Ry +
+ (— D) tkky ... ky (B A An,l)}

V roviné {4, _,4,4,,,} snadno zjistime, Ze
. = S
kn—-l — (1 + kn—lkn) ’
Srovnanim s (3,26) dostaneme vzhledem k (3,23) az (3,25) relaci (3,18).

(B X, A,) —

Necht za druhé vrcholov4 nadrovina ;;, == IE% mnohouhelnika (3,19) normal-
niho v podprostoru (3,20) je s pfimkou {;1‘;111‘;“ 1} rovnobézna.

* X o % o

Podle véty 1,8 jsou body @ a Q2 rtizné a pfimky {Q(“ >Q} a {A Aml} =
= {4,_,4,.,} rovnobéiné. Orientujme libovolné tyto dvé pfimky a polozme
g =1 resp. £ —1 pfi jejich souhlasné resp. nesouhlasné orientaci. Je zfejmé,

£

Ze pfimka p protind i nyni rovinu {4,_,4,4,,,} v bod¢ X, jimz opét jdou jeji
pruse¢né ptimky {B,_,A4,,,} a {B,4,_,} s vrcholovymi nadrovinami §,_, a #,
normélniho mnohothelnika 4,4, ... 4, ., a ktery ma tu vlastnost, Ze p¥imka
{X4,} je rovnobé&ina s pfimkou {4, _,4,,,}. Orientujme libovolné i pFimku
{XA,} a poloZme & = 1 pfi souhlasné a ¢’ = — 1 pii nesouhlasné orientaci

primek {XA,} a {Q#-20)}. Ziojms

X » £ — ——»
Qn-2Q = ¢X (3,27)
Podle véty 3,4, kterou vzhledem k (3,22) opet muzeme aplikovat na mnoho—
thelnik (3,19) normalni v podprostoru (3,20), je

_—

Am{ e Lo ek — o (= kb Ry _—
kg .. kn_y
Q(n—Z)Q
V roviné {4,_,4,4,.,} ziejmé plati
Aﬂ-&-l—A:):l—l = :Blkn—]_ ,
. XA,
takze podle (3,27)
AnHA_;: — An+1A':1 = _+_ t'kn—l . (3’29)
Q(n 2)Q Q*(:-—zg .
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Uvézime-li, Ze nyni jesté k,_,k,-+1 = 0, dostaneme srovnénim (3,28) s (3,29)
opét relaci (3,18).

Tim je véta 3,5 dokazana.

Umluva 3,1. Budiz 4,4, ... 4,,, normalni mnohothelnik s vrcholovymi
nadrovinami

By Be: s B (3,1)
Budtez u, v celd nezaporna disla takova, Ze
25 u+25v<n.
Budiz h = 2,3, ..., v — u.
Oznadéme
Pt Bllwr - Bia (3,30)
nadroviny podprostoru
{Auduse .- Ausna} (3,31)

které jsou jeho priniky s nadrovinami

:Bll+l7 ﬁu+27 LR ﬂu-{-h .

Podprostory (3,30) jsou zfejmé vrcholové mnadroviny mnohothelnika
Ay Aiiy ... Ayinyy, normalnitho v podprostoru (3,31); podle véty 1,4 existuje
budto pravé jeden bod jim spoleény, ktery pak oznadime Q",, anebo pravé
jeden smér jim spoleény, ktery budeme znatit ¢*),.

Polozme jesté @'y = B,,, a Q°, = 4,,,.

Mnohothelnik

AunAuse - Ay (3,32)
normélni v podprostoru {4,,,4,,,... 4,,,} nazveme piipustnym, jestlize
v-—u < 4 anebo jestlize pii v — u > 4 existuji body

e ¢ e SN ¢ s (N

Pozndmka 4. Mnohothelnik (3,32) muze byt pfipustny pii vhodné volb&

vreholovych nadrovin g, 8,, ..., 8, a pii jiné volbé nikoliv. Avsak vyse zave-

dend zkratka ,pipustného mnohotihelnika nim pozdéji velmi usnadni
vyjadiovani a nepovede k nedorozuménim.

Véta 3,6. Necht vrcholové nadroviny
.Bls ﬁz’ ey ﬂn (3’1)

normdlniho mnohodhelnika A, A, ... A, ., obsahuji viecky smér q. Budiz h pfiro-
zené Cislo, 2 < h << n. Necht ddle vrcholové nadroviny

(k) @p(h)y  p(h)

15 B2 oo B
mnohothelnika A4, ... A,,, normdlniho v podprostoru {4,4, ... A),,} maji
vdecky spoleény smér g, ’
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Pak je vidy

h<n—3
a vrcholové nadroviny
ﬁ(]::__ah 1) ‘B(h"+3h 1)’ (n—h—l) (3,33)
mmnohothelnika :4,,+,A,,+3 RO B normalniho v podprostoru
{Ani2dnis .- Apia} (3,34)
(n—-h- 1)

mayji véecky spoleény smér ¢,
Dikaz. Necht 2 = n — 1. Nadroviny

ﬂ(ln—l), ﬂ(zn-l)’ . ﬂ(" 1)
podprostoru {4,4, ... 4,} maji podle véty 1,7 a prvniho pfedpokladu dokazo-
vané véty spoleény bod @1, a tedy v disledku druhého jejiho predpokladu
maji spoleénou celou pfimku. To v8ak odporuje vété 1,4.
Necht A~ = n — 2. Nadroviny
ﬁ(ln_z)» ﬂ;n—z) . (n—-2)

3 it} n-2

podprostoru {4,4, ... A,_,;} maji spoleény bod @»~% podle véty 1,8, a tudiz
podle pfedpokladu i pfimku spoleénou, coZ odporuje vété 1,4.

Tim je prvni éast vty dokézana. Piejdeme k dikazu druhé ¢asti.

Z véty 1,6 plyne, Ze smér ¢ neni obsaZen v podprostorech {44, ... 4,,,}
a {Ay0dn,3... Apyy), takZe neni rovnobéZny ani se smérem g™, o némZ se
snadno zjisti, Ze neni rovnobézny s podprostorem {4, ,4,,5... 4,,,}. Nad-
roviny

ﬂl’ 623 ey ﬁh ’ ) (3’35)

jeZ obsahuji podprostor (3,34) a smér ¢ s nim nerovnobé&zny, protinaji se v pod-
prostoru dimense pravé » — h; ozna¢me jej E,_,. Av8ak nadroviny (3,35) jsou
viecky rovnobézné i se smérem ¢, coz znamena, Ze v prostoru E,_, je obsa-
%ena rovina E,, obsahujici sméry ¢ a ¢®. Jezto rovina E, neni rovnobé&zna
s podprostorem (3,34), s nim# lezi v podprostoru E,_,, protind jej pravé
v pHimce. Dokézeme o ni, e uréuje smér g4 "), ktery obsahuji viecky nad-
roviny (3,33) podprostoru (3,34).

Uvazujme kteroukoliv z nadrovin

ﬂh+2’ ﬂh+3: LR ﬂn 0 (3’36)

Ta obsahuje podprostor {4,4,... 4,,,}, a tedy i rovinu obsahujici sméry ¢
a ¢, t. j. rovinu rovnob&znou s rovinou E,, obsahujici sm&r ¢} *~". Obsahujf
tedy viechny nadroviny (3,36) smér ¢33 Y. PondvadZ pak smér gy 5" lezi
v podprostoru (3,34) a podprostory (3,33) jsou jeho fezy s nadrovinami (3,36),

platf i o nadrovinich (3,33) podprostoru (3,34), Ze obsa.hup smér ¢4 * 1.

Tim je cely dikaz proveden. .
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Véta 3,7. Necht vrcholové nadroviny
ﬂl’ ﬂz, sidy ﬂﬂ (3,1)

normdlntho mnohovhelnika A,A, ... A, ., obsahuji viecky smér q.
Pak plati:
1—Fy kg — ...+ (— 1) kg ... oy = 0. (3,18)
Dikaz. V dasledku véty 3,5 stadi dokazovat vétu 3,7 pro » = 5 a ten pfi-
pad, Ze neexistuji viecky body Q=, @5, ..., Q©.
Pak lze najit takové ptirozené &islo s, > 2, Ze mnohotihelnik
4.4,... Aslﬂ (3,37,)
normélni v podprostoru {4,4,... 4, ,,} je piipustny a existuje smér g¢{"”
(= ¢ v oznadeni z imluvy 1,5). Podle véty 3,6 je s; < n — 3 a pro mnoho-
dhelnik
As1+nAal+3 . T (3,38,)

normélni v podprostoru {4 .4, ;... 4,,,} existuje smér q{* 31~ Y.

Neni-li uz mnohothelnik (3,38,) ptipustny, pak lze opét nalézt takové piiro-
zené &islo s, = s, + 3, Ze mnohothelnik

A31+2Asl+3 coc A32+1 (3,375)
normélni v podprostoru {4, .4, ,s... 4,.} je piipustny a existuje smér
¢\~ 1. Opét podle véty 3,6 je s, < n — 3 a pro mnohothelnik

V. N PSR (3,38,)
normélni v podprostoru {4,,,,4,,5... A} existuje smér {7t 32",

Neni-li uZ mnohothelnik (3,38,) ptipustny, pak pokratujeme-li tak dale,
dojdeme po konetném podtu krokd k mnohotihelniku

A, 94, 45 iy (3,38,)
normélnimu v podprostoru {4, .4, .5... 4.}, ktery je pipustny, a pro
ktery existuje smér ¢{" ;»~". Ptitom je

2§811 81+ 3§82, 82+ 3.§.83’ LR 80+ 3§7L;
v>1.

Na viecky mnohothelniky (3,37,), (3,37,), ..., (3,37,), (3,38,) (mnoho-
dhelnik (3,37,) je oviem piipustny mnohothelnik A, 124, 424, 1)
mizeme aplikovat vétu 3,5. Tak dostaneme:

L—Fky+ lyky — ... + (— 1) kyky ... k, = O,

-----------------------------------------------------

1 — keppn + Esppakons — oo 4 (— 1)" %7 kg yoly 45 ... o = 0.

21



Nésobime-li druhou, tteti atd. az (v + 1)-ni z téchto rovnic postupng
(— )" kg ... Ky, (— 1) Eyky ... Koprr oos (— 1) Yhokey .. Ky oy,
a pak viecky rovnice seéteme, dostaneme (3,18).
Vé&ta 3,8. Necht pro n bodu
B,B,, ... B, (3,39)

na pfimkdch stran normdlniho mnohovhelnika A, A, ... A, ., plati relace (3,18).
Pak existuje pravé jeden smér, obsaZeny ve vech vrcholovyjch nadrovindch

ﬂl’ ﬂz’ s siey ﬂn (3vl)
normdlniho mnohoihelnika A,A, ... A,,,, které z jeho vrcholovyjch podprostori.
promitaji body (3,39).
Dukaz. Podle véty 1,4 existuje takovy smér nejvyse jeden.

Kdyby vrcholové nadroviny " Y, ", ..., " Y mnohothelnika 4,4,
.. 4, normélniho v podprostoru {4,4, ... 4,} byly viecky rovnob&iné s touz
ptimkou, bylo by podle véty 3,7

V—ky +kky— oo+ (= 1) Y hky... ke, =0,
a tedy srovnénim s (3,18) bychom dostali k%, ... k, = 0. Plyne tudiz z véty 1,4
existence bodu Q1.
Nadroviny f,, f,, ..., f.—, maji podle véty 1,4 zfejmé spoletnou pravé jen
piimku {4,,,Q"~}. Oznaéme f nadrovinu, ktera jde podprostorem {44, ...
A} rovnobéing s touto ptimkou. Nadrovina f zfejmé nesplyva se sténou
{44, ... 4,}, a kdyby 8la vrcholem 4, ,, pak proti vété¢ 1,6 by podprostor

{4,4,... A, ,} obsahoval bod Q~1. Nadrovina £ je tudiz vrcholové nadrovi-
na normalniho mnohouhelnika 4,4, ... 4,.,.

Kdyby nadrovina g byla rovnob&ina s piimkou {4,4,,,}, existoval by
podle véty 1,8 pro mnohotihelnik A4,4,... A,_; normélni v podprostoru
{4,4,... A,_,} smér ¢ a podle véty 3,7 by bylo

1 —ky + kykey — . 4 (— 1) 2 kyky ... by — O

Srovnanim s (3,18) plyne

kky...kpy(l —k,) =0,
coZ je nemozné.

To znamen4, %e nadrovina f protina p¥mku {4 A,,“} v n&jakém bodé B).
Podle véty 3,7 je

1 —ky + kg — oo+ (— 1) hegky ... ey +
+ (— l)” klki cee kn—l(B:; An’ Aﬂ+1) =0.
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