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POZNAMKA
O EXTREMECH FUNKCI DVOU A VICE PROMENNYCH
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Clanek se zabyva pripadem, kdy u funkce dvou proménnych je de-
terminant z druhych parcidlnich derivaci ve vySetfovaném bod$ roven
nule, v jeho okoli je v8ak od nuly razny. Tento ptipad je zdrove zobec-
nén na konvexni (konkdvni) funkece libovolného postu proménnych.

Necht funkce F' dvou proménnych je definovana v néjakém okoli bodu
A(a, b) a ma v tomto okoli spojité druhé parcialni derivace. Jestlize F.(A) =
= F,(4) = 0 a pro funkci D = F,F/, — (F;,)? plati D(A) = 0, pak podle
bézné theorie nelze bez dalsiho rozhodnout, zda funkce F mé v bodé A extrém
¢i ne. Presto lze udat v jistych ptipadech jednoduché postacéujici podminky pro
existenci resp. neexistenci extrému v takovém bodé. Tomuto pripadu a jistému
jeho zobecnéni je vénovan tento &lanek.

Viude v daldim znadi slova ,,derivace®, , limita* kone¢nou derivaci resp.
limitu. Vzdalenost dvou bodét X, Y v euklidovském prostoru E* (n > 1) zna-
¢ime |X — Y|. Derivace (resp. parcidlni derivace) znatime ¢irkou u oznadeni
funkce (resp. vyznadenim proménné, podle které se derivuje). Okolim vzdy roz-
umime, neni-li fe¢eno jinak, oteviené souvislé okoli uvazovaného bodu.

Formulujme a dokaZme nejprve vétu, kterd si v&ima specidlng funkei dvou
proménnych.

V&ta 1. Necht funkce F dvow proménmyjch je definovdna v jistém okoli Q bodu
A(a, b) a md v 2 spojité parcidini derivace druhého Fadu. Necht F.(A)=F,(4) =
= D(4) = 0. Necht pro vdechny body X ¢ 2, X + A, plati D(X) > 0. Pak md
F v bodé A ostry lokdlni extrém a jeho charakter je uréen znaménkem funkce F,
na mnoziné 2 — (A).

Dikaz. MiZeme pro jednoduchost predpoklidat, ze 2 je kruhové okoli
bodu A. Plati predevsim, e na celé souvislé mno#ing Q — (A) zachovava
funkce F, (a stejné i F,) znaménko. V opatném pripadé by totiZ ze souvislosti
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mnoziny 2 — (4) a spojitosti funkce F. plynule, e v néjakém bodé ¥ e 2 —
— (A) jest FL.(Y) = 0, tedy D(Y) < 0, eo je spor. Pfedpoklddejme v dalsim,
%e na mnozind Q — (4) plati P, > 0.

Necht X(a + h, b + k) je libovolny bod mnoziny £ — (4). Vzhledem k pied-
pokladim véty plati Taylorova formule

F(X)=F(A) + h F,(A) + k F,(4) + }(h* F(0) + 2hk F,,(0)+ k* F,.(0)), (1)
kde bod ©(3,, ¥,) ma soufadnice

9, =a+0h, S,=b+0k, 0<9I <1, (2)
a tedy @ + A. Vzhledem k ptedpokladu
F(4)=F,(4)=0 (3)
plyne z (1)
CF(X) — F(4) = 3(k2 F1u(0) + 20k F,,(0) + 12 F/.(0)) . (4)
Protoze @ 2 — (4), je F..(0) > 0 a (4) mizeme piepsat takto:
F(X) = F() = g0 3 (A Fo®) + EFLO) +EDO). ()

Jeito D(@) > 0 a &isla h, k nejsou soudasné rovna nule, plyne odtud, ze F'(X) —
— F(4) > 0. Bod X byl libovolny bod mnoziny 2 — (4), tedy F ma v bodé 4
ostré lokalni minimum.
Jestlize F. < 0v 2 — (A), pak pfechodem k funkeci — F a uzitim ptedcho-
ziho vysledku dostaneme, Ze funkce F ma v bodé A ostré lokdlni maximum.
Tim je véta dokazana.

Véta 1 je v jistém smyslu specidlnim pfipadem obecné&jsi véty, kterou ted
uvedeme pro ptipad n proménnych. Piipomerime definici:

Jestlize funkce F n proménnych (n >> 1) je definovana v néjakém okoli O
bodu 4(a,, ..., a,) a v bodé 4 je diferencovatelna, pak fikame, ze F je v bodé A
ryze konvexni, existuje-li okoli 2 c O bodu 4 takové, e pro kazdy bod X € 2,
X + A, jehodnota F(X) vétsi nez hodnota, odpovidajici te¢né nadroviné (resp.
te¢nd pron = 1resp. tetné roving pron = 2), zkonstruované ke grafu funkce F'
v bodé (ay, ..., a,, F(A)). Podobné se definuji pojmy ,,ryze konkavni*, , . kon-
vexni‘, ,, konkavni‘ (v8e s dodatkem: ,,v bodé 4°). NaSe véta potom zni:

Vé&ta 2. Necht funkce F n proménnych je definovina a diferencovatelnd™)
v néjakém okoli Q bodu A(ay, ..., a,). Necht F je ryze konvexni (ryze konkdvni)
v kasdém bodé mnofiny Q — (A) a plati F,(A) = F,(A) = ...=F, (4) = 0.
Pak md F v bodé A ostré lokdlnt minimum (ostré lokdlni maximum ).

Diikaz. Vysetiime ptipad, ze F je v 2 — (A) ryze konvexni. Mizeme pted-
pokladat, ze 2 je sférické okoli. Déle pro jednoduchost predpoklidejme, Ze
F)=o0.

%) T. j. ma totélni diferencial.
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Pro libovolny bod X(a,...,x,) mnoziny Q — (A) definujme funkei f

takto:
ft) =F(...,a; + t(x; — a;),...), te0,1)>.

Je f(0) = F(4) = 0, f(1) = F(X), f m& v intervalu <0, 1) derivaci a plati
f'(0) = 0. Snadno se zjisti, Ze vzhledem k ptedpokladim véty je f ryze kon-
vexni pro vSechna fe¢ (0, 1). '

Definujme jesté funkei g predpisem

9@) = f(t) —tf(1), te<0,1). (6)

Funkce g ma v intervalu <0, 1> derivaci a je ziejmé zase pro viechna t ¢ (0, 1)
ryze konvexni. V intervalu <0, 1> nabyvé maxima. Nemuze ho viak nabyt ve

vnitinim bodé&, nebot pak by ziejmé v tomto bodé byla konkavni, coz je spor
s ryzi konvexitou. Odtud vzhledem ke vztahtim g(0) = g(1) = 0 plyne, Ze je

g(¢) < 0 pro vsechna te (0,1), (7)
coZ podle (6) znamena, ze je

f(t) < ¢t f(1) pro viechna te (0,1). (7)
Odtud plyne, ze 0 = f(0) = lim f—(:—) < f(1) = F(X), tedy F je v Q — (4)
t—0

nezapornd, nebot bod X byl libovolny. Specialng tedy pro funkei f, prislusnou
k libovolnému bodu X ¢ Q — (A4), plati ziejmé f(t) = 0 pro viechna ¢ € (0, 1).
Odtud podle (7) plyne, ze (pro te(0,1)) je F(X)=f(1)> @ =0, tedy
F(X) > 0. Protoze F(A) = 0, je tim tvrzeni véty pro pripad konvexity doké-
zano.

Piechodem k funkci — F se vysetti ptipad, ze F je v kazdém bodé X ¢ 2 —
— (4) ryze konkdvni.

Tim je véta dokazana.

Pozndmka 1. Je snadno vidét, ze jsou-li splnény predpoklady véty 2
s vyjimkou pfedpokladu F, (4) = ... = F, (A) = 0, pak funkce F je iv bodé
A ryze konvexni (ryze konkavni). Stadi totiz od F odedist jeji teénou nadrovinu
v bodé 4; pak jsou pro tuto novou funkei splnény piedpoklady véty 2 v plném
rozsahu. Tedy ma v bodé 4 ostré lokalni minimum (ostré lokalni maximum),
je tedy specidlng ryze konvexni (ryze konkdvni) v bodé 4. Tato vlastnost se
ziejmé neporusi, jestlize tetnou nadrovinu opét pric¢teme.

Poznamka 2. Véta 2 plati i v modifikované formé, nahradime-li predpoklad
ryzi konvexity pouhou konvexitou a tvrdime-li v bodé A existenci minima
(neostrého); podobné s konkavitou a maximem.

Poznamka 3. Souvislost véty 2 s vétou 1 je ta, ze predpoklady véty 1 zaru-

Cuji zfejmé ryzi konvexitu (resp. ryzi konkéavitu) funkce F v celém okoli
bodu 4.
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Obratme se nyni k piipadu, kdy u funkce dvou proménnych je determinant
D v bodé A roven nule, v jeho okoli je viak zdporny (s vyjimkou bodu 4). Na
rozdil od piedchoziho postupu formulujme vSak nyni hned obecnou vétu, je-
jiho# vysledku pak uzijeme i v uvedeném specidlnim ptipadé funkce dvou pro-
ménnych.

Véta 3. Necht funkce F n proménnyjch je definovina a je diferencovatelnd

v okoli bodu A. Necht F je v bodé A konvexni (konkdvni). Pak v libovolném okoli
bodu A existuje bod Y + A takovy, Ze F je v Y konvexni (konkdvni).

Dikaz. Mazeme se omezit na piipad konvexity. Piedpokladejme pro jedno-
duchost, %e bod 4 je potatek: A(0, ..., 0). Definujme novou funkei H pro kazdy

bod X(y, ..., Z,) z defini¢niho oboru funkce F (odec¢tenim tecné nadroviny)
takto:
H(X) = F(X) — (F(A) + 32, F,(4)). (8)

Funkce H ziejmé rovné% spliiuje predpoklady nasi véty, nadto ma v bodé 4
lok4lni minimum, rovné nule, a plati

H,(4)=..=H,(4)=0. 9)

Existuje tedy okoli 2 bodu A takové, ze plati H(X) _> 0 pro vSechny body
X e Q. Doka#me, %e funkce H splituje tvrzeni nasi véty. Odtud pak ihned plyne,
ze je splituje i funkee F.

Rozeznavejme dva mozné piipady:

a) Existuje posloupnost bodi {X,} takovd, zZe plati X, — A, HX,) =0,
a pritom pro viechna k je X, e Q, X, + A. Odtud vzhledem k vyznamu mno-
#iny Q plyne, ze v kazdém bodé X; ma funkce H lokélni minimum a tedy je tam
zfejmé konvexni. Jeito X; + 4, X, — 4, je v tomto piipadé tvrzeni véty pro
funkei H dokézano.

b) Existuje 6 > 0 tak, Ze pFislusné uzaviené sférické okoli bodu 4 o polo-
méru & je Gasti okoli 2 a pro vechny jeho body X =+ A plati H(X) > 0.
Necht 6 je libovolné takové ¢islo a Q, ptislu$né uzaviené sférické okoli bodu 4.

Funkce H je spojitd na hranici mnoziny 2, a nabyva tam minima, které
oznatme &. Jest ¢ > 0. Definujme pro kaidy bod X(z,, ..., z,) e 2 novou
funkei @ (odeétenim jisté nadroviny od funkece H) takto:

- €

G(X) = H(X) 55 %1 (10)

Je pak zfejmé
G(4) = G(0, ..., 0).= 0, 1)
GX)=e— 2%5 By = % na hranici mnoziny 2, . ' (12)
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Spojitd funkce G nabyva na uzaviené mnoziné 2, minima a vzhledem k (11),
(12) ho miZe nabyt pouze ve vnitfnim bod& mnoziny 2,. Oznatme takovy bod
0. Je pak G, (0) = ... = G, (0) = 0. Odtud vzhledem k (10) plyne

— g-
2687

Z (13) a (9) plyne, Ze ©® + A. Protoze funkce G nabyva v bodé ©® minima, je
tam zfejmé konvexni. Z (10) plyne, ze v bodé O je ztejmé konvexni i funkce H.
Jeito @ + A a okoli 2, bylo mozno volit libovolng malé, je tim nage tvrzeni
pro funkei H dokézéano.

H.(0) H,(@)=0, i—=2,..n. (13)

Tim je véta dokézana.
Jako disledek véty 3 dostdvdme tuto vétu:

Véta 4. Necht funkce F dvouw proménnyjch je definovdna v jistém okoli 2 bodu
A(a, b) a md v 2 spojité parcidlni derivace druhého fadu. Necht F'.(4) = F(A) =
= D(4) = 0 (kde D je opét determinant z druhyjch parc. derivact). Necht pro
vdechny body X e 2, X + A plati D(X) < 0. Pak F nemd v bodé A lokdlni

extrém (ani neostry).

Dikaz. Kdyby funkce F méla v bodé 4 lokalni extrém, byla by tam kon-
vexni neb konkdvni. Podle véty 3 by v libovolné blizkosti bodu 4 existovaly
body, razné od bodu 4, v nichz by F byla konvexni nebo konkdvni. V téchto
bodech vsak determinant D je zaporny a odtud jak znamo plyne, %e tam F ne-
miuze byt ani konvexni, ani konkavni.

Poznamenejme nakonec toto: Ma-li funkce F dvou promé&nnych v ngjakém
okoli bodu A spojité druhé parcialni derivace, je-li D(A) = 0 a existuji-li
v libovolné malém okoli bodu 4 jak body, ve kterych je determinant D kladny,
tak i body, v nichz je zéporny, pak neni vylou¢en zidny z téchto dvou piipadi:

a) funkce F nema v bods 4 lokalni extrém (ani neostry),

b) funkce F mé v bodé A4 ostry lokélni extrém.

Prvni pfipad je ilustrovén funkei F(z, y) = a3 + y?, ktera v bodé 4 = (0, 0)
zfejmé nema lokalni extrém. Determinant D(z, y) = 36zy je v bodé A roven
nule a v libovolném jeho okoli nabyv4 jak kladnych, tak i zipornych hodnot. —

.1
Druhy ptipad nastava u funkce F(z, y) = a3 sin - + ¢ + y*, kterou na ose y

dodefinujeme rovnici F(0, y) = y*. Funkce F m4 v podatku zfejmé ostré lokalni
minimum a lze ukéazat, Ze v celé roviné m4 spojité druhé parcidlni derivace.

1
Jest D(0, 0) = 0 a pro body nelezici na ose y mame D(x, y) = 12¢(2023 sin 7

— 82 cos% — xsin% + 1222). Odtud je vidét, Ze v libovolném okoli po-
¢atku nabyva D jak kladnych, tak zépornych hodnot.
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