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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

RECENSE

J. L. Doob: Stochastic processes. John Wiley & Sons, New York 1953, stran 654.

Doobova kniha ,,Stochastic processes‘ je nejobséhlejsi z dosud napsanych knih o sto-
chastickych procesech. Starsi knihy o stochastickych procesech se zabyvaly vidy jen
specielnimi procesy, pfeva#nd Markovovymi, a i nov&jsi knihy maji uZsi vybsér. Aby bylo
mo¥no popsat celkové zamdteni knihy, bude nejlépe promluvit struéng o pojmu stochas-
tického procesu.

Existuji v podstat$ dvé definice stochastického procesu. Prvni z nich, pfipisované zpra-
vidla SLuTzrEMU, definuje stochasticky proces jako systém distribuénich funkef spliujf-
cich jisté zndmé podminky. Specielnd na pf. u Markovovych procesi je takovy systém
definovan pravdépodobnostmi pfechodu a poéiteénim rozloZenim. Podle druhé definice,
pochézejici v podstat$ od KoLMocoRrova, je stochasticky proces definovan jako pravds-
podobnostni pole se systémem ndhodnych prom&nnych. Ob& definice jsou ovSem ekvi-
valentni v tom smyslu, ¥e systém ndhodnych proménnych definuje systém distribuénich
funkef, které spliiuji zmin¥né podminky a naopak ke kaZdému systému distribuénich
funkei sphiiujicich tyto podminky lze podle zndmé Kolmogorovovy vty sestrojit alespor
jedno pravd$podobnostni pole s néhodnymi prom¥nnymi, které maji pfedepsand rozloZeni.
Podstatné je ovSem to, %e ka¥d4 z obou definic vyvolava zpravidla jinou thematiku. Tak
prvni definice vede k tomu, ¥e se pracuje pouze s danymi distribuénimi funkcemi a vy-
hradnd analytickymi prostfedky se vySetfuji metody vypoétu pravd8podobnosti rtz-
nych jevd, jejich asymptotické vlastnosti a pod. Naproti tomu drubé definice, i kdy%
pravé uvedend problémy nijak nevyluduje, zahrnuje jiz v sob$ mnoho dalsich problémd,
tykajicich se struktury pravddpodobnostniho pole a ndhodnych proménnych, méritel-
nosti ndkterych daleZitych jevii, konvergence a spojitosti vyb&rovych funkei (definice
vybdrové funkce je uvedena déle) a pod. Problémim tohoto druhu nelze ov8em uptit jejich
duleZitost. Je jistd vhodné znat, zda na pf. uréitému jevu, jehoZ pravddpodobnost nés za-
jimé, odpovidé alespori pfi ndkteré konkretni representaci stochastického procesu méti-
telnd mnoZina, t. j. zda pravddpodobnost jevu lze viibec néjakym rozumnym zpfisobem
definovat. AvSak &tenat, kterého zajimaji predeviim aplikace stochastickych procesu,
tedy hlavnd jejich analyticky aparat, bude Doobovou knihou asi pondkud zklamén.
Autor u¥ivé toti¥ duslednd druhé definice a v souhlase s tim jsou v knize problémy, tyka-
jici se struktury pravd$podobnostniho pole vySetfovany velmi dikladng, zZpravidla do
v&t&f hloubky a obecndji ne% v dosavadni &asopisecké literatufe, zatim co z analytickych
problémi jsou uvedeny jen nejdiileZitdjsi. Cely charakter knihy vynikne snad nejlépe
z nésledujiciho struéného obsahu. .

Kapitola I obsahuje krom8 zékladnich pojmu teorie pravd$podobnosti, jako pravd‘é-
podobnostni pole, ndhodné promd&nné, distribuéni funkce a rtzné druhy konvergence,
také pojednéni o podmin¥nych pravdSpodobnostech a charakteristickych funkeich.
Odstavec o podmindnych stfednich hodnotéch a pravddpodobnostech je dosud nejipIngj-
#{m pojednanim o této d4sti teorie pravdspodobnosti. Podmin&né sttedni hodnota se de-

257



finuje vzhledem k ndkterému o-t8lesu § obsaZenému v zikladnim o-t8lese pravdspodob-
nostniho pole. Pfesndji feeno, jestliZe y je ndhodnd prom&nna s konesnou st¥edni hod-
notou, pak podmindné sttedni hodnota ndhodné proménné y vzhledem k o-télesu §, zna-
denéd symbolem E(y|§), je F-médfitelnd funkce, vyhovujici pro viechna A ¢ § vztahu
JE(y | §) dP = [y dP. Tato definice je ekvivalentni, jak lze snadno zjistit, s piivodni defi-
4

nici Kolmogorovou, t. j. definici podmin&né stfedni hodnoty vzhledem k m&titelné trans-
formaci. Podmingné stfedni hodnota vzhledem k systému néhodnych proménnych je pak
definovéna jako podmin¥na stfedni hodnota vzhledem k minimélnimu o-t8lesu, podle
n&hoZ jsou vSechny néhodné prom&nné daného systému matitelné. Kroms znamych vét,
obsaZenych ji% v Kolmogorovové knize »»Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung*,
jsou zde dokézény dve vdty o t. zv. podminénych pravdépodobnostnich rozloZenich, t. je
o podmin&nych pravdépodobnostech, které jsou skoro jist& pravddpodobnostnimi mirami.
Prvni z nich zhruba fikd, %e na borelovskych mnoZindch n-rozmérného Euklidova pro-
storu vZdy existuje ke kaZdému podmiiiujicimu o-t8lesu podmingné pravddpodobnostni roz-
loZenf. Druhou z t8chto vt jest mo¥no povaZovat za spravnou versi jedné (nespravné)
véty, uvefejndné autorem v TAMS 44 (1938). Je snad vhodné upozornit zde na to, ¥e pojem
podmin&ného pravdSpodobnostniho rozlofenf v &ir§im smyslu, definovaného rovné#
v tomto odstavci, nijak nesouvisi 8 pojmem podmin&né st¥edni hodnoty v Sir§im smyslu,
ktery je definovén v kap. II, § 3. Odstavec o charakteristickych funkeich obsahuje krom&
zndmé véty o inversi také n&kolik novych nerovnosti.

V kapitole II je predevdim definovén pojem stochastického procesu. Stochasticky
proces je definovén jako zédkladni prostor 2 (jehoZ body jsou déle znadeny w) se o-télesem
&8 (takovym, Ze 2 ¢ §) a pravddpodobnostni mirou P na § a se systémem nahodnych pro-
ménnych z,;, kde parametr ¢ probih4 ndkterou podmnozinu reslnych &isel 7'. Nshodné pro-
ménné z, definuji jedinou funkei dvou proménnych z(t, w). Pro kazdé pevné w je z(t, w)
pouze funkei proménné ¢ a kaZdou takovou funkei nazyvé autor vybsrovou funkef, analo-
gicky k terminologii matematické statistiky. P¥i bd%né representaci stochastického pro-
cesu v prostoru viech realnych funkef na 7' jest ovSem systém viech vyb&rovych funkei
totoZny se zdkladnim prostorem. Spojitosti t&chto vybérovych funkei, po pt. charakteru
nespojitosti a limitnim vlastnostem, je v knize vénovéna velké pozornost.

Dalsi odstavec je vénovén definici separabilnfho a méfitelného stochastického procesu.
Stochasticky proces nazyvé autor separabilnim, jestliZe existuje posloupnost parametri
t;e T' a nulovd mnoZina A tak, %e pro kaZdou uzavienou linedrni mno¥inu 4 a kazdy
otevieny interval I se mnoZiny {z,(w) e A,te IT} a {x,(w) e 4, t; ¢ IT} li% pouze o pod-
mnoZinu mno¥iny A. ProtoZe bez ujmy obecnosti lze pfedpoklédat, e podmnoZiny nulo-
vych mnoZin jsou métitelns, jsou v separabilnim procesu mno%iny tvaru {z,(w) e 4, t € IT}
méfitelné. Jak zndmo, b&’né representace stochastického procesu v prostoru redlnych
funkei v pfipad® nespotetného 7' tuto vlastnost nemd. Separabilni procesy maji jestd dalsi
duleZité vlastnosti, jako je méFitelnost suprema a infima mafitelnych funkei a pod. Nej-
duleZit8jsi pak je vdta 2.4, kterd ¥{ké, %e ka¥dy stochasticky proces lze vhodnou zménou
néhodnych proménnych x; uéinit separabilnim se zachovénim viech konetndrozmérnych
rozloZeni. Stochasticky proces nazyvé autor métitelnym, jestlite funkce z(t, ®) je jako
funkce dvou proménnych méfitelnd. M&Fitelnost podle ¢ se bere vzhledem k lebesgueov-
skym mnoZindm. Vyznam ‘méfitelnosti je v tom, %e pro mé&Fitelny stochasticky proces je
mozno definovat integrél vyb&rové funkce. Opst, plati véta, e ka%dy stochasticky proces,
jehoZ vybsrové funkee jsou pro skoro vechna ¢ spojité podle pravddpodoknosti, 1ze udinit
méfitelnym a separabilnim se zachovénim viech koneéndrozmérnych rozloZeni. Je zndmo,
Ze v souvislosti s vySetfovanim spojitosti a mdFitelnosti vybsrovych funkei, se nktekf
autofi a pfedevdim autor recensované knihy snaZili obejit tyto problémy representaci
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stochastického procesu v prostoru vSech spojitych, po pf. méfitelnych funkef. V recenso-
vané knize autor od t&chto metod upousti a pouzivé vyhradnd zminénych dvou vét.

Nyni promluvime o jednotlivych typech stochastickych procest, které jsou
v knize probirdny.

Gaussiw proces (Kap. II, § 3). Stochasticky proces se nazyvé Gaussiv, jestliZe vSechna
prislusné konednérozmdrné rozloZeni jsou normaélni (Gaussova). Tomuto procesu nenf vé-
novéna zvladtni kapitola a jsou zde pouze dokézany véty, tykajici se toho, Ze ke kazdému
stochastickému procesu s koneénymi variancemi a kovariancemi existuje Gaussiv proces
se stejnymi druhymi momenty.

Pomoci Gaussovych procesii je zde definovan pojem ,,vlastnosti v §ir§im smyslu®, kte-
rého se dale velmi dasto pouZivé, a proto se o n¥m té% zminime. Ptedpoklddejme, Ze ndjaky
stochasticky proces mé vlastnost V, kterou lze vyjadFit pomoci varianci a kovarianci.
Tuto vlastnost ize pak pro pfislusny Gaussiv proces vyjédfit zpravidla zptsobem, ktery
prenesen na piivodni proces vyslovuje ndjakou pfisnéjsi podminku V. Pak vlastnost V je
vlastnost v §ir§im smyslu p¥isluiné k vlastnosti V’. Na piiklad orthogonalita je nezévislost
v 8irSim smyslu.

Procesy 8 nezdvislymi ndhodnymi proménngms (Kap. II, § 4 a Kap. III). Casovy para-
metr ¢ probihé zde pouze ptirozend &isla, takZe se jedné o posloupnosti nezévislych ndhod-
nych promdnnych. V § 1 je dokézén nula-jednotkovy zékon a Borel-Cantelliho lemma.
Dal¥i odstavec obsahuje v8ty o konvergenci fad nezévislych nahodnych promé&nnych.
Kroms obvykle vySetiovanych vztahi mezi konvergenci téchto fad a konvergenci pfislus-
nych fad pramdra a varianci je vySetfovan také vztah ke konvergenci souéint charakte-
ristickych funkef. Dalsi odstavec obsahuje rizné druhy zdkona velkych é&isel, a to pro
viechny t¥i mo¥nosti, t. j. slaby, podle st¥edu a silny. § 4 obsahuje centralni limitni véty.
Tento paragraf pojednévé sice o neomezend délitelnych rozloZenich (jsou dokonce defi-
novéna obecndji a je dokézéno, e tato zdénliv® obecnsdjsi definice je ekvivalentni s obvyk-
lou), centralnf limitni v8ty zde uvedens se viak zabyvaji jen ptipadem, Ze limitn{ rozloZeni
jo normalni.

Procesy s nekorelovanymi ndhodnymi proménnygmi (Kap. II, § 5, Kap. IV). I zde se pra-
cuje pouze s posloupnostmi ndhodnych prom¥nnych, Jedné se v podstats o teorii ortho-
gonélnich funkei v L, prostorech, je viak zajimavé si uvédomit, jaky maji jednotlivé
pojmy této teorie pravd$podobnostni vyznam. Tak na pt. nejlepsi aproximace dané na-
hodné prom#nné (podle st¥edu) vzhledem k danému orthogondlnimu systému nséhodnych
promsnnych, t. j. soudet podle sttedu piisluiné Fourrierovy fady, lze poklddat za podmi-
ndnou stfedni hodnotu v Sirim smyslu této ndhodné proménné vzhledem k danému
systému orthogonélnich ndhodnych proménnych.

Dalsf dva odstavce obsahuji analogie n8kterych v&t z kap. III; piisluné tvrzeni se pak
tykaji bud pouze konvergence podle stfedu nebo jsou pfedpoklady v&t ptisnsjsi. V posled-
nim odstavei je pojednino o martingalovych procesech v §irSim smyslu. Tento proces je
zaiazen do kap. IV proto, %e jej lze také charakterisovat jako stochasticky proces, v ndmZ
pro kazdou posloupnost #; <3 <... <?f,  jest ndhodnéd proménna =z,  — @, ortho-
gondlnf k z,; pro j < n. Jsou opét odvozeny analogie ndkterych vt kap. VII, vesmss viak
8 konvergenci podle stfedu.

Markovovy procesy (Kap. I1, § 6, Kap. V, Kap. VI). V kap. II, § 6 je Markoviv proces
definovén jako stochasticky proces takovy, Ze pro kaZdou posloupnost ¢; <3 < ... <ftn
z T a kaZdé redlné A plati P{z, (0) < 4 I Ty een @y, } = P{zy,(0) <A | z;,_,} s pravds-
podobnosti 1. Podminéné pravd$podobnosti jsou mindny obecns, ne nutn¥ jako podming-
né pravdspodobnostni rozloZeni. Z piede§lého vztahu plynouci rovnice Chapman-Kolmo-
gorovova mé pak tvar P(z,(w) ¢ 4 | z,) = B{P{(xy(w) ¢ 4 |z,}|,} s pravdépodobnosti 1.
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V kap. V, § 5 je vBak definovédn homogenni Markoviiv proces s diskretnim ¢asem (t. j. T
je mno#ina vlech ptirozenych &isel) pro libovolnou abstraktni mnofinu stavid, a to jako
mira na obvyklém minimélnim o-t8lese v kartézském sousinu prostori X pomoci pravdg-
podobnostnich pFechodd p(£, 4). Mo¥nost konstrukce takové pravdépodobnostni miry
Plyne z v&ty, kterou dokézal C. T. Ionescu Tulcea (Atti Accad. Naz. Lincei Rend. (8) 7
(1949)) a kterd je také uvedena v recensované knize v dodatku na str. 613—615. Takto
definovany Markoviv proces odpovida t. zv. definitnimu procesu ve zndmém Kolmo-
gorovové &lanku ,,Uber die analytischen Methoden der Wahrscheinlichkeitsrechnung*®
(Math. Ann. 104 (1931)), kde se viak mo¥nost konstrukee pravdépodobnostni miry ne-
vygettuje. Upozortiujeme, %e pro bezprostredni aplikaci zmindné vty je predpoklad
diskretnfho parametru ¢ podstatny. V obecném pfipadd neni jasné, zda lze bez daliich
predpokladii o mnoZing stav pravd$podobnostni miru konstruovas.

Markovitv proces s diskretnim $asem a konedn$ mnoha stavy je probran v kap. V, § 4.
Je uvedena obvykls klasifikace stavii a jsou dokézany ergodické véty. Maticové metody
nenf pouZito. V § 5 jsou pak tyto vysledky pfeneseny na obecny homogenni Markoviv
proces s diskretnim &asem, oviem za jistych dodateénych predpokladii. Jedns se vesmds
o zobecn&ni DoEBLINOVYCH vysledki. V dalsich dvou odstaveich jepak pojednéno o zdkonu
velkych &isel a o centralni limitni v&td pro posledn$ uvedeny typ Markovova procesu.
Poslednf paragraf pojednévé o Markovovych procesech v Sir§im smyslu. Jsou definovény
obdobnd, v definici je oby&ejné podmindné stfedni hodnota nahrazena podminénou
stfedni hodnotou v ¥ir§im smyslu.

Markovovym procesim (tém&f vyhradn$ homogennim) se spojitym &éasem, t. j. pro
T =<0, ®), jest v8novéna kap.VI.V §1 je probran pfipad koneéného podtu stavi. Autor
pfedpoklédé pouze spojitost pravddpodobnosti prechodu, derivovatelnost jiz dokazuje.
Kroms ergodické véty, kters je zde jednodussi, nebot neexistuji cyklické skupiny, je tento
odstavec v&novén charakteru nespojitosti vybrovych funkei. Obdobné problémy jsou
studovény v § 2 pro ptipad spojitého systému stavi. Autor se zde omezuje na representaci
stochastického procesu v prostoru viech reslnych funkef, tak¥e bez ijmy obecnosti miize
pfedpoklédat, e podmingné pravdépodobnosti jsou podminsns pravdépodobnostni roz-
loZeni. Posledni odstavec je vénovéan difusnimu procesu.

Martingalové procesy (Kap. II, § 7, Kap. VII). Stochasticky proces se nazyvé martin-
galovym procesem, jestlize mé vSechny st¥edni hodnoty kone¢né a jestliZe pro libovolnou
posloupnost ¢; <ty < ... <tp ., T, = E{z,,, . | Zy,y «e5 Z4,) 8 pravddpodobnosti 1. Jestlize
v pfedeSlém vztahu plati misto rovnosti pouze nerovnost <, nazyvé se proces semi-
martingalovym. Neexistuje Z4dny &esky termin pro tyto procesy a ndzev uZity v této
recensi neni asi nejvhodn¥jsf. Semi-martingalovy proces je v knize definovén po prvé
a plati pro néj vSechna hlavni tvrzeni jako pro procesy martingalove. Procesy martin-
galové byly jiZ studovény difve rtznymi autory. Jednim z davodd, proé¢ byla témto pro-
cesiim vénovéna pozornost, je to, Ze jsou modelem néhodné hry, kters je v jistém smyslu
»spravedliva®“. Maji viak duleZitsj§i aplikace jak v teorii stochastickych procest, tak
iv teorii miry a integrélu i jinde. Hlavnim vysledkem jsou v&ty o konvergenci vyb&rovych
funkef, které platf jak pro diskretni p¥ipad tak i pro spojity; zde ovSem za pfedpokladu
separability stochastického procesu. Pro diskretnf parametr jsou v knize uvedeny aplikace
této v&ty na konvergenci fady nezévislych ndhodnych proménnych, zékon velkych &isel,
dikaz Jessenovy véty o konvergenci posloupnosti integrali v nekoneéném kartézském
soudinu, o konvergenci podflu dvou mdr k Radon-Nikodymovs derivaci a déle aplikace na
n8které problémy matematické statistiky.

Procesy 8 nezdvislyms pﬂn’wtky (Kap. II, § 9, Kap. VIII). Tyto procesy jsou charakteri-
sovény tim, %e pro kaXdou posloupnost ¢, < ... < #, jsou ndhodné proménné z, — x,,
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«ou @y, — Z;, , nezévislé. Autor se déle zabyvé jen spojitym ptipadem, nebot diskretni
proces tohoto typu pfedstavuji souéty nezévislych proménnych, které jsou dikladnd pro-
brény v kap. III, Autor studuje nejdiive Wienertiv proces (nazyvé jej procesem Brownova
pohybu) a dokazuje, %e skoro vSechny vyb&rové funkce tohoto procesu jsou spojité.
V § 7 je naopak dokézéno, Ze Wieneriiv proces- je touto vlastnosti mezi procesy s neza-
vislymi prirtistky v podstat$ charakterisovan. V dalsich odstaveich je studovan Poissontv
proces a déle obecny proces s nezavislymi piirastky, a to opdt spojitost vybérovych funkei.
Diile¥itou tilohu pti tom mé t. zv. centrovéani procesu, t. j. odeéteni vhodné funkee f(¢) od
néhodnych promdnnych . Posledni ¢4st kapitoly je vénovéna vlastnostem charakteri-
stickych funkei t&chto procesi, které musi zfejms spliiovat zndmou podminku pro neko-
neén§ délitelna rozloZeni.

Procesy s nekorelovanymi nebo orthogondinimi prirustky (Kap. II, § 10, Kap. IX). Tyto
procesy jsou podle autorovy terminologie procesy s nezdvislymi ptiristky v Sir§im smyslu.
Prevé¥né Sést této kapitoly je vénovana pojmu stochastického integralu. V § 2 je defino-
vén stochasticky integrél f @(t) dy(t), kde y(t) jsou néhodné prom&nné, tvofici stochasticky
proces s orthogonalnimi pfirtstky. Takovy integral je opét ndhodnou prom&nnou. V § 5 je
definice zobecndna na ptipad, %e @ jest také funkei w, za dodateénéhé predpokladu, Ze y(¢)

t

tvofi také martingalovy proces. Ndhodné proménné x(t) = [P(s, w) dy(s) pak tvori také
a

martingalovy proces a je dokdzéno, e za jistych pfedpokladi 1ze naopak martingalovy
proces representovat stochastickym integrélem, a to tak, %e y(t) tvofi Wienertiv proces.

Staciondrnt stochastické procesy. (Kap. IT, § 8, Kap. X, Kap. XI). Striktng stacionérni
stochasticky proces je definovén jako proces, jeho¥ vS8echny koneéndrozmérné distribuéni
funkce jsou invariantni vaéi éasovému posunuti. Stochasticky proces s konednymi dru-
hymi momenty, jehoZ kovarianéni funkce mezi x, a =, ; je nezévisld na s, nazyvé autor
staciondrnim v $ir§im smyslu. Kapitola X je vénovéna diskretnim staciondrnim procestim.
U striktnd staciondrniho procesu se studuje vztah k bodovym a mnoZinovym transforma-
cim, zachovévajicim miru. Striktnd staciondrni proces lze toti% definovat pomoci jedné
néhodné prom¥&nné a cyklické grupy vytvofené transformaci o-t8lesa nahodnych jevi na
sebe, pfi éem¥ tato transformace je v podstatd isomorfismem vzhledem ke komplementiim
a spodetnym sjednocenim a zachovavé miru. Stacionarita v SirSim smyslu je pak definové-
na také jako obvykle metodou Hilbertovych prostoru. Tato kapitola obsahuje fadu duleZi-
tych vysledkt. Jako nejduleZit8jsi je moZno jmenovat zobecn&ni Birkhoff-Chinéinovy vty
o konvergenci skoro jist® aritmetickych pram&ri ke stfedni hodnoté podmindné o-t8lesem
invariantnich podmno#in, jejim# pfimym dusledkem je za pfedpokladu metrické transiti-
vity obvykl4 Birkhoff-Chindinova vé&ta, déle zdkon velkych &isel pro stacionirni stochas-
tické procesy v SirSim smyslu, déle v8ty o vlastnostech korela&nich funkef a spektralnich
funkei s diikazem Bochner-Chindinovy v&ty, statistické odhady jednotlivych bodu kore-
laénfch a spektralnich funkei s pouZitim piislu¥nych zékonti velkych &isel a v8ty o spektral-
nim rozkladu. Obsahem kap. XTI je zhruba toté% pro ptipad spojitého parametru. I celkové
uspofadéni je stejné aZ na ndkteré podrobnosti tykajici se integrace vyb&rovych funkei.

V poslednf kapitole XII pojednavé autor o predikei ve stochastickych procesech sta-
cionarnich v Sir§im smyslu. Jak je obvyklé, omezuje se na linedrni predikei, kterd mini-
malisuje st¥edni kvadratickou chybu. Zasadn$ se rozlidujf ptipady diskretniho a spojitého
parametru. Na konci kapitoly je pak struéné zminka o mnohonésobné predikei v koneénd-
rozmérnych stochastickych procesech staciondrnich v Sir§im smyslu.

Na koneci knihy jsou ptipojeny dva dodatky. Prvn{ z nich — Supplement — obsahuje
ndkteré vdty z teorie miry & integralu, kterych se v knize pouzivé. Cetba tohoto dodatku
pfed studiem knihy je velmi vhodné k pochopeni autorovy symboliky. Druhy dodatek —
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Appendix — obsahuje pozndmky k jednotlivym kapitolam, v&t§inou odkazy na pavodni
literaturu.

Kniha je pséna srozumitelndji neZ vétsina autorovych praci, hlavng pokud se tyké for-
mulace definic a v&t. Pfesto v8ak studium knihy nenf lehké. Neni to zptsobeno tim, Ze by
kniha vyZadovala velkych predb&Znych znalosti — &tendt vystali se znalosti zédklada
teorie miry a infegré,lu v abstraktnich prostorech — nybrZz tim, Ze dukazy jsou misty
velmi zhuSt&ny a ovéfovani jednotlivych kroku je velmi pracné. To oviem nemuZe nijak
sniZit vyznam této knihy, kterd je vlastnd prvni monografii o matematické teorii stochas-
tickych procesi, zaloZené duslednd na Kolmogorovove definici. Jeji vliv se ji% ostatnd
v literatufe projevuje.

Miloslav JiFina a Antonin Spadek, Praha.

N.I .‘Achijezer: Teorie aproximaci. Z rustiny pfeloZil Dr Otto Vejvoda. Vyslo v Naklada-
telstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha, 1955, 344 stran, 10 obrazkd, cena bro¥.
Ké&s 21,— (misto puvodnich Kés 70,—).

Prekladem Achijezerovy knihy o theorii aproximace je v nasi literatute poprvé zastou-
pena tato duleZitd v&tev matematické analysy, zajimavé a bohatd vnitini krdsou i uZi-
tedné pro aplikace. Tato theorie je od svého vzniku spjata se jmény ruskych a sovdtskych
udenct, jejichZ piinos je nejvyznamnéjsi co do podétu i hodnoty vysledkt. Monografii
a udebnic o theorii aproximace neni dosud ve svétové literatufe mnoho a vysledky
z této oblasti matematiky jsou uloZeny hlavn® v Sasopiseckych pojednanich.

Achijezerova kniha je zaméfena k obecnym otézkdm theorie aproximace v reilném
oboru. Rozsdhly materiél je rozdélen do Sesti kapitol a z4véretné Sasti knihy, obsahujict
dopliiky a ulohy.

Prvni kapitola, pojednévajicf o problémech aproximace v linedrnim normovaném
prostoru, tvoif obecny podklad theorie. Formuluje se v ni zdkladni dloha theorie aproxi-
mace, zavadi se pojem metrického prostoru a linedrniho normovaného prostoru, jsou tu
uvedeny piiklady a bliZe vySetfen Hilbertiv prostor (orthonormované soustavy, proces
orthogonalisace), prostor v8ech spojitych funkei na daném intervalu a prostory L?. Doka-
zuje se véta o aproximaci prvku linedrniho normovaného prostoru pomoci linedrnich
kombinaci danych linedrnd nezévislych prvka tohoto prostoru a uvedena postadujict
podminka pro jednoznaénost (ostie normované prostory), déle véta o aproximaci prvku
Hilbertova prostoru pomoci prvka jeho podprostoru, Weierstrassovy véty a jejich zobec-
néni na L?, Miintzova véta a Rieszova véta o linedrnim funkciondlu v uplném Hilbertové
prostoru.

Ve druhé kapitole jsou vyloZeny klasické CebySevovy vysledky z theorie aproximace
a jejich zobecnéni; v souvislosti 8 tim jsou vySetfeny nékteré dalsi problémy a zejména je
uvedena Haarova a Markovova véta.

Treti kapitola obsahuje struény vyklad theorie Fourierovych fad, nastin Planchere-
lovy theorie, diikaz véty Watsonovy, Fejérovy a Young-Hardyovy; ddle se studuje pojem
Fourierovy transformace a konvoluce dvou funkef, defiriuje se St8klovova funkce a stanovi
se jeji vyjadieni trigonometrickym integralem, dokazuje se véta o nékolikandsobnd mono-
tonnich funkeich a v&ta o sdruZenych funkeich.

Ctvrté kapitola je vdnovéana studiu n¥kterych extrémnich vlastnosti celistvych
transcendentnich funkef exponencidlnfho typu. Dokazuje se Wiener-Paleyova véta
a zobecndni BernStejnovy nerovnosti. Déle jsou uvedeny nékteré vlastnosti t. zv. Levita-
novych polynomu, dukaz Fejér-Rieszovy véty a kriterium vyjadiitelnosti spojité funkce
ve tvaru Fourier-Stieltjesova integralu; tyto odstavce jsou vétSinou zpracovany podle
M. G. KREINA.
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Jadrem paté kapitoly jsou dikazy zndmych Jacksonovych vét o harmonické apro-
ximaci diferencovatelnych funkei a k nim obracenych Bernstejnovych vét spolu s dikazem
Bernstejnovy véty o harmonické aproximaci analytickych funkei. Jacksonovy vty jsou
vhodnd zasazeny do rdmce obecn8jsich uvah a doplnény Fejérovou methodou konstrukce
aproximujicich funkei; obrécené véty jsou zobecnény na prostor L?.

V Sesté kapitole je dokazana Wienerova véta o aproximaci a jsou uvedeny nékteré
jeji aplikace.
V posledni &asti knihy je shrnuto 35 piikladu, rozdélenych do péti odstaveu, tvoiicich

myslenkové celky. Jde zpravidla o FeSeni konkretnich problému, které dopliiuji predché.-
zejici obecné uvahy.

Z4véreéné poznamky obsahuji hlavng literdrni udaje. Kniha je opatfena piehledem
zkratek a oznadeni a rejstiikem.

Vyklad je jasny a uceleny, avSak velmi struény. Véty jsou uvéddény v co nejobecn&jsi
formulaci a s diikazy co mo%né nejjednodusiimi a nejkratS§imi; p¥ipravné poznatky jsou
vyloZeny jen v rozsahu nezbytném pro dalSi pouZiti. Autor systematicky &inf literdrni
odkazy & upozoriiuje na zobecnéni a novéjsi vysledky, z nichZ mnohé jsou zde kni¥n8 zpra-
covany poprvé. Ke studiu knihy stadéi solidni védomosti ze zékladi analysy. Kniha vSak
neni ivodem do theorie aproximace a sotva by bylo moZno ji doporudit iplnému zagé.-
tednikovi. Jeji velké prednosti oceni &tenaf, ktery jiZz zné zédklady této theorie, na priklad
z velmi piistupné a zdafilé Natansonovy udéebnice konstruktivni theorie funkef, a miZe
si z Achijezerovy knihy své védomosti znamenité prohloubit a rozsirit.

Cesky preklad je peélivy; to dokazuje i skutetnost, ¥e v nSm byly odstrandny n&které
drobné nedostatky originalu. Piekladatel byl éasto postaven pied problémy rédzu termino-
logického a jazykového, s nimi% se odpovédné vyrovnal. Je tfeba pii této piileZitosti
ukézat na nejednotnost a &etné jazykové kazy nasSi matematické mluvy. Bylo by zésluzné,
kdyby matematikové vénovali pozornost témto otdzkam a ve spolupréci s jazykovymi
odborniky prikroéili k jejich feSeni. — Tiskovych chyb je v knize mélo a &tenér si je snadno
sam opravi.

O kvalitach Achijezerovy knihy sv8déi mimo jiné i to, Ze byla neddvno preloZena do
némdéiny. Jeji éesky pieklad znamené obohaceni nasi matematické literatury.

Ladislav Kosmdk, Praha.

I. P. Natanson: S&€itani nekoneéné& malych veliéin. Z ruského origindlu pieloZil ing.
Milan Ullrich. Vydalo SNTL, Praha, 1955, 72 stran, 26 obrazk, cena Kés 3,16.

Ve sbirce Populérni pfednaS$ky o matematice, o ni%Z jsme referovali v lotiském
roéniku Casopisu, 80 (1955), str. 246, vySel jako jedenacty svazek preklad knifky
,,GyMMupoBanue Ge3KOHEYHO MAJBIX BeaW4MH'‘ z pera leningradského matematika I. P.
NaransoNa, zndmého u nés hlavnd svymi udebnicemi theorie funkei reédlné proménné.
a konstruktivni theorie funkei. Ukolem kniZky je sezndmit tendie s pojmem limity soustu
mnoha malych s$itanct a pFibliZit mu tak zékladni myS8lenku integralniho podtu. V Sesti
kapitolkdch pod4vé autor FeSeni vhodnych geometrickych a fysikélnich tdloh (vypodet.
tlaku kapaliny na svislou sténu, prace potfebné k vyéerpani kapaliny z nédob, uréeni
objemu t&les, kvadratura paraboly, elipsy a sinusoidy, vypodet efektivniho proudu);

n

v prvni kapitolé dokazuje pro pozd&jsi udely potiebné vzorce pro z k™ ptim =1, 2, 3 a za-
k=1

védi sumaéni znak. Na konci kniZky je uvedeno 16 tloh jako cvideni.
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'Vyklad je pHistupny a zajimavy (kniZka vznikla z autorovych ptednagek pro Zaky deva-
tych a desatych tiid); jeho snad jedinym kazem je, Ze autor nerozliSuje v oznadeni pti-
bliZné soudty od jejich limity. I kdy¥ tato skutednost nemusi vést k omylu, nebot ¢tendt ze
souvislosti pochopi, o8 jde, je to zbyteéné neduslednost.

K Seskému pfekladu napsal akademik E. Cecm pfedmluvu, v ni% knifku vystiZnd
zhodnotil. .
Ladislav Kosmdk, Praha.

A. I. Markudevi¢: Komplexni &isla a konformni zobrazeni. Z rutiny pieloZil ing. Milan
Ullrich. Vydalo SNTL, Praha, 1955, 76 stran, 45 obrézkit, cena Kés 2,75. Predmluvu
k deskému vydani napsal doc. Jan Vysin.

Podkladem pro tuto kniZku, kterd vychazi jako 12. svazek Populérnich prednések
.0 matematice, byla autorova prednéska pro zéky devétych a desatych tiid sttednich skol.
Knika obsahuje geometricky vyklad aritmetiky komplexnich &isel a vlastnosti n8kterych
jednoduchych funkei komplexni prom&nné jako transformact v roving; poudi viak dtendie
také o ndkterych aplikacich theorie funkci komplexni proménné, zejména v kartografii
& pii konstrukei kiidla letadla. V odstaveich, v nichZ se pojednava o konformnim zobra-
zeni, bylo oviem nutno se zfici piesnych dikazi a spokojit se jejich nédzornym néznakem.

Kni¥ka miZe byt velmi uZiteéné predevidim pro zéky stiednich Skol. Pfirozens a srozu-
mitelnd je seznémi s komplexnimi &isly (o nichZ majf ve v&tZing pfipadi asi znaéné ne-
urditou a formélni predstavu) a piesvddéi je o praktickém vyznamu theorie funkef kom-
plexni prom¥nné; neni viak pochyby o tom, Ze i jejich uditelé se z ni dovédi leccos nového.

Ladislav Kosmdk, Praha.

I. R. Safarevié: O Fe¥eni rovnic vy¥Sich stupiia (Sturmova metoda). Z ruského originalu
prelozil ing. Milan Ullrich, pfedmluvu k &eskému vydani napsal doc. dr Karel Hruda.
Vydalo SNTL jako 13. svazek Populérnich pfednések o matematice, Praha, 1955, 36
stran, 10 obrazki, cena Kés 1,20.

Znémé Sturmova véta o poStu kofent algebraické rovnice (s reédlnymi koeficienty)
v daném intervalu je nejen zajimavé, ale i prakticky duleZité, nebot zéroveti umoZiiuje pti-
bliZzny vypodet kotenti. Safarevidova kni¥etka je vénovéana dikazu této véty. Ze Styt kapi-
tolek, na nd% je rozdslena, maji prvni t¥i pfipravny charakter: V prvni se stanovi meze ko-
¥enu algebraické rovnice, druhé pojednévé o spoleénych kofenech mnohoélent a vice-
nasobnych kofenech, ve tfeti se studuje pojem charakteristiky dvojice mnohoélenti.
{tvrté S4st obsahuje vlastni dikaz Sturmovy véty a piiklady na jeji pouZiti.

Knif¥ka je veelku napséna velmi své¥e a srozumitelns, najdeme v ni viak n8kolik nedo-
patieni. NejzévaZnj§im z nich je mezera v dikazu Sturmovy véty, zptisoben4 zamléenim
predpokladu, ¥e krajnf body intervalu, v némZ vySetfujeme dany polynom, nejsou kotfeny
mnohotlent tvoticich Sturmiv Fetézec tohoto polynomu. Krom& toho najdeme v kniZce
n&kolik mist formulovanych s hlediska zatiteénika ponskud nejasnd.

U &ténéfe se predpoklidaji jen nejzakladngjsi matematické vddomosti. Plny uZitek
prinese kni¥ka ¥4kum, ktefi ji budou &ist pod vedenim zkuSeného uditele.

Ladislav Kosmdk, Praha.
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